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èêÖÑàëãéÇàÖ 

Слово «математика» означает «точное знание». Если математик от-
крыл, что дважды два — четыре (а это было великое открытие, даже 
если он сделал его «считая окурки», как говорил Маяковский), то этот 
ответ никогда не изменится (даже если будут считаться гораздо 
большие предметы, у Маяковского — локомотивы). 

Зачем студентам-гуманитариям точные формулировки определе-
ний, аксиом, доказательства теорем? Для того, чтобы ответить на этот 
вопрос, сделаем несколько замечаний. 

Две основные задачи стоят перед любым человеческим сообщест-
вом: создание и распределение. Как во взаимодействии с природой 
создать побольше благ, т. е. всего того, что делает жизнь человека бо-
лее привлекательной? Как распределить затраты на создание благ и 
сами блага между входящими в данное сообщество индивидами? По 
тому, сколь успешно решает сообщество эти две главные задачи, 
можно судить о степени его развития. 

Чем тут может помочь наука? Естественные и технические науки 
помогают создавать блага, видоизменять природу, но так, чтобы не 
разрушить хрупкую среду обитания человека. О практических успе-
хах естественных наук судят по материализации идеи: по тем предме-
там, которые удалось создать с помощью науки. Гуманитарные науки 
в основном связаны не с процессом создания благ, а с их распределе-
нием. Экономика, социология, политология, социальная психология, 
юриспруденция ищут способы разумной внутренней организации 
общества, об их практических достоинствах судят по тому, как они 
влияют на сознание людей и какое получается при этом общество. 

Положение математики особое. Она возникла и долго развивалась 
как инструмент естественных наук, в основном физики и инженерно-
го дела. Все крупные технические достижения — от строительства 
зданий и мостов до раскрепощения атомной энергии, сверхзвуковой 
авиации и космических полетов — были бы невозможны без матема-
тики и математиков. 

Однако гуманитарные науки также все больше нуждаются в фор-
мализованном языке, причем не столько для овеществления своих 
идей, сколько для анализа очень непростой логики взаимодействия 
людей. На вопрос «для чего изучают математику?» замечательно от-
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ветил еще XIII в. английский философ и естествоиспытатель Роджер 
Бэкон: «Тот, кто не знает математики, не может узнать никакой дру-
гой науки и даже не может обнаружить своего невежества». 

Отметим особую роль математики как дисциплины, развивающей 
интеллектуальные и творческие способности человека. Лучшего сред-
ства для их совершенствования пока не найдено. 

Нам хотелось бы выразить благодарность студенткам М. В. Котва-
новой и А. В. Терниковой за помощь в компьютерном наборе текста. 

Мы с особой признательностью и печалью вспоминаем всегда 
охотно приходившего на помощь в трудных ситуациях заведующего 
кафедрой математического анализа и теории функций профессора 
Виктора Ивановича Кругликова. Некоторые его идеи о преподавании 
фундаментальной математики нашли отражение в этом пособии. 
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Кругликов Виктор Иванович 
12 июля 2007 г., на 63-м году жизни скончался доктор физико-

математических наук, профессор Виктор Иванович Кругликов. 
Ушел из жизни крупный ученый, талантливый педагог, патриот 

России. 
В. И. Кругликов родился 18 апреля 1945 г. в г. Ужуре Краснояр-

ского края. После средней школы он учился в Томском, а затем в До-
нецком государственном университете, который окончил в 1968 г., по 
специальности математика. В 1972 г. защитил кандидатскую диссер-
тацию по окончании аспирантуры Института прикладной математики 
и механики АН УССР. 

В Тюменском государственном университете Виктор Иванович на-
чал преподавать в 1973 г., в год открытия университета. Преподава-
тельская деятельность В. И. Кругликова сыграла большую положи-
тельную роль в становлении университетского математического обра-
зования в Тюмени. 

В конце 70-х гг. В. И. Кругликов уехал из Тюмени на Украину, где 
два десятка лет преподавал в Донецком государственном университе-
те. Там он вырастил много учеников и оставил о себе добрую память. 
Диссертацию на степень доктора физико-математических наук Вик-
тор Иванович защитил в 1993 г. 

Когда Россия и Украина стали разными государствами, В. И. Круг-
ликов вернулся на Родину. 

С 1997 г. он работал в Тюменском государственном университете, 
где возглавил кафедру математического анализа и теории функций и 
был в этой должности до последних дней. 

Виктор Иванович запомнится коллегам и студентам своими нова-
торскими приемами в преподавании математики, яркой речью, уме-
лым руководством кафедрой, ненавязчивой и своевременной помо-
щью коллегам. 

В большинстве своих математических работ В. И. Кругликов ис-
следовал отображения с обобщенными производными, им были соз-
даны основы систематической теории отображений квазиконформных 
в среднем. 

Важные приложения находят результаты В. И. Кругликова в тео-
рии простых концов фиксированных и переменных областей и в от-
крытом им новом направлении — теории предельных множеств по-
следовательности функций. 
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Большой интерес у В. И. Кругликова вызывали проблемы высшей 
школы. Им впервые в полном объеме разработана рейтинговая систе-
ма оценки качества учебы и преподавания. 

Научная и педагогическая деятельность В. И. Кругликова имеет 
российское и международное признание. Ему присвоено звание про-
фессора и в России и на Украине. Он был избран членом-
корреспондентом Петровской академии наук и искусств. 

Светлая память о Викторе Ивановиче Кругликове — Учителе, 
давшем путевку в жизнь многим молодым математикам, удивитель-
ном человеке, замечательном ученом навечно останется в сердцах 
тех, кто его знал, учился у него, работал с ним. 
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ÇÇÖÑÖçàÖ 

Пособие написано в соответствии с требованиями государственных 
образовательных стандартов третьего поколения по экономическим и 
менеджеральным направлениям и специальностям, разработанных 
Научно-методическим советом по математике Министерства образо-
вания и науки Российской Федерации от 24 февраля 2009 г. № 142. 

Появление данного пособия продиктовано желанием создать курс 
математики, в котором материал был бы изложен на довольно стро-
гом уровне и в то же время понятен широкому кругу читателей (сту-
дентов). Это предъявляет жесткие требования к отбору материала. 
Включены основополагающие результаты классической математики. 

Кроме этого, задачами данного курса являются не только сообще-
ние известного запаса сведений, но и обучение их применению, раз-
витие у учащихся логического мышления и математической культу-
ры, необходимых для изучения математики, математической интуи-
ции, наконец, идейная подготовка студента к изучению других мате-
матических дисциплин. 

Поскольку пособие рассчитано на студентов, которые в дальней-
шем будут применять математику к решению конкретных задач, то 
при освещении ряда вопросов обращено внимание на выработку у чи-
тателя точки зрения и психологии специалиста, интересующегося 
лишь использованием математических методов в прикладных вопро-
сах. 

Запас сведений мы старались делать по возможности минималь-
ным. Он состоит из изложения лишь тех фактов, которые рассматри-
ваются обычно на лекциях. Опыт показывает, что такой прием позво-
ляет максимально помочь учащемуся овладеть различными матема-
тическими методами, сделать их простыми и естественными, научить 
свободно их применять. 

Практика упражнений и решения задач при методах, которые мы 
рекомендовали, постепенно приводит к знанию ходовых формул и 
правил, затем к оценке этих правил, немного позже — к пониманию 
определений, правил и формул. В математике мало того, что заучива-
ется наизусть, все, что познается таким способом, в действительности 
является следствием длительной практики. Что же касается основных 
понятий и теорем, то невозможно знание их отдельно друг от друга. 
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Например, понятие непрерывности будет постепенно приводить к 
накоплению новых понятий и теорем и почти автоматически вызы-
вать в уме различные виды непрерывных функций, затем общие поня-
тия, и, наконец, исходное понятие предела. Такой путь приводит сту-
дента к самостоятельному воспроизведению логической цепи курса, 
как бы создавая творческий процесс. 

Некоторые понятия могут быть усвоены после неоднократного 
прочтения и многих часов обдумывания, но это естественное явление. 
Постоянное же умственное усилие при решении упражнений и задач 
и теоретическом размышлении, медленно, но с постепенным нараста-
нием ведет на путь синтетический, который и является целью всякого 
формирования интеллекта. 

С этой целью в учебном пособии много места отводится разбору 
решения задач (примеров) на основе рассмотренных общих методов. 
Имеется много упражнений, которые позволяют лучше усвоить пред-
ложенный материал, по существу разобраться в его содержании, про-
контролировать понимание, развить математическую культуру мыш-
ления, научить применять математический аппарат к решению про-
стейших задач. 

В упражнениях формулируются факты, которые могут быть легко 
доказаны методами, разобранными в курсе, причем эти факты иногда 
используются в дальнейшем. К упражнениям отнесены такие задания, 
которые посильны каждому учащемуся. Рекомендуется делать все 
упражнения, представленные в курсе. Если какое-либо из них вызы-
вает затруднение, это означает, что соответствующая часть курса ус-
воена не очень хорошо, и, быть может, целесообразно вернуться на-
зад. Имеется определенное количество чисто технических упражне-
ний, без которых нельзя овладеть математическими методами (на 
технику дифференцирования, интегрирования и т. д.). 

Учебное пособие состоит из предисловия, введения, восьми глав и 
заключения, написано таким образом, чтобы читатель (студент) имел 
возможность не только самостоятельно изучать предложенный курс, 
но и контролировать процесс обучения.  

В начале каждой главы сформулированы цели, которые должны 
быть достигнуты читателем в процессе обучения. Каждая глава за-
канчивается кратким резюме. В конце пособия («Задания для контро-
ля») находятся вопросы и упражнения для самостоятельного решения 
и тесты для самопроверки. 
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Рекомендуем (еще раз!) читателю выполнить все предложенные 
упражнения, при этом правилом должна стать старинная пословица: 
«Если сначала нет успеха, то попытайтесь еще и еще». В пособии 
приведены ответы на все упражнения и тесты. 

Только после того, как выполнены все (или большая часть) упраж-
нений, нужно попытаться пройти тест для самоконтроля (уложившись 
в один академический час). 

Тест считается пройденным, если читатель правильно решил (вы-
полнил) не менее четырех из пяти заданий. Если цель не достигнута, 
то всю процедуру следует повторить. 
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Включены теоретические занятия (лекции), практические занятия, 
самостоятельная работа, а также контрольные и проверочные меро-
приятия. При этом календарно-тематический и тематический планы 
представлены следующим образом:  

26 часов отводится на лекционные занятия; 
26 часов — практические занятия; 
301 час — самостоятельная работа; 
7 часов — индивидуальные занятия; 
2 часа — экзаменационная работа; 
2 часа отведены на контрольную работу. 
Длительность курса составляет два учебных семестра. Ниже при-

ведено структурирование материала на 35 частей, соответствующих 
18 занятиям, составляющим первый семестр, и 17 занятиям, состав-
ляющим второй семестр. Для каждого из семестров представлена таб-
лица, в которой написаны часы, отведенные на то или иное занятие.  

Первый учебный семестр 

В данном семестре изучаются следующие разделы: 
• Предел функции и непрерывность. 
• Дифференциальное исчисление функций. 
• Неопределенный и определенный интегралы. 
• Линейная алгебра и аналитическая геометрия. 
 

Занятие  Краткое содержание занятия 
Номер занятия 1 Множества. Способы задания множеств. Опе-

рации над множествами. Общее понятие 
функции. Основные определения. Множество 
вещественных чисел. Аксиома непрерывности. 
Классификация вещественных чисел 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч – 

Самостоятельные занятия, ч 9 Основное модульное неравенство. Окрестно-
сти и полуокрестности. Предельные точки. 
Открытые и замкнутые множества 
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Занятие  Краткое содержание занятия 
Номер занятия 2 Грани числовых множеств. Теорема о точной 

верхней грани. Лемма Гейне–Бореля–Лебега  
о покрытиях 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч – 
Самостоятельные занятия, ч 9 
Номер занятия 3 Понятие числовой функции. Способы задания 

числовых функций. Грани функций. Четные, 
нечетные, периодические, монотонные функ-
ции. Классификация элементарных функций 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 
Номер занятия 4 Понятие числовой последовательности. Ана-

литическое и геометрическое описание преде-
ла. Сходящиеся и расходящиеся последова-
тельности. Единственность предела. Ограни-
ченность сходящейся последовательности. 
Свойство устойчивости. Предел стационарной 
последовательности. Предельный переход в 
неравенствах. Свойство линейности. Предель-
ный переход в произведении и частном 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 5 Предел неубывающей последовательности. 
Число e. Понятие подпоследовательности. 
Теорема о пределе промежуточной последова-
тельности. Принцип Кантора о вложенных от-
резках. Принцип Больцано–Вейерштрасса о 
сходящейся подпоследовательности. Фунда-
ментальные последовательности и критерий 
Коши. Замечательные (важнейшие) пределы. 
Сравнение последовательностей и важнейшие 
примеры. Таблица эквивалентных последова-
тельностей 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 6 Предел числовой функции. Основные свойства 
функций, имеющих предел. Свойство устой-
чивости. Теорема о пределе промежуточной 
функции. Односторонние пределы функции.  
О бесконечных пределах функции. Сравнение 
функций. О-символика. Критерий эквивалент-
ности. Непрерывные функции. Свойства  
непрерывных функций. Точки разрыва и их 
классификация. Свойства непрерывных функ-
ций на отрезке. Теорема Вейерштрасса.  
Теоремы Больцано–Коши 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 
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Занятие  Краткое содержание занятия 
Номер занятия 7 Производная. Основные определения. Геомет-

рический смысл производной. Вычисление 
производных основных элементарных функ-
ций. Производная обратной функции. Таблица 
производных. Дифференцируемость и непре-
рывность. Простейшие правила вычисления 
производных. Дифференцирование сложной 
функции (композиции функций) 

Лекционные занятия, ч – 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 8 Дифференциал. Инвариантность формы диф-
ференциала. Производные и дифференциалы 
высших порядков. Формула Лейбница. Заме-
чание о дифференциале высших порядков. Ос-
новные теоремы дифференциального исчисле-
ния 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч – 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 9 Необходимое условие локального экстремума 
(теорема Ферма). Теорема Ролля. Теорема Ко-
ши. Раскрытие неопределенности по правилу 
Бернулли–Лопиталя. Другие виды неопреде-
ленности. Формула Тейлора. Формула Тейлора
с остаточным членом в форме Пеано. Оста-
точный член формулы Тейлора в форме Ла-
гранжа. Приложения формулы Тейлора. 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч – 
Самостоятельные занятия, ч 8 

Номер занятия 10 Исследование функций с помощью производ-
ных. Возрастание и убывание функции. Доста-
точные условия существования экстремума. 
Исследование функции на выпуклость и во-
гнутость. Точки перегиба функции. Асимпто-
ты графика функции. Общая схема исследова-
ния функции 

Лекционные занятия, ч – 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 

Номер занятия 11 Первообразная. Неопределенный интеграл. 
Таблица основных интегралов. Основные  
правила интегрирования. Метод подстановки 
в неопределенном интеграле 

Лекционные занятия, ч 0,5

Практические занятия, ч 1 

Самостоятельные занятия, ч 8 

Номер занятия 12 Метод интегрирования по частям. Возвратные 
интегралы. Интегрирование квадратных ирра-
циональностей. Интегрирование рациональ-
ных функций. Основные теоремы алгебры. 
Метод Остроградского 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 
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Занятие  Краткое содержание занятия 
Номер занятия 13 Определенный интеграл. Теорема о среднем. 

Основная теорема анализа. Площадь плоской 
области 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 
Номер занятия 14 Длина дуги кривой. Объем тела вращения. 

Площадь поверхности вращения. Несобствен-
ные интегралы 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 
Номер занятия 15 Линейные пространства. Определение и при-

меры линейных пространств. Подпространст-
ва. Линейная зависимость. Базис, размерность 
пространства. Матрица. Определитель. Мино-
ры и алгебраические дополнения. Теорема Ла-
пласа. Действия над матрицами. Нахождение 
обратной матрицы 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 

Номер занятия 16 Системы однородных уравнений. Метод Гаус-
са для однородных уравнений. Понятие ранга 
матрицы. Теорема Кронекера–Капелли. Метод 
Крамера. Метод обратной матрицы. Собствен-
ные значения и собственные векторы 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 
Номер занятия 17 Векторы. Линейные операции над векторами. 

Базис. Разложение вектора по базису. Радиус-
вектор точки. Деление отрезка в заданном от-
ношении. Скалярное произведение векторов. 
Векторное произведение двух векторов. Сме-
шанное произведение трех векторов 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч – 
Самостоятельные занятия, ч 8 

Номер занятия 18 Различные способы записи уравнения прямой 
на плоскости. Взаимное расположение двух 
прямых на плоскости. Угол между двумя пря-
мыми. Условия параллельности и перпендику-
лярности двух прямых. Различные виды урав-
нений плоскости. Прямая линия в пространст-
ве. Угол между прямыми в пространстве.  
Условия параллельности и перпендикулярно-
сти прямой и плоскости. Пучок плоскостей. 
Линии второго порядка 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 
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Второй учебный семестр 
В данном семестре изучаются следующие разделы: 
• Функции многих переменных. 
• Обыкновенные дифференциальные уравнения. 
• Ряды. 
 

Занятие  Краткое содержание занятия 
Номер занятия 1 Пространства nR . Теорема Больцано–Вейер-

штрасса. Функции нескольких переменных. 
Частные производные функции нескольких 
переменных. Частная производная первого  
и второго порядка 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч – 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 2 Дифференцируемость функций нескольких 
переменных. Полный дифференциал. Необхо-
димое условие дифференцируемости. Доста-
точное условие дифференцируемости. Диффе-
ренцирование сложной функции. Дифферен-
циалы высших порядков 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 3 
Выпуклость функций нескольких переменных. 
Выпуклое множество. Свойства выпуклых 
функций. Непрерывность выпуклых функций. 
Критерий выпуклости функций 

Лекционные занятия, ч 0,5

Практические занятия, ч – 

Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 4 

Матрица Гессе. Критерий Сильвестра. Произ-
водная функции по направлению. Градиент 

Лекционные занятия, ч 0,5

Практические занятия, ч 1 

Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 5 
Экстремумы функции нескольких перемен-
ных. Необходимое условие экстремума. Дос-
таточное условие строгого экстремума. Фор-
мула Тейлора для функции двух переменных 

Лекционные занятия, ч 0,5

Практические занятия, ч – 

Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 6 Условный экстремум функции нескольких пе-
ременных. Наибольшее и наименьшее значе-
ние функции (глобальный экстремум). Метод 
множителей Лагранжа 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 
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Занятие  Краткое содержание занятия 
Номер занятия 7 Дифференциальное уравнение. Интегральная 

кривая дифференциального уравнения. Част-
ное решение. Задача Коши. Теорема Коши. 
Особое решение ОДУ 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 
Номер занятия 8 Дифференциальные уравнения с разделяющи-

мися переменными. Однородные и квазиодно-
родные уравнения. Линейные дифференциаль-
ные уравнения первого порядка. Метод Ла-
гранжа. Уравнение Риккати. Дифференциаль-
ные уравнения в полных дифференциалах. 
Уравнение Лагранжа. Уравнение Клеро 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 9 Дифференциальные уравнения высших поряд-
ков. Теорема существования и единственности 
решения задачи Коши. Уравнения, допускаю-
щие понижения порядка. Линейные диффе-
ренциальные уравнения высших порядков 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 10 Линейные однородные уравнения. Определи-
тель Вронского. Линейные однородные диф-
ференциальные уравнения с постоянными ко-
эффициентами. Характеристическое уравне-
ние 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Номер занятия 11 Линейные неоднородные дифференциальные 
уравнения. Метод вариации произвольных по-
стоянных. Метод неопределенных коэффици-
ентов 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 
Номер занятия 12

Уравнение Эйлера. Системы линейных диф-
ференциальных уравнений. Нормальная сис-
тема дифференциальных уравнений 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч – 
Самостоятельные занятия, ч 8 
Номер занятия 13 Числовой ряд. Частичная сумма числового ря-

да. Сумма числового ряда. Необходимый при-
знак сходимости ряда. Простейшие свойства 
числовых рядов. Ряды с неотрицательными 
членами. Интегральный признак Коши. При-
знак сравнения. Предельный признак сравне-
ния 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 
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Занятие  Краткое содержание занятия 
Номер занятия 14 Признак Д’Аламбера. Признак Коши. Знако-

чередующиеся ряды. Признак Лейбница. Зна-
копеременные ряды. Абсолютная сходимость 
ряда 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 
Номер занятия 15 Функциональные ряды. Область сходимости 

функционального ряда. Равномерная сходи-
мость функциональных рядов. Признак Вей-
ерштрасса. Степенные ряды. Теорема Абеля. 
Радиус сходимости степенного ряда. Свойства 
степенных рядов 

Лекционные занятия, ч 1 
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 8 

Номер занятия 16 Ряды Тейлора. Остаточный член в форме Ла-
гранжа. Разложение элементарных функций в 
ряд Маклорена. Методы разложения функций 
в ряд Маклорена. Правила умножения рядов 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 
Номер занятия 17

Приложения степенных рядов. Применение 
рядов к раскрытию неопределенностей. Нахо-
ждение сумм числовых рядов 

Лекционные занятия, ч 0,5
Практические занятия, ч 1 
Самостоятельные занятия, ч 9 

Критерии успешности обучения 

Количественная итоговая оценка как в первом, так и во втором се-
местре определяется суммарным количеством баллов, полученных за 
домашнюю контрольную работу и итоговое тестирование. При этом 
максимальное количество баллов составляет 30 за контрольную рабо-
ту и 70 — за тестирование. Общая сумма составляет 100 баллов. 

Студент считается успевающим, если контрольная работа выпол-
нена им не менее, чем на 20 баллов, а тестирование — не менее, чем 
на 30 баллов.  

Неуспевающие студенты проходят контрольные мероприятия по-
вторно в соответствии с Уставом учебного заведения. 

Качественная итоговая оценка выражается через количественную 
следующим образом: 

 

Сумма баллов 0-59 60-70 71-92 92-100 
Оценка неудовл. удовл. хорошо отлично 



— 21 — 

íÖéêÖíàóÖëäàÖ åÄíÖêàÄãõ 

 

ÉÎ‡‚‡ 1. ÇÇÖÑÖçàÖ Ç ÄçÄãàá 

Математический анализ не менее всеобъемлющий, чем сама природа;  
он определяет все ощутимые взаимосвязи, измеряет времена,  

пространства, силы, температуры. 
Ж. Фурье 

Цели и задачи 
Сформировать представление о множествах и отображениях, свой-

ствах действительных чисел. 
Знать понятие точных граней множеств, основные свойства отрезка 

(лемму о покрытиях) и элементарных функций. 
Уметь находить точные грани множеств и функций, решать функ-

циональные неравенства, находить области определения и области 
значений функций. 

§ 1. éÅôàÖ ëÇÖÑÖçàü é åçéÜÖëíÇÄï 

Множества. Способы задания множеств 

Понятие множества считается первоначальным и неопределяе-
мым. Под множеством понимают совокупность определенных и от-
личных друг от друга объектов, объединенных общим характерным 
признаком в единое целое. В математике вместо «множество» часто 
говорят «система», «класс», «семейство», «совокупность». 

Объекты или предметы, из которых состоит множество, называют 
элементами множества. 

Множества обычно обозначают большими буквами (A, B, C, ∑,  
Ω , …), а их элементы — малыми (a, b, c, σ , ω , …). Если элемент a 
принадлежит множеству A , то пишут Aa∈ ; если a не принадлежит 
множеству A , пишут Aa∉ . 

Множество задается или перечислением его элементов, или указа-
нием характеристики свойств элементов.  

Если множество A  состоит из элементов (a, b, c, d), то пишут  
A = {a, b, c, d}. 
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Если множество A  задается указанием характерного свойства )(xP  
его элементов, это записывается так: )}(:{ xPxA=  (читается « A  есть 
множество таких x , что выполнено )(xP »). 

Множество, не содержащее ни одного элемента, называют пустым 
и обозначают символом ∅ . 

Включение и равенство множеств 

Множество A  называется подмножеством множества B, если ка-
ждый элемент множества A  является элементом множества B. При 
этом множество B  называется надмножеством множества A . 

Если A  — подмножество множества B, то пишут BA⊂  (читается 
«множество A  является подмножеством множества В», « A  содер-
жится в В»). 

Принимается, что пустое множество является подмножеством лю-
бого множества. 

Если выполнены оба включения BA⊂  и AB ⊂ , то множества A  и 
B  состоят из одних и тех же элементов и называются равными, что 
обозначается символом BA = . 

Операции над множествами 

Объединением множеств A  и B  называется множество BA∪ , со-
держащее те и только те элементы, которые принадлежат хотя бы од-
ному из множеств A  или B. 

Геометрически объединение множеств интерпретируется с помо-
щью диаграмм Эйлера–Венна. На этих диаграммах множества изо-
бражаются в виде кругов, треугольников или геометрических фигур 
произвольной формы. Геометрическая интерпретация объединения 
множеств A  и B  дана на рис. 1.1. 

Операция объединения множеств удовлетворяет коммутативному и 
ассоциативному законам: 

ABBA ∪=∪ ; CBACBA ∪∪=∪∪ )()( . 
Очевидно, что AAA =∪  и AA =∅∪ . 
Пересечением множеств A  и B  называется множество BA∩ , со-

стоящее из всех тех и только тех элементов, каждый из которых при-
надлежит обоим множествам одновременно. 
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Геометрическая интерпретация пересечения множеств дана на 
рис. 1.2. 

Так же, как и операция объединения, операция пересечения подчи-
няется коммутативному и ассоциативному законам: 

ABBA ∩=∩ ; CBACBA ∩∩=∩∩ )()( . 
Очевидно, что AAA =∩  и ∅=∅∩A . 
Операции объединения и пересечения взаимно подчиняются дист-

рибутивным законам:  
)()()( CABACBA ∩∪∩=∪∩ ; )()()( CABACBA ∪∩∪=∩∪ . 

 
 
 
 
 
 
Разностью двух множеств A  и B  называется множество BA \ , со-

стоящее из всех тех и только тех элементов, которые принадлежат A, 
но не принадлежат B . 

Геометрическая интерпретация разности двух множеств дана на 
рис. 1.3. 

Очевидно, что UAA =∪ , ∅=∩ AA , U=∅ , ∅=U , BABA ∩=\ . 
Геометрическая интерпретация дополнения дана на рис. 1.4. 
 

  
Рис. 1.3 Рис. 1.4 

 
Часто все рассматриваемые множества являются подмножествами 

некоторого фиксированного множества, которое называют в этом 
случае универсальным (например, при изучении функций действи-
тельной переменной за универсальное можно принять множество 
всех действительных чисел). Обозначим универсальное множество 
буквой U . 

A
U  

 

A B

 

Рис. 1.1 

A
B A B

Рис. 1.2
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Дополнением множества A  до универсального множества U  назы-
вается множество AUA \= . 

Операции объединения и пересечения могут быть определены не 
только для двух множеств, но и для произвольного их семейства. 
Объединением семейства множеств IppA ∈}{  называется совокуп-

ность p
Ip
A

∈
∪  элементов, принадлежащих хотя бы одному множеству 

pA  из данного семейства. 
Пересечением семейства множеств IppA ∈}{  называется совокуп-

ность p
Ip
A

∈
∩  элементов, одновременно принадлежащих всем множест-

вам IpAp ∈,  данного семейства. 
Введем также операцию декартова произведения двух произволь-

ных множеств A  и B . 
Пара элементов );( yx , Ax∈ , By∈ , называется упорядоченной, ес-

ли указан порядок записи элементов x  и y . При этом считается, что 
),();( 2211 yxyx =  тогда и только тогда, когда 21 xx = , 21 yy = . Элементы 

упорядоченной пары );( yx  называются координатами этой пары  
( x  — первая координата, y  — вторая). 
Декартовым произведением двух множеств A  и B  называется 

множество BA× , состоящее из всевозможных упорядоченных пар 
);( yx , Ax∈ , By∈ . 

Пример 1. }3,2,1{=A , }4,3{=B  
   (3;4)}(3;3),(2;4),(2;3),(1;4),{(1;3),=×BA  
   (4;3)}(4;2),(4;1),(3;3),(3;2),{(3;1),=×AB . 
Сравнивая BA×  и AB× , видим, что в общем случае ABBA ×≠× . 

Общее понятие функции. Основные определения 
Пусть Х, Y  — произвольные множества и f  — закон (правило), по 

которому каждому элементу Xx∈  ставится в соответствие единст-
венный элемент Yxfy ∈= )( . Тогда говорят, что задано отображение 
f  множества X  в множество Y , или функция f с областью опреде-
ления X  и областью значений Y . Отображение f  множества X  в Y  
обозначают YXf →: . 

Элемент Yxfy ∈= )(  называется образом элемента Xx∈ . 
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Совокупность образов всех элементов Ax∈  некоторого подмноже-
ства XA ⊂ называют образом множества A  и обозначают )(Af : 

YAxxfAf ⊂∈= }:)({)( . 
Совокупность всех тех элементов Xx∈ , образы которых лежат в 

заданном подмножестве YB ⊂ , называют полным прообразом множе-
ства B  и обозначают )(1 Bf − : 

XBxfXxBf ⊂∈∈=− })(:{)(1 . 
Пусть YXf →:  и ZYg →:  — две функции. Тогда можно образо-

вать новую функцию ZXh →: , определяемую равенством 
))(()( xfgxh = , которая называется сложной функцией, или компози-

цией функций f  и g , и обозначается также fgh D= . 
Отображение f  называется разнозначным, или инъекцией, если 

различным элементам множества X  соответствуют различные эле-
менты множества Y , т. е. из условия 21 xx ≠  следует )()( 21 xfxf ≠ . 

Отображение f  называется отображением X  на Y , или сюръек-
цией, если для любого элемента Yy∈  найдется хотя бы один элемент 

Xx∈  такой, что )(xfy = . Другими словами, образ YXf =)( . 
Отображение f  называется взаимно однозначным, или биекцией, 

если каждый элемент Yy∈  является образом ровно одного элемента 
Xx∈ . Другими словами, отображение f  одновременно является и 

инъекцией и сюръекцией. 
Если отображение YXf →:  есть взаимно однозначное соответст-

вие между элементами множеств X  и Y , то можно говорить об об-
ратном отображении. 

Отображение XYf →− :1  называют обратным к отображению 
YXf →: , если элементу Yy∈  ставится в соответствие тот элемент 

Xx∈ , образом которого при отображении f  является y . 
Таким образом, равенство )(1 yfx −=  равносильно равенству 

)(xfy = . 
Если 1−f  — отображение, обратное к f , то f  — обратное к 1−f , 

поэтому их называют взаимно обратными отображениями. 
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A Bс

Рис. 1.5

§ 2. åçéÜÖëíÇé ÇÖôÖëíÇÖççõï óàëÖã 

Аксиома непрерывности 

Из школьного курса математики нам известны интуитивные поня-
тия о множестве вещественных чисел R , арифметических операций 
над ними и правилах сравнения. 

В дополнение к этим интуитивным представлениям для строгого 
построения математического анализа нам будет необходима следую-
щая аксиома. 
Аксиома полноты (непрерывности). Если RBA ⊂,  — непустые 

числовые множества и ba ≤  для всех Aa∈  и Bb∈ , то существует 
число Rc∈  такое, что bca ≤≤  для всех чисел Aa∈ , Bb∈ . 
Кратко: если BA ≤ , то существует число c  такое, что BcA ≤≤ . 
Геометрическая иллюстрация к этой аксиоме дана на рис. 1.5. 
 
 
 
 

Классификация вещественных чисел 

Во множестве R  вещественных чисел выделяют четыре подмноже-
ства: 

N  — натуральные числа, 
Z  — целые числа, 
Q  — рациональные числа, 
I  — иррациональные числа. 
Натуральные числа определяются по индукции, отправляясь от 

числа 1, при помощи операции сложения по правилу: 
1, 2=1+1, 3=2+1, 4=4+1,  …  1)1( +−= nn ,  … 
Целые числа — натуральные числа, им противоположные и число 0. 
Рациональные числа — это всевозможные дроби вида nm , где  

m  — целое, а n  — натуральное число. 
Иррациональные числа — это все остальные вещественные числа, 

т. е. числа, не являющиеся рациональными. 
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Таким образом, всякое вещественное число является либо рацио-
нальным, либо иррациональным IQR ∪= . При этом множество ра-
циональных чисел содержит в качестве своего подмножества множе-
ство целых чисел, которое, в свою очередь, содержит в себе все нату-
ральные числа NZQ ⊃⊃ . 

Модуль вещественного числа 
Абсолютной величиной, или модулем вещественного числа x , на-

зывают число  
},max{|| xxx −= . 

Модуль обладает следующими свойствами: 

1) 
⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
0  ,

0  ,
||

xx
xx

x
; 

2) |||| xx =− , |||||| yxxy ⋅= , ||
||

y
x

y
x
= , 0≠y ; 

3) ε<− || ax  тогда и только тогда, когда εε +<<− axa . 
Теорема 1 (основное модульное неравенство). Для любых веще-

ственных чисел x , y  справедливы неравенства 
.x y x y x y− ≤ ± ≤ +  

Доказательство. Обоснуем правую часть, предоставив обоснова-
ние левой части читателю. 

Поскольку y y± = , а )( yxyx ±+=± , то достаточно рассмотреть 
случай, когда вместо ±  стоит + . Из определения модуля следуют не-
равенства 

 
, ,

, ,

x х х х

у у у у

≤ − ≤

≤ − ≤
 

сложив которые получим yx ≤+  |||| yx +  и yx ≤−−  |||| yx + . Следова-
тельно, 

)}(,max{|| yxyxyx ≤+−+=+  |||| yx + . 

Числовая прямая 

Рассмотрим прямую l , на которой зададим порядок точек, считая, 
что yx < , если точка x  лежит левее точки y  (рис. 1.6). 
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Произвольно зафиксируем две точки — 0 и 1, 10< . Отрезок 01  бу-

дем считать масштабным с длиной 1. 
Прямая l  с выбранным на ней порядком точек и масштабным от-

резком называется числовой, поскольку между ее точками и вещест-
венными числами имеется естественное взаимно однозначное соот-
ветствие. 

Натуральные числа n будем изображать, откладывая вправо от точ-
ки 0 масштабный отрезок n раз. 

Числа 1
n  изобразим, разделив масштабный отрезок на n равных 

частей. 

Дроби m
n , 0>m  изобразим, откладывая отрезок 10 n  вправо от 0  

m раз. 
Рациональные числа изобразим как точки m

n  и симметричные им 
точки относительно 0. 

Оставшиеся точки — иррациональные числа. 
В дальнейшем мы будем широко пользоваться описанной геомет-

рической интерпретацией вещественных чисел. 

Числовые промежутки 

Рассматриваются два числа ba < . Промежутком с концами a  и b , 
обозначаемым символом >< ba, , называется одно из четырех мно-
жеств. 

 
отрезок (сегмент) интервал полуинтервал           (полусегмент) 

],[ ba  ),( ba  ],( ba  ),[ ba  

  
bxa ≤≤  bxa << bxa ≤< bxa <≤  

l  x y10  

Рис. 1.6
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Окрестности и полуокрестности 

Окрестностью точки 0x  называется любой интервал ),( ba ,  
содержащий точку 0x . Обозначаются окрестности символами 

),(),(),( 000 xBxVxU  … 
Для любого 0>ε  ε -окрестностью точки 0x  называется интервал 

),( 00 εε +− xx . Точка 0x  называется центром ε -окрестности, число  
ε  — ее радиусом. Обозначаются ε -окрестности символами 

),,(),,(),,( 000 εεε xBxVxU  … 
Также рассматриваются полуокрестности и ε -полуокрестности: 
• правые ),[ 0 bx  и, соответственно, ),[ 00 ε+xx ; 
• левые ],( 0xa , ],( 00 xx ε− . 
Проколотые окрестности и полуокрестности обозначаются 

),,(),( 00 εxUxU
DD

 … и получаются удалением из окрестностей самой 
точки 0x . 

Предельные точки. Открытые и замкнутые множества 

Пусть RA⊂  — произвольное множество вещественных чисел. 
Точка 0x  называется предельной, или точкой сгущения множества A , 
если для любого числа 0>ε  найдется точка Ax∈ , 0xx ≠ , такая, что 

ε<− || 0xx . То есть 0x  есть предельная точка множества A, если всякая 
окрестность этой точки содержит хотя бы одну точку множества A, 
отличную от 0x . 
Пример: 
Множество предельных точек интервала — отрезок с теми же кон-

цами. 
 
 
Множество RA⊂  называется открытым, если для любой точки 

Ax ∈0  найдется ее окрестность )( 0xU , целиком лежащая в A , 
AxU ⊂)( 0 . 

 открытое, но не замкнутое множество; 
 
замкнутое, но не открытое множество. 
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PxPU <−∞ :),(  MxMU >+∞ :),(  

Рис. 1.7

∞−  ∞+  

A  x  z

Множество называют замкнутым, если оно содержит все свои пре-
дельные точки. 

Расширенная числовая прямая 

Часто числовую прямую дополняют двумя идеальными точками 
∞−  (минус бесконечность) и ∞+  (плюс бесконечность), считая что 

для любого числа Rx∈  выполнены неравенства +∞<<∞− x . 
Числовая прямая, пополненная бесконечными точками, называется 

расширенной и обозначается R . 
За окрестности бесконечных точек принимаются множества 

}:{),( PxxPU <=−∞  и }:{),( MxxMU >=+∞ , где MP,  — произвольные 
числа. Геометрически эти окрестности изображены на рис. 1.7. 

 
 
 
 
 
 
Также вводится понятие бесконечности без знака ∞ . Ее окрестно-

стями считаются множества }|:|{),( KxxKU >=∞ , где число 0>K  (см. 
рис. 1.8). 

 
 
 
 

§ 3. ÇÄÜçÖâòàÖ íÖéêÖåõ  
é ÑÖâëíÇàíÖãúçõï óàëãÄï 

Грани числовых множеств 

Число z  называется верхней гранью множества A , если zA ≤ , т. е. 
для любой точки Ax∈  выполнено zx ≤ . 

 
 

0 

K−

Рис. 1.8
K
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A  
εx  

0z  
ε−0z  

Множество A  ограничено сверху, если оно имеет хотя бы одну 
верхнюю грань. В противном случае говорят о неограниченном свер-
ху множестве. 

Число 0z  называют точной верхней гранью множества A  и обозна-
чают Az sup0 =  (читается «супремум»), если 0z  — верхняя грань A  и 
для любой другой верхней грани z  выполнено zz ≤0 . 
Пример 2. }1 ,1{−=A  1sup =A  
Пример 3. } ... 3, 2, ,1{=N  сверху неограниченно, значит, sup не су-

ществует. 
Пример 4. ),( baA=  AbA ∉=sup  
Пример 5. ],[ baA=  AbA ∈=sup  
Замечания. 
1) Верхняя грань определяется неоднозначно. 
2) sup определяется однозначно. Действительно, если числа )1(

0z   
и )2(

0z  — точные верхние грани множества A, то они оба являются 
верхними гранями, следовательно, с одной стороны )2(

0
)1(

0 zz ≤ , и, с 
другой — )1(

0
)2(

0 zz ≤ , т. е. )2(
0

)1(
0 zz = . 

3) Нетрудно проверить, что равенство Az sup0 =  равносильно сово-
купности двух условий 

0zA ≤ . 
Для любого числа 0>ε  можно указать точку Ax ∈ε  такую, что 

εε −> 0zx . 
 
 
 
 
 
Аналогично определяются нижняя грань и точная нижняя грань 

множества. 
Число w  называется нижней гранью множества A , если Aw≤ , т. е. 

для любой точки Ax∈  выполнено xw ≤ . 
Множество A  ограничено снизу, если оно имеет хотя бы одну ниж-

нюю грань. Иначе говорят о неограниченном сверху множестве. 
Множество называется ограниченным, если оно ограничено и свер-

ху и снизу. Нетрудно проверить, что множество A  ограничено тогда 

-1 1 

a b 
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и только тогда, когда существует число 0>M  такое, что Mx ≤||  для 
всех точек Ax∈ . 

Число 0w  называют точной нижней гранью множества A  и обо-
значают Aw inf0 =  (читается «инфимум»), если 0w  — нижняя грань A  
и для любой другой нижней грани w  выполнено 0ww ≤ . 

Теорема о точной верхней грани 

Теорема 2. Всякое непустое ограниченное сверху множество A  
имеет точную верхнюю грань. 
Доказательство. Из условия теоремы и определения ограниченно-

сти сверху следует, что у множества A  существует по крайней мере 
одна верхняя грань. Обозначим через B  множество всех верхних гра-
ней множества A . По сказанному, оно не пусто ∅≠B . 

Из определения верхней грани вытекает BA ≤ , т. е. ba ≤  для всех 
точек Aa∈ , Bb∈ . 

По аксиоме непрерывности существует число c  такое, что BcA ≤≤ . 
Условие cA≤  означает, что c  — верхняя грань. Условие же Bc ≤ , 

учитывая состав множества B, означает, что Ac sup= . Теорема дока-
зана. 

Очевидно, что аналогичная теорема имеет место и для точной 
нижней грани. 
Соглашение. 
1) Если множество A  неограниченно сверху, то положим 

+∞=Asup . 
Если множество A  неограниченно снизу, то положим −∞=Ainf . 
2) Если AA∈sup , то будем также обозначать его Amax . 
Если AA∈inf , то будем также обозначать его Amin . 

Лемма о покрытиях 

Скажем, что произвольная система интервалов Pppp ∈=Σ )},{( βα  

покрывает некоторое множество A , если ∪
Pp

ppA
∈

⊂ ),( βα , т. е. для лю-

бой точки Ax∈  найдется интервал ),( pp βα , содержащий эту точку. 
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Следующее утверждение устанавливает важнейшее свойство сег-
мента — его компактность. 
Лемма Гейне–Бореля–Лебега о покрытиях. Из всякой системы 

интервалов Pppp ∈=Σ )},{( βα , покрывающей отрезок ],[ ba , можно 
выделить конечную подсистему интервалов Σ⊂Σ′ , также покры-
вающую данный отрезок ],[ ba . 
Доказательство. Обозначим через E  множество таких точек 

],( bax∈ , что отрезок ],[ xa  может быть покрыт конечной подсистемой 
интервалов из системы Σ . Поскольку точка a  покрыта некоторым 
интервалом системы Σ , то множество E  не пусто — в это множество 
входят все достаточно близкие к a  точки ],( bax∈ . Кроме того, оче-
видно, что множество E, целиком лежащее на отрезке ],[ ba , ограни-
чено сверху (например, числом b ). По теореме о точной верхней гра-
ни существует Ez sup= . 

Из определения точной верхней грани следуют неравенства 
bzEa ≤≤≤ , а значит, точка ],[ baz∈ . Интервал ),(

00 pp βα системы Σ , 
содержащий точку z , содержит некоторую точку Ex ∈0  (см. замеча-
ние 3 к определению точной верхней грани). Присоединяя к конечной 
подсистеме интервалов, покрывающей отрезок ],[ 0xa , интервал 

),(
00 pp βα , убеждаемся, что Ez∈ . Одновременно с этим убеждаемся, 

что необходимо bz = . В самом деле, если bz < , то, выбирая в интер-
вале ),(

00 pp βα  какую-либо точку ],[1 bax ∈ , zx >1 , видим, что Ex ∈1 , а 
это противоречит тому, что z  — точная верхняя грань E . 

Итак, Ez∈  и bz = , т. е. Eb∈ . Вспоминая определение множества 
E, делаем заключение о справедливости леммы. 

§ 4. óàëãéÇõÖ îìçäñàà 

Понятие числовой функции 

В § 1 было дано общее понятие функции или отображения множе-
ства X  во множество Y . В случае, когда X  и Y  подмножествами 
множества вещественных чисел RYX ⊂, , говорят о числовой функ-
ции. При этом для функции )(xfy =  принята следующая терминоло-
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гия: x  — независимая переменная или аргумент, y  — зависимая пе-
ременная. 
Графиком числовой функции )(xfy =  называется множество точек 

плоскости Гf )}(,:),{( xfyXxyx =∈=  (рис. 1.9). 

 
Рис. 1.9 

Способы задания числовых функций 

Аналитический — зависимость )(xfy =  задается либо формулой, 
либо неким аналитическим выражением. 
Примеры: 2xy = , xy 2sin= , 122 =+ yx , … 
Графический — функция )(xfy =  задается своим графиком Гf 

(рис. 1.9). 
Табличный — задание функции осуществляется табличным пере-

числением значений аргумента nxxx ,...,, 21  и соответствующих им 
значений функции nyyy ,...,, 21 . 

 

x x1 x2 … xn 
y y1 y2 … yn 

 
Программный — составлена компьютерная программа, реализую-

щая алгоритм вычисления значения функции )(xfy =  по заданному 
значению аргумента x  из некоторого множества X . 
Словесный — область определения X, область значений Y  и пра-

вило f  описаны словами. 
Примеры:  
1) функция Дирихле 

  ; 

2) функция «знак числа» 

 

⎩
⎨
⎧

=
 если ,0
  если    ,1

)(
 x
 x

xD
 

иррациональное число
рациональное число
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−
=
>

=
0,1

0,0
0,1

sgn
x

x
x

x
.
 

Грани функций 

Понятие граней числовой функции YXf →:  определяется исходя 
из множества ее значений )(Xf . 

Например, функция ограничена сверху, если таковым является 
множество )(Xf , т. е. существует число M  такое, что Mxf ≤)(  для 
всех точек Xx∈ . Геометрически это означает, что весь график функ-
ции f  лежит не выше прямой My= . 

Аналогично, точной верхней гранью функции f  на множестве X  
называется )(sup Xf , который обозначается также )(sup xf

Xx∈
. 

Четные, нечетные, периодические, монотонные функции 

Множество RX ⊂  называется симметричным относительно нуля, 
если из включения Xx∈  следует включение Xx∈− . 

Функция )(xf , заданная на симметричном относительно нуля 
множестве X , называется четной, если )()( xfxf =−  для любого Xx∈ . 
График четной функции симметричен относительно оси Oy. 

Функция )(xf , заданная на симметричном относительно нуля 
множестве X , называется нечетной, если )()( xfxf −=−  для любого 

Xx∈ . График нечетной функции симметричен относительно начала 
координат. 

 
 
 
 
 
 
Функция )(xf , заданная на множестве X , называется периодиче-

ской с периодом 0>T , если для любого Xx∈  также и XTx ∈± , при 
этом выполнено равенство )()( xfTxf =± . 

0 x 

y y=f(x) 

нечетная функция четная функция

0 x 

y y=f(x)
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Функция )(xf  возрастает (убывает) на множестве X , если для 
любых точек Xxx ∈21,  с условием 21 xx <  выполнено )()( 21 xfxf ≤   
( )()( 21 xfxf ≥ ). 

Возрастающая или убывающая функция называется монотонной. 

Элементарные функции 

Сначала выделяются основные элементарные функции. К ним от-
носятся: Сy = , αxy = , xay = , xy alog= , xy sin= , xy cos= , xy tg= , 

xy  сtg=  xy arcsin= , xy arccos= , xy arctg= , xy arcctg= . 
Элементарные функции образуются из них путем конечного числа 

арифметических действий и операции образования сложной функции. 

Классификация элементарных функций 

Элементарные функции подразделяются на следующие классы: 
• Многочлены (полиномы) — n

n xaxaaxP +++= ...)( 10 . 

• Рациональные функции — 
)(
)()(

xQ
xPxR = , где P  и Q  — многочлены.  

В частности, дробно-рациональные функции — 
dcx
baxxR

+
+

=)( . 

• Иррациональные функции — не являющиеся рациональными 
функции, получаемые из функций Сy =  и αxy =  (α  — рациональное 
число) путем конечного числа арифметических действий и операции 
образования сложной функции. 
• Трансцендентные функции — все остальные элементарные 

функции. 

íàèéÇõÖ áÄÑÄóà à ÄãÉéêàíåõ àï êÖòÖçàü  

Пример 6. Найти область определения функции lg siny
x
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Решение. Записываем ограничения на переменные. Во-первых, 
знаменатель не может обращаться в нуль, во-вторых, величина под 
логарифмом должна быть строго больше нуля. 
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0 0 0
1sin 0 (2 , 2 ), (2 , 2 1),

x x x

k k k Z k k k Z
x x x
π π π π π

≠ ≠ ≠⎧ ⎧ ⎧
⎪ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨

> ∈ + ∈ ∈ + ∈⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩
.  

Таким образом, 
, 0

1 1( ) { : (1, ) ( , )}
2 1 2k Z k

D y x x
k k∈ ≠

= ∈ +∞ ∪
+∪ . 

Пример 7. Найти область определения функции arccos(2sin )y x= . 
Решение. Аргумент арккосинуса должен быть по абсолютной 

величине меньше единицы. Таким образом, имеем ограничение: 
1 11 2sin 1 sin [ , ],
2 2 6 6

x x x k k k Zπ ππ π− ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤ ⇔ ∈ − + + ∈ .  

Окончательно, ответ: 
( ) [ , ]

6 6k Z

D y k kπ ππ π
∈

= − + +∪ . 

Пример 8. Найти sup A  и inf A , если 3{ : 100}A n Z n= ∈ < . 
Решение. Решая неравенство 3 100n < , заключаем, что 

3 100 4,64...n < =  Так как по условию число n  — целое, то получаем 
{4,3, 2,1,0, 1, 2, 3, 4,...}A = − − − − .  
Ответ: sup 4,   infA A= = −∞ . 

Пример 9. Найти предельные точки множества 1{( 1) : }nA n N
n

= − + ∈ . 

Решение. При четных 2n k=  точки множества A имеют вид 11
2k

+  и 

накапливаются к точке 1. При нечетных 2 1n k= +  имеют вид 11
2 1k

− +
+

 

и накапливаются к точке –1. Таким образом, множество A имеет две 
предельные точки: 1 и –1. 

êÖáûåÖ 

Рассмотрены множества и действия над ними, понятие точных гра-
ней множества, элементарные функции и их основные свойства. 
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ÉÎ‡‚‡ 2. èêÖÑÖã à çÖèêÖêõÇçéëíú 

Пристальное, глубокое изучение природы есть источник  
самых плодотворных открытий математики. 

Ж. Фурье 
Цели и задачи 
Сформировать представление о понятии предела последовательно-

стей и функций, непрерывных функциях и их свойствах. 
Знать свойства операции предельного перехода, замечательные 

пределы, теоремы о числовых последовательностях (теорема Больца-
но–Вейерштрасса, критерий Коши), теоремы о непрерывных функци-
ях (теорема Вейерштрасса, Больцано–Коши). 

Уметь вычислять пределы последовательностей и функций, нахо-
дить асимптоты, применять теоремы для исследования свойств функ-
ций. 

§ 1. èéçüíàÖ óàëãéÇéâ èéëãÖÑéÇÄíÖãúçéëíà 

Числовая последовательность — это числовая функция, 
определенная на множестве натуральных чисел N . 

Последовательность задана, если каждому натуральному числу n  
поставлено в соответствие некоторое число nx  — общий член после-
довательности. 

Последовательность записывается в строчку ,...,...,, 21 nxxx  либо ис-
пользуется краткая запись ∞

=1}{ nnx {xn} или (xn). 

Примеры: ,...)1(,...,
3
1,

2
1,1)1(

1 nn

n

n

n −
−−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

∞

=

 ; ,....2,2,2,2}2{ 1 =
∞
=n  

Поскольку последовательность — это частный случай функции, то 
здесь сохраняют силу все определения. Например последовательность 

}{ nx  не убывает, если ......21 ≤≤≤≤ nxxx ; ограничена сверху, если су-
ществует число M  такое, что Mxn ≤  для всех ,...3,2,1=n ; ограничена, 
если существует число 0>K  такое, что Kxn ≤||  для всех номеров n   
и т. д. Точная верхняя грань последовательности обозначается либо 

n
Nn

x
∈

sup , либо просто }sup{ nx . 
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§ 2. èêÖÑÖã óàëãéÇéâ èéëãÖÑéÇÄíÖãúçéëíà 

Аналитическое описание предела 

Число a  называется пределом числовой последовательности }{ nx , 
если для любого числа 0>ε  найдется число )(εNN =  такое, что для 
всех членов последовательности с номерами Nn >  выполнено нера-
венство ε<− || axn . 

Обозначения: nn
xa

∞→
= lim  (читается « a  равно предел nx  при n  стре-

мится к бесконечности); axn → , ∞→n  (читается nx  стремится к a  
при n  стремится к бесконечности). 

Пример 1. Покажем, что последовательность 
∞

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 11 nn
n

 имеет своим 

пределом число 1. 

Возьмем любое число 0>ε . Так как 
1

11
1

1
+

=−
+

=−
nn

nxn , то для 

отыскания значений n, удовлетворяющих неравенству ε<−1nx , дос-

таточно решить неравенство ε<
+1
1

n
. Получим 

ε
ε−

>
1n , следователь-

но, в качестве N  можно взять любое число, большее 
ε
ε−1 . Тогда не-

равенство ε<−1nx  будет выполняться при всех Nn > . Поскольку ε  
было выбрано произвольно, то этим доказано, что 1 есть предел по-

следовательности 
∞

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 11 nn
n

. 

Геометрическое описание предела 

Числовую последовательность }{ nx  будем рассматривать как по-
следовательность точек числовой прямой. Так как неравенство 

ε<− axn  равносильно неравенствам εε +<<− axa n , то определе-
ние предела допускает следующую геометрическую интерпретацию: 
точка a  будет пределом последовательности точек }{ nx , если для лю-
бой окрестности ),(),( εεε +−= aaaU  точки a  найдется такое число N, 
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что все точки последовательности }{ nx  с номерами Nn >  попадут в 
заданную окрестность. При этом за пределами окрестности ),( εaU  
может оказаться разве лишь конечное число членов последовательно-
сти.  

Если выбрать εε <′ , то окрестность ),(),( εε aUaU ⊂′ . Следователь-
но, в нее попадут точки последовательности, начиная с более высоко-
го номера. 

 
 
 
 
 

Сходящиеся и расходящиеся последовательности 

Если числовая последовательность }{ nx  имеет предел, то она назы-
вается сходящейся, в противном случае — расходящейся. 

Пример 2. ,...
8
1,

4
1,

2
1

 Здесь nnx
2
1

= . Проверим, что последователь-

ность }{ nx  сходится и 0
2
1lim =

∞→ nn
. Для этого, выбирая произвольное 

число 0>ε , мы должны указать число N  такое, что для всех Nn >  

выполнено ε<− |0
2
1| n . Нетрудно увидеть, что подойдет ε

1log2=N . 

Действительно, неравенство ε
1log2>n  равносильно условию ε<n2

1
. 

Отметим, что число )(εN  определено не однозначно. Например, по-

дойдет 31log2 +=
ε

N . 

Пример 3. nn
nx

2
sin

= . Поскольку nnx
2
1|| ≤ , то последовательность 

}{ nx  сходится и 0lim =
∞→ nn

x . При этом в качестве N  можно выбрать то 
же значение, что и в примере 1. 
Пример 4. n

nx )1(−= . Последовательность имеет вид –1, 1, –1, 1,  
–1, 1, … Она расходится, т. к. любая точка Ra∈  имеет окрестность, 
за пределами которой лежит бесконечно много членов данной после-
довательности. 

)(, εNnx n >  2x 3x4x 1x

a a-ε a+ε 
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a b 

U(a,ε) V(b,ε) 

Бесконечные пределы последовательности 

Пополнение числовой прямой бесконечными точками ∞+ , ∞−  и 
∞  позволяет несколько расширить понятие предела, приписав неко-
торым расходящимся последовательностям бесконечный предел. Это 
возможно в следующих трех случаях. 

1) +∞=
∞→ nn

xlim , если для любого числа M  найдется число N  такое, 
что для всех номеров Nn >  выполнено неравенство Mxn > . 

Геометрически это означает, что «почти вся» (т. е. вся, за исключе-
нием конечного числа членов) последовательность }{ nx  лежит в лю-
бой наперед заданной окрестности ∞+ ; 

2) −∞=
∞→ nn

xlim , если для любого числа P  найдется число N  такое, 
что для всех номеров Nn >  выполнено неравенство Pxn < ; 

3) ∞=
∞→ nn

xlim , если +∞=
∞→

||lim nn
x . 

Последовательность с бесконечным пределом называют бесконеч-
но большой, а последовательность с нулевым пределом — бесконечно 
малой.  
Теорема 1. Последовательность }{ nx  с отличными от нуля члена-

ми является бесконечно большой тогда и только тогда, когда после-
довательность }1{ nx  является бесконечно малой. 

Доказательство этой теоремы оставляем читателю. 

§ 3. éëçéÇçõÖ ëÇéâëíÇÄ éèÖêÄñàà  
èêÖÑÖãúçéÉé èÖêÖïéÑÄ 

Единственность предела 

Теорема 2. Сходящаяся последовательность имеет только один 
предел. 
Доказательство. От противного. Предположим, что сходящаяся 

последовательность }{ nx  имеет два различных предела axnn
=

∞→
lim  и 

bxnn
=

∞→
lim , ba ≠ . 
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Выберем число 0>ε  столь малым, чтобы ε -окрестности 
),(),( εεε +−= aaaU  и ),(),( εεε +−= bbbV  точек a  и b  не пересека-

лись. Для этого достаточно взять, например, 3|| ab −=ε . 
Согласно определению предела найдется число 1N  такое, что для 

всех номеров 1Nn >  выполнено ),( εaUxn ∈ , и число 2N  такое, что для 
всех номеров 2Nn >  выполнено ),( εbVxn ∈ . Обозначим

},max{ 21 NNN = . Тогда при Nn >  выполнены оба включения, следо-
вательно, ),(),( εε bVaUxn ∩∈ , а это противоречит условию ∅=∩VU . 

Полученное противоречие доказывает теорему. 

Предел конечно-измененной последовательности 
Теорема 3. Изменение значений у конечного числа членов последо-

вательности не влияет ни на ее свойство быть сходящейся или рас-
ходящейся, ни на величину ее предела. 
Доказательство. Пусть из последовательности 
(1) ,...,...,,,...,, 121 nkk xxxxx +  
путем изменения значений у первых k  членов получена последо-

вательность 
(2) ,...,...,,,...,, 121 nkk xxxxx +

∗∗∗ . 
Очевидно, что и наоборот, (1) может быть получена из (2) тем же 

способом. 
Пусть (1) сходится и axnn

=
∞→

lim , т. е. для любого 0>ε  найдется 1N  

такое, что для всех 1Nn >  выполнено ε<− axn  (*). Положим 
},max{ 1NkN = , тогда неравенство (*) выполнено и для всех Nn > . Но 

при таких n  члены обеих последовательностей совпадают, а значит и 
для (2) axnn

=
∞→

lim . 
Меняя местами (1) и (2), получим, что справедливо и обратное ут-

верждение. 

Ограниченность сходящейся последовательности 
Теорема 4. Если последовательность {xn} сходится, то она огра-

ничена. 
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Доказательство. Пусть axnn
=

∞→
lim . Выберем 10 =ε . Найдется нату-

ральное число N  такое, что для всех номеров Nn >  выполнено 
1<−axn . Отсюда по основному модульному неравенству получим 

1|||| <− axn , т. е. 1|||| +< axn . Обозначим }1||,,...,,max{ 21 += axxxK N . 
Тогда для всех ,...2,1=n  будет справедлива оценка Kxn ≤|| , что и оз-
начает ограниченность последовательности }{ nx . 

Свойство устойчивости 

Теорема 5. Пусть последовательность }{ nx  сходится, axnn
=

∞→
lim  и 

pa < . Тогда найдется число N  такое, что для всех номеров Nn >  
выполнено неравенство pxn < . 
Доказательство. Выберем число 0>ε  столь малым, чтобы было 

выполнено неравенство pa <+ε  (например, 2)( ap −=ε ). Тогда, т. к. 
axnn

=
∞→

lim , существует число N  такое, что при всех Nn >  выполнено 

неравенство paxa n <+<<− εε . Из подчеркнутого следует утвержде-
ние теоремы. 

Предел стационарной последовательности 

Теорема 6. Если cxn = , ,...2,1=n , то и cxnn
=

∞→
lim . 

Доказательство. Действительно для любого 0>ε  неравенство 
ε<−cxn  выполняется при всех ,...2,1=n  

Последовательность }{ nx  с constxn =  называется стационарной. 

Предел модуля 

Теорема 7. Если последовательность }{ nx  сходится и axnn
=

∞→
lim , 

то последовательность |}{| nx  тоже сходится и ||||lim axnn
=

∞→
. 

Для любого числа 0>ε  найдется число N  такое, что для всех но-
меров Nn >  выполнено ε<− axn . По основному модульному нера-
венству для таких n  будет выполнено также и неравенство 

ε<−≤− || |||| axax nn , которое доказывает теорему. 
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Предельный переход в неравенствах 

Теорема 8. Если последовательности }{ nx , }{ ny  сходятся и nn yx ≤ , 
то nnnn

yx
∞→∞→

≤ limlim . 

Доказательство. Пусть axnn
=

∞→
lim , bynn

=
∞→

lim . Зафиксируем произ-

вольное число 0>ε . Согласно определению предела, найдутся число 
1N  такое, что при всех 1Nn >  будет выполнено εε +<<− axa n , и 

число 2N  такое, что при всех 2Nn >  будет выполнено εε +<<− byb n . 
Положим },max{ 21 NNN = . Тогда при Nn >  будут выполнены оба 
неравенства, откуда последовательно получаем: 

εε +<≤<− byxa nn . 
Из подчеркнутого следует ε2<−ba . Так как ε  было выбрано про-

извольно, то это возможно, только если 0≤−ba , т. е. ba ≤ , что и тре-
бовалось доказать. 

Свойство линейности 

Теорема 9. Если последовательности }{ nx , }{ ny  сходятся и βα,  — 
любые числа, то последовательность }{ nn yx βα +  тоже сходится и  

nnnnnnn
yxyx

∞→∞→∞→
+=+ limlim)(lim βαβα . 

Доказательство. Если 0|||| =+ βα , то 0== βα  и утверждение 
теоремы тривиально. Поэтому считаем, что 0|||| >+ βα . 

Пусть axnn
=

∞→
lim , bynn

=
∞→

lim . Тогда для любого числа 0>ε  найдется 

число N  такое, что для всех номеров Nn >  выполнены неравенства 

|||| βα
ε
+

<− axn , |||| βα
ε
+

<−byn . При таких n  имеем 

<−⋅+−⋅≤−+−=+−+ |||||||||)()(||)()(| byaxbyaxbayx nnnnnn βαβαβαβα

ε
βα

εβ
βα

εα =
+

+
+

<
||||

||
||||

|| . 

Подчеркнутое и означает, что nnnnnnn
yxyx

∞→∞→∞→
+=+ limlim)(lim βαβα . 
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Предельный переход в произведении и частном 

Теорема 10. Если последовательности }{ nx , }{ ny  сходятся, то по-
следовательность }{ nn yx  тоже сходится и nnnnnnn

yxyx
∞→∞→∞→

= limlimlim . Ес-

ли дополнительно 0≠ny  и 0lim ≠
∞→ nn

y , то сходится и последователь-

ность 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

n

y
x

, причем 
n

n

n

n

y
x

y
x

lim
limlim = . 

Доказательство. Обозначим axnn
=

∞→
lim , bynn

=
∞→

lim , 0≠b . Докажем 

сначала, что abyx nnn
=

∞→
lim . Заметим, что 

=−+−≤−+−=− abbxbxyxabbxbxyxabyx nnnnnnnnnn  
= axbbyx nnn −⋅+−⋅ . 

Последовательность }{ nx  сходится, поэтому она ограничена. Сле-
довательно, существует число 0>K  такое, что Kxn <|| , ,...2,1=n , и 

Kb <|| . Для любого числа 0>ε  найдется число N такое, что при 
Nn >  выполнены неравенства Kaxn 2|| ε<−  и Kbyn 2|| ε<− . Для 

таких номеров Nn >  имеем оценку 
εεε =⋅+⋅<−⋅+−⋅≤− KKKKaxbbyKabyx nnnn 22|||||||| , 

которая и доказывает наше утверждение. 

Теперь докажем равенство 
n

n

n

n

y
x

y
x

lim
limlim = . Для этого заметим, что 

=
⋅

−+−
≤

−+−
=

−
=−

||||
||||

by
ayababbx

by
ayababbx

by
aybx

b
a

y
x

n

nn

n

nn

n

nn

n

n  

||
||
||

||
1||

||
1 by

b
a

y
ax

y n
n

n
n

−⋅⋅+−⋅= . 

Покажем, что числовая последовательность 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ny
1

 ограничена. Дей-

ствительно, из условия bynn
=

∞→
lim  следует 0||||lim >=

∞→
bynn

. По свойству 

устойчивости найдется натуральное число N  такое, что для всех но-

меров Nn >  выполнено неравенство || yn
 2

|| b
> , равносильное неравен-
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ству ||
2

||
1

byn

< . Обозначив }
||

2,
||

1,...,
||

1max{
1 byy

K
N

= , получим нужную 

нам оценку K
yn

≤
1

, справедливую для всех номеров ,...2,1=n  

Обозначим }
||
||,max{1 b

aKKK ⋅= . Для любого числа 0>ε  найдется 

число 1N  такое, что при 1Nn >  выполнены неравенства 
12|| Kaxn ε<−  и 12|| Kbyn ε<− . Для таких номеров 1Nn >  имеем 

оценку 

εεε =⋅+⋅<−⋅+−⋅=− 111111 22|||| KKKKbyKaxK
b
a

y
x

nn
n

n , 

которая и означает, что 
n

n

n

n

y
x

y
x

lim
limlim = . 

§ 4. èêÖÑÖã åéçéíéççéâ èéëãÖÑéÇÄíÖãúçéëíà 

Предел неубывающей последовательности 

Теорема 11. Если последовательность }{ nx  не убывает и ограни-
чена сверху, то она сходится и }sup{lim nnn

xx =
∞→

. 
Доказательство. По теореме о точной верхней грани определено 

число }sup{ nxa = . Согласно определению sup , для любого числа 0>ε  
найдется точка ε−> axn0

. Так как последовательность }{ nx  не убыва-
ет, то и для всех номеров 0nn >  будет выполнено ε−>≥ axx nn 0

. Оста-
ется заметить, что для всех членов последовательности выполнено 

ε+<≤ aaxn . Итак, при 0nn >  имеют место неравенства 
εε +<<− axa n , а это и означает, что axnn

=
∞→

lim . 

Число e 

Обозначим через nS  конечную сумму ∑
=

=++++=
n

k
n kn

S
0 !

1
!

1...
!2

1
!1

11 . 

Здесь nn ⋅⋅⋅= ...21!  (читается « n  факториал»). Рассмотрим числовую 
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последовательность { }nS . Данная последовательность является воз-
растающей и ограничена сверху. Для доказательства ограниченности 
заметим, что 

3
2

1...
2
1

2
111

!
1...

32
1

2
1

1
11 12 <+++++<++

⋅
+++= −nn n

S . 

По теореме о существовании предела неубывающей последова-
тельности существует предел eSnn

=
∞→

lim =2,7182818284590…, который 
называется экспонентой. 

Теорема 12. Существует предел e
n

n

n
=+

∞→
)11(lim . 

Доказательство. Согласно биному Ньютона 
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§ 5. èéÑèéëãÖÑéÇÄíÖãúçéëíà  
à óÄëíàóçõÖ èêÖÑÖãõ 

Понятие подпоследовательности 

Рассмотрим последовательность ... , , ... , ,}{ 211 nnn xxxx =∞
=   (1) 

Зафиксировав какую-либо строго возрастающую последователь-
ность натуральных чисел ......21 <<<< knnn , отметим в последователь-
ности (1) элементы с номерами  ... , , 21 nn  и запишем их в строчку. По-
лучим новую последовательность ... , , ... , ,}{

211 kk nnnkn xxxx =∞
= , которая на-

зывается подпоследовательностью исходной последовательности (1). 

Частичные пределы последовательности 

Пределы подпоследовательностей (возможно и бесконечные) на-
зываются частичными пределами последовательности }{ nx . 
Пример 5. n

nx )1(−= , ,...2,1=n  Последовательность имеет вид 
...  ,1 ,1  ,1 −−  Она, как мы уже видели, расходится, однако подпоследова-

тельность с нечетными номерами 112 −=−kx , ,...2,1=k  сходится и 
1lim 12 −=−∞→ kk

x . Аналогично 1lim 2 =
∞→ kk

x . Нетрудно убедиться, что других 
частичных пределов данная последовательность не имеет. 
Теорема 13. Любая подпоследовательность сходящейся последо-

вательности сходится к тому же пределу. 
Доказательство. Пусть  — подпоследовательность сходящей-

ся последовательности . После некоторого номера  для любого 
 все  удовлетворяют неравенству , где . То-

гда и все  удовлетворяют этому неравенству для всех , что и 
доказывает теорему. 

Верхний и нижний предел последовательности 

Обозначим через C множество всех частичных пределов последо-
вательности }{ nx . Далее мы увидим, что это множество всегда  
не пусто. 

}{
knx

}{ nx N
0>ε nx ε<− axn nn

xa
∞→

= lim

knx Nnk >
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Нижним пределом последовательности }{ nx  называется число 
Cxn

n
inflim =

∞→
. 

Верхним пределом последовательности }{ nx  называется число 
Cxnn

suplim =
∞→

. 

Пример 6. n
nx )1(−= , ,...2,1=n  Здесь } 1 ,1{−=C , поэтому 

1)1(lim −=−
∞→

n

n
, 1)1(lim =−

∞→

n

n
. 

Пример 7. n
xn

1
= , ,...2,1=n  Здесь } 0{=C , поэтому 01lim1lim ==

∞→∞→ nn nn
. 

Имеет место следующее утверждение. 
Теорема 14. axnn

=
∞→

lim  тогда и только тогда, когда axx nnn
n

==
∞→∞→

limlim . 

Доказательство предоставляем читателю. 

§ 6. éëçéÇçõÖ íÖéêÖåõ é èéëãÖÑéÇÄíÖãúçéëíüï 

Теорема о пределе промежуточной последовательности 
Теорема 15. Пусть даны три последовательности }{ nx , }{ ny , }{ na , 

которые при всех ,...2,1=n  удовлетворяют неравенствам nnn yax ≤≤ . 
Если последовательности }{ nx , }{ ny  сходятся к одному пределу 

ayx nnnn
==

∞→∞→
limlim , то промежуточная последовательность }{ na  схо-

дится к этому же пределу aann
=

∞→
lim . 

Доказательство. Из определения предела следует, что для любого 
числа 0>ε  найдется число N  такое, что для всех номеров Nn >  вы-
полнены неравенства εε +<<− axa n  и εε +<<− aya n . Отсюда име-
ем εε +<≤≤<− ayaxa nnn . Подчеркнутое означает, что aan =lim . 

Эту теорему иногда в шутку называют «принципом двух милицио-
неров» — милиционеры }{ nx  и }{ ny  под руки ведут нарушителя }{ na  в 
отделение a. 

Принцип Кантора о вложенных отрезках 

Теорема 16. Если имеется последовательность вложенных отрез-
ков ...],[...],[],[ 2211 ⊃⊃⊃⊃ nn bababa , длины которых nn ab −  стремятся 
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к нулю, то существует единственная точка ξ , принадлежащая од-

новременно всем отрезкам ],[
1

i
i

i ba∩
∞

=

∈ξ . 

Доказательство. Рассмотрим два числовых множества 
...} , , ... , ,{ 21 naaaA =  и ...} , , ... , ,{ 21 mbbbB = . Нетрудно увидеть, что BA ≤ , 

т. е. mn ba ≤  для любых номеров n  и m . Для этого достаточно разо-
брать три возможных случая взаимного расположения отрезков 

],[ nn ba  и ],[ mm ba . 
1) mn =  ⇒ nn ba < , 
2) mn <  ⇒ ],[],[ mmnn baba ⊃  ⇒ mmn baa <≤ , 
3) mn >  ⇒ ],[],[ mmnn baba ⊂  ⇒ mnn bba ≤< . 
По аксиоме непрерывности существует точка ξ  такая, что BA ≤≤ξ , 

т. е. mn ba ≤≤ ξ  для любых n  и m . В частности, при mn =  получим 
nn ba ≤≤ ξ , и существование точки ξ  доказано. 

Единственность почти очевидна. В самом деле, пусть 1ξ , 2ξ  — две 
точки, принадлежащие всем отрезкам ],[ nn ba . Тогда 

nn ab −≤−≤ ||0 21 ξξ  для всех ,...2,1=n  Устремляя здесь n  к бесконечно-
сти и учитывая, что 0→− nn ab , получим 0|| 21 =−ξξ , т. е. 21 ξξ = , и 
единственность тоже доказана. 

Принцип Больцано–Вейерштрасса  
о сходящейся подпоследовательности 

Теорема 17. Всякая ограниченная последовательность содержит 
в себе сходящуюся подпоследовательность. 
Доказательство. Пусть последовательность }{ nx  ограничена. То-

гда найдется отрезок ሾܽ, ܾሿ, целиком ее содержащий, ],[}{ baxn ⊂ . 
Покажем, что существует точка ߦ א ሾܽ, ܾሿ, в любой окрестности 

)(ξU  которой содержится бесконечно много членов из }{ nx . 
Предполагая противное, мы должны констатировать, что для лю-

бой точки ݐ א ሾܽ, ܾሿ  найдется ее окрестность )(tV , содержащая разве 
лишь конечное число членов из }{ nx . Таким образом, мы имеем сис-
тему интервалов ],[} )( { battV ∈=Σ , образующую покрытие отрезка ሾܽ, ܾሿ. 
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По лемме о покрытиях, существует конечная подсистема интерва-
лов )}( , ... ),( ),( { 21 ptVtVtV=Σ′ , также покрывающая отрезокሾܽ, ܾሿ. По-
скольку каждый из этих интервалов содержит конечное число членов 
последовательности }{ nx , то и весь отрезок ሾܽ, ܾሿ содержит разве 
лишь конечное число членов из }{ nx . Но это противоречит включе-
нию ],[}{ baxn ⊂ . 

Полученное противоречие показывает, что наше предположение 
было неверно. Итак, существует точка ξ∈[a, b], в любой окрестности 

)(ξU  которой содержится бесконечно много членов из }{ nx . 
Используя этот факт, мы легко выделим из последовательности 
}{ nx  сходящуюся подпоследовательность }{

knx . 
Для этого рассмотрим последовательность окрестностей точки ξ , 

диаметры которых стремятся к нулю )1,1()( kkU k +−= ξξξ , ,...2,1=k  
В интервале )(1 ξU  выберем точку 

1nx . 
В интервале )(2 ξU  выберем точку 

2nx  с номером 12 nn > . Это воз-
можно, т. к. )(2 ξU  содержит бесконечно много членов из }{ nx . 

… 
В интервале )(ξkU  выберем точку 

knx  с номером 1−> kk nn . Это воз-
можно по той же причине. 

… 
Продолжая подобные построения бесконечно, мы получим подпос-

ледовательность }{
knx  такую, что для всех номеров ,...2,1=k  выполнены 

неравенства kxk
nn 11 +<<− ξξ , означающие ее сходимость к точке ξ . 

Теорема доказана. 
Замечание 1. Если последовательность }{ nx  не ограничена, напри-

мер, сверху, то легко построить ее подпоследовательность }{
knx , для 

которой +∞=
∞→ knk

xlim . Следовательно, какой бы ни была последова-
тельность }{ nx , множество ее частичных пределов всегда не пусто. 

Фундаментальные последовательности и критерий Коши 

Числовая последовательность }{ nx  называется фундаментальной, 
или последовательностью Коши, если для любого числа 0>ε  най-
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дется число )(εNN =  такое, что для всех номеров Nn >  и любых чи-
сел ,...2,1=p  выполнено неравенство ε<−+ || npn xx . 
Теорема 18 (критерий Коши). Числовая последовательность }{ nx  

сходится тогда и только тогда, когда она фундаментальна. 
Доказательство. Сначала докажем необходимость условия фунда-

ментальности. Именно, пусть последовательность }{ nx  сходится. По-
кажем, что она фундаментальна. 

Обозначим nn
xa

∞→
= lim . Выбрав произвольно число 0>ε , найдем 

число N  такое, что при всех Nn >  выполнено неравенство 
2|| ε<− axn . Тогда для любого числа ,...2,1=p  также будет выполнено 

2|| ε<−+ ax pn . Следовательно, при всех Nn >  и ,...2,1=p  имеем 
εεε =+<−+−≤−+−=− +++ 22|||||||| axaxxaaxxx npnnpnnpn . 

Подчеркнутое означает, что последовательность }{ nx  фундамен-
тальна. 

Теперь докажем достаточность, т. е. если последовательность }{ nx  
фундаментальна, то она сходится. 

Покажем сначала, что последовательность }{ nx  ограничена. По оп-
ределению фундаментальности, для 10 =ε  найдется номер 0n  такой, 
что для любых чисел ,...2,1=p  выполнены неравенства 1||

00
<−+ npn xx . 

Отсюда, используя основное модульное неравенство, заключаем 
1||||

00
<−+ npn xx , т. е. 1||||

00
+<+ npn xx  для любых ,...2,1=p  Обозначив 

} 1|| |,| , ... |,| |,max{|
00 121 += − nn xxxxK , 

получим, что Kxn ≤||  при всех ,...2,1=n , и ограниченность последова-
тельности }{ nx  доказана. 

По принципу Больцано–Вейерштрасса из последовательности }{ nx  
можно выделить сходящуюся подпоследовательность }{

knx . Обозна-
чим 

knk
xa

∞→
= lim . 

Из определений предела и фундаментальности следует, что для 
любого числа 0>ε  найдутся число 1N  такое, что при 1Nnk >  выпол-
нено неравенство 2|| ε<− ax

kn  и число 2N  такое, что при всех 
2, Nqp >  выполнено неравенство 2|| ε<− qp xx . Полагая 

},max{ 21 NNN =  и выбирая произвольно номер Nnk >  (это возможно, 
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т. к. ∞→kn  при ∞→k ), получим, что для всех номеров Nn >  будет 
выполнено неравенство 

εεε =+<−+−≤−+−=− 22|||||||| axxxaxxxax
kkkk nnnnnnn , 

которое и означает, что axnn
=

∞→
lim . 

Теорема доказана. 

§ 7. áÄåÖóÄíÖãúçõÖ (ÇÄÜçÖâòàÖ) èêÖÑÖãõ 
Теорема 19. Пусть последовательность 0→nx  при ∞→n . Име-

ют место следующие предельные равенства. 

1) sinlim 1n

n
n

x
x→∞

= ; 4) a
x

a

n

x

n

n

ln1lim =
−

∞→
; 

2) ( ) ex nxnn
=+

∞→

1
1lim ; 5) μ

μ

=
−+

∞→
n

n

n x
x 1)1(lim . 

3) e
x

x
a

n

na

n
log)1(loglim =

+
∞→

; 

Доказательство. Равенство 1 доказывается геометрически. Оно 
выражает собой тот факт, что отношение длины дуги окружности к 
длине, стягивающей ее хорды, стремится к 1, когда соответствующий 
центральный угол неограниченно уменьшается. 

Равенство 2 нами уже было установлено для частного случая 
nxn 1= . 

Равенство 3 можно обосновать так: 

( ) exx
x

x
a

x
nnaxnan

n

na

n
n

n log)1(limlog1loglim)1(loglim
1

1
=+=+=

+
∞→∞→∞→

. 

Сомнения, вызванные законностью перестановки символов lim  и 
log, рассеются, когда будет изучена тема «Непрерывные функции». 
Равенство 4: 

a
ea

a
x

a

a
x

a

x

n
n

x

n n

nn

ln
log

1
)]1(1[log

1lim1lim ==
−+

−
=

−
∞→∞→

. 

Наконец, равенство 5: 

μμ
μ

μμ

=
+

⋅⋅
+
−

=
−+ +

∞→∞→
n

n

n

x

n
n

n

n x
x

x
e

x
x n )1ln(

)1ln(
1lim1)1(lim

)1ln(

. 

Здесь предполагается 0≠μ . В случае 0=μ  равенство 5 тривиально. 
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§ 8. ëêÄÇçÖçàÖ èéëãÖÑéÇÄíÖãúçéëíÖâ 

Последовательность, бесконечно малая  
относительно другой последовательности 

Последовательность }{ nx  называется бесконечно малой относи-
тельно последовательности }{ ny  и обозначается )( nn yox = , если су-
ществуют последовательность { }nα  и номер 0n  такие, что lim 0nn

α
→∞

=  и 

n n nx yα= ⋅  для всех 0n n≥ . 
Если 0ny ≠  при всех 1,2,...n= , то условие )( nn yox =  эквивалентно 

равенству lim 0n

n
n

x
y→∞

= . 

Важные примеры сравнения роста последовательностей 

Теорема 20. Имеют место следующие предельные равенства: 

1) 
loglim 0a

n

n
nμ→∞

= , т. е. log ( )a n o nμ= , где 0μ > ; 

2) lim 0nn

n
a

μ

→∞
= , т. е. ( )nn o aμ = , где | | 1a > ; 

3) lim 0
!

n

n

a
n→∞

= , т. е. ( !)na o n= ; 

4) 
1lim 0

!nn n→∞
= , т. е. 1 = 0( √݊! ). 

Эквивалентные последовательности и их применение  
для вычисления пределов 

Последовательность }{ nx  эквивалентна последовательности }{ ny   
и обозначается n nx y≈ , если существуют последовательность nβ  и 
номер 0n  такие, что lim 1nn

β
→∞

=  и n n nx yβ= ⋅  для всех 0n n≥ . 

Если 0ny ≠  при всех 1,2,...n= , то условие n nx y≈  эквивалентно ра-

венству lim 1n

n
n

x
y→∞

= . 
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Теорема 21. n nx y≈  тогда и только тогда, когда ( )n n nx y o y= + . 
Доказательство. В самом деле, условие n nx y≈  означает, что 

n n nx yβ= ⋅  при 0n n≥ , с lim 1nn
β

→∞
= . Последовательность nβ  может быть 

представлена в виде 1n nβ α= + , с lim 0nn
α

→∞
= . Следовательно, 

n n n nx y yα= + ⋅  при 0n n≥ , т. е. ( )n n nx y o y= + . 
При вычислении пределов сомножители можно заменять на экви-

валентные величины. Действительно, пусть n nx α≈ . Тогда 

lim lim lim lim limn n n n n n

n n n n n
n n n n n n

x x x
y y y y

α α α
α α→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= ⋅ = ⋅ = . 

Таблица эквивалентных последовательностей 

Теорема 22. Пусть последовательность 0→nx  при ∞→n . Име-
ют место следующие эквивалентности: 

1) 1nxa ≈ , где 0a > ; 

2) 1nx
nx ≈ , где 0nx > . В частности, 

1 1n
n

n
n

≈ ≈ ; 

3) sin tg ln(1 ) 1nx
n n n nx x x e x≈ ≈ + ≈ − ≈ ; 

4) (1 ) 1n nx xμ μ+ − ≈ ; 
5) 1(1 ) nx

nx eαα+ ≈ ; 
6) ! 2  n nn n n eπ −≈  (формула Стирлинга). 

§ 9. èêÖÑÖã óàëãéÇéâ îìçäñàà 

Предел по Гейне (на языке последовательностей) 

Пусть функция ( )f x  задана на некотором множестве E R⊂ , для ко-
торого точка 0x  является предельной (т. е. в любой окрестности 0( )U x  
точки 0x  найдется точка x E∈ , отличная от 0x ). Заметим, что точка 0x  
может как принадлежать, так и не принадлежать множеству E. 

Число A  называется пределом функции ( )f x  в точке 0x  относи-
тельно множества E  и обозначается 

0 , 
lim ( )

x x x E
A f x

→ ∈
= , если для любой 
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последовательности }{ nx  точек nx E∈ , удовлетворяющей условиям
0nx x≠ , 1,2,...n=  и 0lim nn

x x
→∞

= , соответствующая последовательность 
значений функции { ( )}nf x  сходится и lim ( )nn

f x A
→∞

= . 
Замечание 2. В том случае, когда множество E  является проколо-

той окрестностью точки 0x , говорят просто о пределе в точке и обо-
значают его 

0

lim ( )
x x

f x
→

. 

Пример 8. ( )f x C const= ≡ . 
Возьмем произвольную точку 0x  и последовательность точек }{ nx , 

удовлетворяющую условиям 0nx x≠ , 1,2,...n=  и 0lim nn
x x

→∞
= . Соответст-

вующие значения функции ( )nf x C= , 1,2,...n= , причем 
lim ( ) limnn n

f x C C
→∞ →∞

= = . Следовательно, 
0

lim
x x

C C
→

= . 

Пример 9. ( ) 5 1f x x= + . 
Покажем, что для любой точки 0x  будет 

0
0lim(5 1) 5 1

x x
x x

→
+ = + . Дейст-

вительно возьмем любую последовательность точек }{ nx  с условиями 
0nx x≠ , 0lim nn

x x
→∞

= . Соответствующие значения функции ( ) 5 1n nf x x= + . 
Используя арифметические операции с пределами последовательно-
сти, имеем: 

0
0lim (5 1) 5 lim lim1 5 1n nx x n n

x x x
→ →∞ →∞

+ = + = + . 

 
Пример 10. 

1,  0
( )

0,  0
x

f x
x
≠⎧

= ⎨ =⎩ . 

 

Если 0 0x ≠ , то 
0

lim ( ) 1
x x

f x
→

= , т. к. для любой последовательности 

}{ nx , сходящейся к 0x , значения функции ( ) 1nf x =  при «почти всех» 
n . 
Если 0 0x = , то 

0

lim ( ) 1
x x

f x
→

= , т. к. для любой последовательности 

}{ nx , сходящейся к 0 и 0nx ≠ , значения функции ( ) 1nf x =  при всех n . 
Обратим внимание на то, что предел здесь не совпадает со значением 
функции, и вообще в точке 0 ( )f x  может быть даже не задана. 

y 

x 

1

0 0x  
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-1 

y 

x 

1 

0 

Пример 11. 
( ) sgnf x x=  — знак числа x . 

 
Если 0 0x ≠ , то при 0 0x >  

0

lim sgn 1
x x

x
→

= , 

  при 0 0x <  
0

lim sgn 1
x x

x
→

= − . 

Рассмотрим случай 0 0x = . 
Если бы предел существовал, то он был бы одинаковым как при 

0nx → , 0nx > , так и при 0nx → , 0nx < . Но последовательность значе-
ний функции {sgn }nx  в этих случаях имеет разные пределы (в первом 
случае 1, во втором –1). Значит, предел 

0
lim sgn
x

x
→

 не существует. 

Пример 12. Функция Дирихле 

ሻݔሺܦ ൌ ቊ
1, если х —  рациональное число     
0, если х —  иррациональное число.

  

Возьмем любую точку 0x . Выберем последовательность рацио-
нальных чисел 0nx x→ , 0nx x≠ . Тогда ( ) 1nD x =  и lim ( ) 1nn

D x
→∞

= . Если 

же выбрать последовательность иррациональных чисел 0nx x→ , 
0nx x≠ , то ( ) 0nD x =  и lim ( ) 0nn

D x
→∞

= . Следовательно, ни в одной точке 

предела нет. 

Предел по Коши (на языке ε-δ) 

Пусть функция ( )f x  задана на множестве E , и точка 0x  является 
предельной для E . 

Число A  называется пределом функции ( )f x  в точке 0x  относи-
тельно множества E  и обозначается 

0 , 
lim ( )

x x x E
A f x

→ ∈
= , если для любо-

го числа 0ε >  найдется число ( ) 0δ δ ε= >  такое, что для всех точек 
x E∈ , удовлетворяющих условию 00 | |x x δ< − < , выполнено неравен-
ство | ( ) |f x A ε− < . 
Пример 13. Показать, что функция f(x) = 3x–5 имеет в точке x=2 

предел, равный 1. Каким должно быть δ , если ε равно 1, 1 1,  и  
2 100

?  
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Возьмем любое ε>0. Задача состоит в том, чтобы по ε найти такое 
δ>0, при котором из неравенства |x-2|<δ следовало бы неравенство 
|(3x-5)-1|<ε. Последнее преобразуется к виду |3x-6|<ε или |x-2|<ε/3.  
Отсюда видно, что можно взять δ = ε/3. В частности, если ε = 1, то  
δ = 1/3; если ε = 1/2, то δ = 1/0; если ε = /100, то δ = 1/300. 

Эквивалентность двух определений 

Теорема 23. Определения предела функции по Гейне и по Коши эк-
вивалентны. 
Доказательство. Пусть 

0

lim ( )
x x

A f x
→

=  по Коши, т. е. для любого чис-

ла 0ε >  найдется число ( ) 0δ δ ε= >  такое, что для всех точек x E∈ , 
удовлетворяющих условию 00 | |x x δ< − < , выполнено неравенство 
| ( ) |f x A ε− < . 
Возьмем произвольную последовательность }{ nx  точек nx E∈ , 

удовлетворяющую условиям 0nx x≠ , 0lim nn
x x

→∞
= . По определению пре-

дела последовательности существует число N  такое, что для всех но-
меров n N>  выполнено неравенство 00 | |nx x δ< − < . Но тогда при та-
ких n N>  выполнено и неравенство | ( ) |nf x A ε− < , означающее 
lim ( )nn

f x A
→∞

= . Этим доказано, что 
0

lim ( )
x x

A f x
→

=  по Гейне. 

Пусть теперь 
0

lim ( )
x x

A f x
→

=  по Гейне. Покажем, что тогда выполнено 

и условие определения предела по Коши. 
Предполагая противное, найдем число 0 0ε >  такое, что для любого 

числа 0δ >  найдется точка x Eδ ∈ , удовлетворяющая условию 
00 | |x xδ δ< − < , для которой выполнено неравенство 0| ( ) |f x Aδ ε− ≥ . 

Выберем последовательность значений 0nδ → , n → ∞ , например, 
1n nδ = , 1,2,...n =  Соответствующую последовательность точек { }

n
xδ  

обозначим просто { }nx , 
nnx xδ≡ , 1,2,...n =  

Последовательность { }nx  по построению удовлетворяет условиям 
nx E∈ , 0nx x≠ , и, в силу неравенства 00 | |n nx x δ< − < , условию 

0lim nn
x x

→∞
= . В то же время соответствующая последовательность зна-

чений функции { ( )}nf x  удовлетворяет неравенствам 0| ( ) |nf x A ε− ≥ , а 
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значит, соотношение lim ( )nn
f x A

→∞
=  не имеет места. Но это противоре-

чит заданному определению Гейне. Полученное противоречие дока-
зывает теорему. 

§ 10. éëçéÇçõÖ ëÇéâëíÇÄ îìçäñàâ,  

àåÖûôàï èêÖÑÖã 

Единственность предела 

Теорема 24. В данной точке функция может иметь только один 
предел. 
Доказательство. Пусть 

0
1 lim ( )

x x
A f x

→
=  и 

0
2 lim ( )

x x
A f x

→
= . Произвольно 

зафиксируем последовательность }{ nx  точек nx E∈ , 0nx x≠ , 0lim nn
x x

→∞
= . 

По Гейне, для последовательности значений функции { ( )}nf x  выпол-
нены оба равенства 1lim ( )nn

f x A
→∞

=  и 2lim ( )nn
f x A

→∞
= . Но сходящаяся по-

следовательность может иметь только один предел, значит, 1 2A A= . 

Локальная ограниченность функции, имеющей предел 

Теорема 25. Если функция ( )f x  имеет предел в точке 0x , то она 
ограничена в некоторой окрестности этой точки. 
Доказательство. Пусть 

0

lim ( )
x x

f x A
→

= . Воспользуемся определением 

предела по Коши. Для 0 1ε =  найдется число 0δ >  такое, что для всех 
точек x E∈ , удовлетворяющих условию 00 | |x x δ< − < , выполнены не-
равенства | ( ) | 1f x A− < , из которого следует | ( ) | | | 1f x A< + . Если в точ-
ке 0x  функция не задана, то обозначим | | 1K A= + , если же задана, то 
полагаем 0max{| | 1,| ( ) |}K A f x= + . Тогда в δ -окрестности 0( , )U x δ  точ-
ки 0x  будет выполнена оценка | ( ) |f x K≤ . Таким образом, функция 

( )f x  ограничена в окрестности точки 0x . 
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Свойство устойчивости 

Теорема 26. Пусть функция ( )f x  имеет предел в точке 0x , 

0

lim ( )
x x

f x A
→

= , причем A p< . Тогда найдется проколотая окрестность 

0( )U x
D

 точки 0x , в которой выполнено неравенство ( )f x p< . 
Доказательство. Выберем число 0ε >  столь малым, чтобы было 

выполнено неравенство A pε+ < . Согласно определению Коши, най-
дется проколотая окрестность 0( )U x

D
 точки 0x , в которой выполнено 

неравенство ( )A f x A pε ε− < < + < . 

Предел модуля 

Теорема 27. Если функция ( )f x  имеет в точке 0x  предел 

0

lim ( )
x x

f x A
→

= , то функция | ( ) |f x  имеет предел 
0

lim | ( ) | | |
x x

f x A
→

= . 

Доказательство. Выберем любую последовательность }{ nx  точек 
nx E∈ , 0nx x≠ , 0lim nn

x x
→∞

= . Согласно определению Гейне, имеем 
lim ( )nn

f x A
→∞

= . Отсюда lim | ( ) | | |nn
f x A

→∞
= . Так как последовательность 

}{ nx  была произвольной, заключаем, что 
0

lim | ( ) | | |
x x

f x A
→

= . 

Предельный переход в неравенствах 

Теорема 28. Пусть для функций ( )f x  и ( )g x  в некоторой проколо-
той окрестности точки 0x  выполнено неравенство ( ) ( )f x g x≤ . Если 

( )f x  и ( )g x  имеют предел в точке 0x , то 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

≤ . 

Доказательство. Обозначим 
0

lim ( )
x x

f x A
→

= , 
0

lim ( )
x x

g x B
→

= . Выберем 

любую последовательность }{ nx  точек nx E∈ , 0nx x≠ , 0lim nn
x x

→∞
= . Со-

гласно определению Гейне, последовательности значений { ( )}nf x  и 
{ ( )}ng x  сходятся соответственно к A  и B . Начиная с некоторого но-
мера 0n , последовательность }{ nx  попадет в указанную в условии ок-
рестность точки 0x , и для всех номеров 0n n>  будут выполнены нера-
венства ( ) ( )n nf x g x≤ . Следовательно, lim ( ) lim ( )n nn n

f x g x
→∞ →∞

≤ , т. е. A B≤ . 
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Арифметические операции над пределами функций 

Теорема 29. Если функции ( )f x  и ( )g x  имеют предел в точке 0x , 
то: 1) существует предел их линейной комбинации ( ) ( )f x g xα β+ , 

,  Rα β ∈ , причем 
0 0 0

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g xα β α β
→ → →

+ = + ; 2) суще-

ствует предел произведения ( ) ( )f x g x⋅ , причем 
0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x
→

⋅ =
 

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

= ⋅ ; 3) при условии ( ) 0g x ≠  и 
0

lim ( ) 0
x x

g x
→

≠ , существует 

предел частного ( ) ( )f x g x , причем 
0 0 0

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

= . 

Доказательство. Все три свойства доказываются единообразно с 
использованием определения предела по Гейне. Докажем, например, 
(3). 

Выберем любую последовательность }{ nx  точек nx E∈ , 0nx x≠ , 
0lim nn

x x
→∞

= . Тогда последовательности значений { ( )},  { ( )}n nf x g x  схо-
дятся, причем ( ) 0ng x ≠ , lim ( ) 0nn

g x
→∞

≠ . По теореме о предельном пере-
ходе в частном для последовательностей отсюда следует, что после-
довательность { ( ) ( )}n nf x g x  сходится и  

. Поскольку последовательность }{ nx  была вы-
брана произвольно, имеем . 

Теорема о пределе промежуточной функции 

Теорема 30. Пусть даны функции ( )f x , ( )g x , ( )xϕ , удовлетворяю-
щие в некоторой проколотой окрестности точки 0x  неравенствам 

( ) ( ) ( )f x x g xϕ≤ ≤ . Если функции ( )f x , ( )g x  имеют общий предел в 
точке 0x  

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x A
→ →

= = , то промежуточная функция ( )xϕ  

имеет этот же предел 
0

lim ( )
x x

x Aϕ
→

= . 

Доказательство. Выберем любую последовательность }{ nx  точек 
nx E∈ , 0nx x≠ , 0lim nn

x x
→∞

= . Согласно определению Гейне, последова-

тельности значений { ( )}nf x  и { ( )}ng x  сходятся к общему пределу A. 
Начиная с некоторого номера 0n , последовательность }{ nx  попадет в 

lim [ ( ) ( )]n nn
f x g x

→∞
=

lim ( ) lim ( )n nn n
f x g x

→∞ →∞
=

0 0 0

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

=
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указанную в условии окрестность точки 0x , и для всех номеров 0n n>  
будут выполнены неравенства ( ) ( ) ( )n n nf x x g xϕ≤ ≤ . По теореме о пре-
деле промежуточной последовательности получим lim ( )nn

x Aϕ
→∞

= . По-

скольку последовательность }{ nx  была выбрана произвольно, имеем 

0

lim ( )
x x

x Aϕ
→

= .  

Критерий Коши существования предела функции 

Теорема 31 (критерий Коши). Функция ( )f x  имеет предел в точ-
ке 0x  тогда и только тогда, когда для любого числа 0ε >  найдется 
число ( ) 0δ δ ε= >  такое, что для любых двух точек 1 2,x x E∈ , удовле-
творяющих условиям 1 00 | |x x δ< − < , 2 00 | |x x δ< − < , выполнено неравен-
ство 1 2| ( ) ( ) |f x f x ε− < . 
Доказательство. Необходимость условия без труда доказывается с 

использованием определения предела по Коши. 
Докажем достаточность. Предполагая выполненным условие тео-

ремы, покажем, что существует предел 
0

lim ( )
x x

f x
→

. 

Выберем любую последовательность }{ nx  точек nx E∈ , 0nx x≠ , 
0lim nn

x x
→∞

= . Покажем, что соответствующая последовательность зна-
чений функции { ( )}nf x  является фундаментальной. 

Выберем любое число 0ε > . По условию найдется число 
( ) 0δ δ ε= >  такое, что для любых двух точек 1 2,x x E∈ , удовлетво-

ряющих условиям 1 00 | |x x δ< − < , 2 00 | |x x δ< − < , выполнено неравенст-
во 1 2| ( ) ( ) |f x f x ε− < . Так как 0lim nn

x x
→∞

= , то найдется число N  такое, 
что для всех номеров n N>  будет выполнено неравенство 

00 | |nx x δ< − < . Следовательно, при всех n N>  и 1,2,...p =  будет вы-
полнено | ( ) ( ) |n p nf x f x ε+ − < , и фундаментальность доказана. 

Согласно критерию Коши для последовательностей существует 
предел lim ( )nn

f x
→∞

. Осталось показать, что данный предел не зависит от 
выбора последовательности точек }{ nx . По определению Гейне, это 
будет означать, что существует предел 

0

lim ( )
x x

f x
→

. 
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Но если бы для двух последовательностей }{ nx  и { }nx∗  пределы бы-
ли различны, то для последовательности, у которой на четных местах 
стоят элементы }{ nx , а на нечетных — { }nx∗ , предела бы не существо-
вало. 

§ 11. éÑçéëíéêéççàÖ èêÖÑÖãõ îìçäñàà 

Понятие односторонних пределов 

Будем считать, что функция ( )f x  задана в правой полуокрестности 
точки 0x , т. е. на множестве 0( , )E x b= . Тогда предел функции ( )f x  в 
точке 0x  относительно множества E  называют пределом в точке 0x  
справа и обозначают 

0 0 0
00 , 

lim ( ) ( 0) lim ( )
x x x x x x

f x f x f x
→ + → >

= + = . 

Аналогично, считая, что функция ( )f x  задана в левой полуокрест-
ности точки 0x , т. е. на множестве 0( , )E a x= , предел функции ( )f x  в 
точке 0x  относительно множества E  называют пределом в точке 0x  
слева и обозначают 

0 0 0
00 , 

lim ( ) ( 0) lim ( )
x x x x x x

f x f x f x
→ − → <

= − = . 

Связь предела в точке с односторонними пределами 

Теорема 32. Если функция ( )f x  задана в некоторой проколотой 
окрестности точки 0x , то 

0

lim ( )
x x

f x A
→

=  тогда и только тогда, когда 

0 00 0
lim ( ) lim ( )

x x x x
f x f x A

→ + → −
= = . 

Доказательство этой теоремы оставляем читателю. 

§ 12. é ÅÖëäéçÖóçõï èêÖÑÖãÄï îìçäñàà 

Желая определить понятие 
0

lim ( )
x x

f x A
→

= , когда 0x  и A  могут при-

нимать бесконечные значения, будем опираться на понятие бесконеч-
ных пределов последовательности и определение предела по Гейне.  
А именно, вышеприведенный символ 

0

lim ( )
x x

f x A
→

=  означает, что для 
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любой последовательности точек 0nx x→ , 0nx x≠ , соответствующая 
последовательность значений функции ( )nf x A→ . 
Пример 14. Запись lim ( )

x
f x

→−∞
= +∞  означает, что для любой после-

довательности точек nx → −∞  соответствующая последовательность 
значений функции ( )nf x → +∞ . 

Бесконечные пределы легко определить и по Коши, используя по-
нятие окрестностей бесконечных точек. А именно, символ 

0

lim ( )
x x

f x A
→

=  означает, что для любой окрестности ( )U A  точки A  най-

дется окрестность 0( )V x  точки 0x  такая, что для всех точек 0( )x V x∈ , 
0x x≠ , выполнено ( ) ( )f x U A∈ . 

Пример 15. Запись lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞  означает, что для любого числа 
M  найдется число P  такое, что для всех точек x P<  выполнено 

( )f x M> . 

§ 13. áÄåÖóÄíÖãúçõÖ èêÖÑÖãõ 

Теорема 33. Имеют место следующие предельные равенства: 

1) 
0

sinlim 1
x

x
x→

= ;   4) 
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
= ; 

2) ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ = ;   5) 
0

(1 ) 1lim
x

x
x

μ

μ
→

+ −
= . 

3) 
0

ln(1 )lim 1
x

x
x→

+
= ; 

Доказательство этих равенств основано на соответствующих заме-
чательных пределах последовательностей и определении Гейне. 

§ 14. ëêÄÇçÖçàÖ îìçäñàâ. é-ëàåÇéãàäÄ 

O-большое 

Пусть функции ( )f x  и ( )g x  заданы в некоторой проколотой окре-
стности точки 0x . 
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Функция ( )f x  называется ограниченной относительно функции 
( )g x  при 0x x→  и обозначается ( ) ( ( ))f x O g x= , 0x x→ , если сущест-

вуют проколотая окрестность Ω  точки 0x  и число 0K >  такие, что 
при всех x∈Ω  выполнено неравенство | ( ) | | ( ) |f x K g x≤ ⋅ . 

Если ( ) 0g x ≠  при всех x∈Ω , то условие ( ) ( ( ))f x O g x= , 0x x→ , эк-
вивалентно неравенству | ( ) ( ) |f x g x K≤ , x∈Ω . 

o-малое 

Функция ( )f x  называется бесконечно малой относительно функ-
ции ( )g x  при 0x x→  и обозначается ( ) ( ( ))f x o g x= , 0x x→ , если суще-
ствуют проколотая окрестность Ω  точки 0x  и функция ( )xα  в Ω  та-
кие, что 

0

lim ( ) 0
x x

xα
→

=  и ( ) ( ) ( )f x x g xα= ⋅  при всех x∈Ω . 

Если ( ) 0g x ≠  при всех x∈Ω , то условие ( ) ( ( ))f x o g x= , 0x x→  эк-
вивалентно равенству 

0

lim[ ( ) ( )] 0
x x

f x g x
→

= . 

Важные примеры сравнения роста функций 

Теорема 34. Имеют место следующие предельные равенства: 

1) 
loglim 0a

x

x
xμ→+∞

= , т. е. log ( )a x o xμ= , x →+∞ , где 0μ > ; 

2) lim 0xx

x
a

μ

→+∞
= , т. е. ( )xx o aμ = , x →+∞ , где 1a > . 

Доказательство этих соотношений будет дано в главе 3 § 5 «Рас-
крытие неопределенностей по правилу Бернулли–Лопиталя». 

Эквивалентные функции 

Пусть функции ( )f x  и ( )g x  заданы в некоторой проколотой окре-
стности точки 0x . 

Функция ( )f x  эквивалентна функции ( )g x  при 0x x→  и обознача-
ется ( ) ( )f x g x≈ , 0x x→ , если существуют проколотая окрестность Ω  
точки 0x  и функция ( )xβ  в Ω  такие, что 

0

lim ( ) 1
x x

xβ
→

=  и 
( ) ( ) ( )f x x g xβ= ⋅  при всех x∈Ω . 
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Если ( ) 0g x ≠  при всех x∈Ω , то условие ( ) ( )f x g x≈ , 0x x→  экви-
валентно равенству 

0

lim[ ( ) ( )] 1
x x

f x g x
→

= . 

Теорема 35 (критерий эквивалентности). ( ) ( )f x g x≈ , 0x x→  то-
гда и только тогда, когда ( ) ( ) ( ( ))f x g x o g x= + , 0x x→ . 

Доказательство этой теоремы таково же, как и в случае последова-
тельностей. 

Таблица эквивалентных функций 

Теорема 36. При 0x→  имеют место следующие эквивалентности. 
1) sin x x≈ ; 5) 21 cos 2x x− ≈ ; 
2) tg x x≈ ; 6) ln(1 )x x+ ≈ ; 
3) arcsin x x≈ ; 7) 1xe x− ≈ ; 
4) arctg x x≈ ; 8) (1 ) 1x xμ μ+ − ≈ . 

Разложение основных элементарных функций  
до первого порядка малости 

Учитывая критерий эквивалентности функций, предыдущую тео-
рему можно сформулировать следующим образом. 
Теорема 37. При 0x→  имеют место следующие разложения. 
1) sin ( )x x o x= + ; 5) 2 2cos 1 2 ( )x x o x= − + ; 
2) tg ( )x x o x= + ; 6) ln(1 ) ( )x x o x+ = + ; 
3) arcsin ( )x x o x= + ; 7) 1 ( )xe x o x= + + ; 
4) arctg ( )x x o x= + ; 8) (1 ) 1 ( )x x o xμ μ+ = + + . 
В дальнейшем будут получены разложения указанных функций до 

любого порядка малости. 

Правила действий с символами O-большое и o-малое 

Теорема 38. Имеют место следующие соотношения. 
1) Если f g≈ , то ( ) ( )o f o g= ; 5) ( ) ( )o cf o f= , если с const≡ ; 
2) ( ) ( ) ( )o f o f o f± = ; 6) ( ) ( )c o f o f⋅ = , если с const≡ ; 
3) ( ) ( ) ( )o f o g o fg⋅ = ; 7) ( ( )) ( )o o f o f= ; 
4) ( ) ( )g o f o fg⋅ = ; 8) Если f g≈ , то ( ) ( )O f O g= ; 
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9) ( ) ( ) ( )O f O f O f± = ; 14) ( ( )) ( )O O f O f= ; 
10) ( ) ( ) ( )O f O g O fg⋅ = ; 15) ( ( )) ( ( )) ( )o O f O o f o f= = ; 
11) ( ) ( )g O f O fg⋅ = ; 16) ( ) ( ) ( )o f O g o fg⋅ = ; 
12) ( ) ( )O cf O f= , если с const≡ ; 17) ( ) ( ) ( )O f o f O f± = ; 
13) ( ) ( )c O f O f⋅ = если с const≡ ; 18) Если (1)g O= , то ( ) ( )o fg o f= . 

 
Доказательство. Докажем, например, свойство 16. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )o f O g x f x x g x x x f x g xα α⋅ = ⋅ ⋅Λ ⋅ = Λ ⋅ , где функция 
( ) 0xα α= → , 0x x→ , а функция ( )xΛ=Λ  ограничена в некоторой  

проколотой окрестности точки 0x . Но тогда функция ( ) ( ) 0,x xα Λ →  
0x x→ , следовательно ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x f x g x o fgα Λ ⋅ = . 

Другие свойства доказываются аналогично. 

Применение разложения для вычисления пределов 

В случае последовательностей было показано, что при вычислении 
пределов можно заменять сомножители на эквивалентные величины. 
Разложения, представляющие собой точные равенства, еще более 
расширяют вычислительные возможности. Элементарные функции, 
входящие в исследуемое аналитическое выражение, разлагаются до 
нужного порядка малости, далее, используя правила действия с сим-
волами О-большое и о-малое, проводятся максимально возможные 
упрощения. Наконец, если в полученном в итоге выражении в качест-
ве сомножителя входит величина ( ) ( )f x o f+ , то ее заменяют просто 
на ( )f x . Такие преобразования позволяют максимально упростить 
предел — вычислить его. 
Пример 16.  

sin

0 0

ln cos 1 1 sin (sin ) ln([1 [cos 1]) 1lim lim
x

x x

e x x o x x
x x→ →

− − + + − + − −
= =  

2

0 0

( ) ( ) (cos 1) (cos 1) 1 2 ( ) cos ( 2)lim lim
x x

x o x o x x o x x o x x o x
x x→ →

+ + − − − − + + − +
= = =

0 0

1 ( ) (1 ( )) ( ( )) 1 ( ) 1 ( ) ( )lim lim
x x

x o x o x o o x x o x o x o x
x x→ →

+ + − + + + + − + +
= == =  

0 0

( )lim lim 1
x x

x o x x
x x→ →

+
= = = . 
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§ 15. çÖèêÖêõÇçõÖ îìçäñàà 

Непрерывность в точке 

Пусть функция ( )f x  задана на множестве E , и точка 0x E∈  являет-
ся предельной для E . 

Функция ( )f x  называется непрерывной в точке 0x , если в точке 0x  
существует предел, равный значению функции в этой точке, т. е. 

( ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

= . 

Пример 17. ( )f x С const= ≡  непрерывна в любой точке 0x R∈ . 
Пример 18. 2( )f x x=  непрерывна в любой точке 0x R∈ . 

Пример 19. 
1,  0

( )
0,  0

x
f x

x
≠⎧

= ⎨ =⎩
 непрерывна в любой точке 0 0x ≠ .  

В точке 0x  эта функция не является непрерывной, т. е. разрывна. 
Заметим, что равенство ( ) ( )

0
0lim

x x
f x f x

→
=  можно переписать в виде 

( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f x
→ →

= , что означает возможность предельного перехода 

под знаком функции. Таким образом, если функция ( )f x  непрерывна 
в точке 0x , то сложная в идейном смысле операция вычисления ее 
предела при 0x x→  заменяется более простой операцией вычисления 
значения 0( )f x . 
Задача. Соответственно двум определениям предела функции дать 

два определения непрерывности функции: «на языке последователь-
ностей» и на «языке ε δ− ». 

 

 



— 69 — 

Предположим, что аргумент x  при своем изменении переходит от 
значения 0x  к новому значению 1x . Величина 1 0x x−  называется при-
ращением аргумента и обозначается �x (читается дельта x). В соот-
ветствие с этим, функция ( )f x  изменит свое значение с 0( )f x  на 

0( )f x x+ Δ . 
Разность 0 0( ) ( )f x x f x+ Δ −  называется приращением функции в 

точке 0x , вызванным приращением аргумента ∆ x, обозначается ∆y. 
Используя введенные термины, можно дать другое равносильное 

определение непрерывности функции в точке. 
Функция ( )f x  называется непрерывной в точке 0x , если сколь 

угодно малому приращению аргумента в этой точке соответствует 
сколь угодно малое приращение функции, т. е. из условия ∆x→0 следу-
ет условие ∆y→0 (в самом деле, это означает ( ) ( )

0
0lim 0

x x
f x f x

→
− =⎡ ⎤⎣ ⎦ ). 

Непрерывность на множестве 

Функция ( )f x  непрерывна на множестве E , если она непрерывна 
в каждой точке этого множества. 

Односторонняя непрерывность 

Функция ( )f x  называется непрерывной в точке 0x  справа, если 
предел справа в точке 0x  равен значению функции в этой точке 

( ) ( )
0

00
lim

x x
f x f x

→ +
= . 

Функция ( )f x  называется непрерывной в точке 0x  слева, если пре-
дел слева в точке 0x  равен значению функции в этой точке 

( ) ( )
0

00
lim

x x
f x f x

→ +
= . 

Теорема-задача. Функция ( )f x  непрерывна в точке 0x  тогда и 
только тогда, когда она непрерывна в этой точке и справа и слева. 
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§ 16. ëÇéâëíÇÄ çÖèêÖêõÇçõï îìçäñàâ 

Общая характеристика свойств 

Общие свойства непрерывных функций вытекают из свойств 
функций, имеющих предел. В ряде случаев формулировка этих 
свойств может быть усилена за счет того, что при непрерывности зна-
чение предела имеет вид 0( )f x , а вместо проколотой окрестности 
точки 0x  выбирается ее обычная окрестность. 

Локальная ограниченность непрерывной функции 

Теорема 39. Если функция ( )f x  непрерывна в точке 0x , то она ог-
раничена в некоторой окрестности этой точки. 
Доказательство. Данное утверждение является прямым следстви-

ем теоремы о локальной ограниченности функции, имеющей предел. 

Свойство устойчивости 

Теорема 40. Пусть функция ( )f x  непрерывна в точке 0x  и 
0( )f x p< . Тогда найдется окрестность 0( )U x  точки 0x , в которой 

выполнено неравенство ( )f x p< . 
Доказательство. Эта теорема является следствием свойства устой-

чивости для функций, имеющих предел. Стоит лишь заметить, что в 
данном случае значение предела ( ) ( )

0
0lim

x x
f x f x

→
= . 

Непрерывность модуля функции 

Теорема 41. Если функция ( )f x  непрерывна в точке 0x , то функ-
ция | ( ) |f x  также непрерывна в точке 0x . 

Арифметические операции с непрерывными функциями 

Теорема 42. Если функции ( )f x  и ( )g x  непрерывны в точке 0x , то 
в точке 0x  непрерывны также функции ( ) ( )f x g xα β+ , ( ) ( )f x g x⋅  и 

( ) ( )f x g x  (последняя при дополнительном условии 0( ) 0g x ≠ ). 
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Непрерывность сложной функции 

Теорема 43. Пусть даны две функции ( ) :y g x X Y= →  и 
( ) :z f y Y Z= → . Если функция ( )g x  непрерывна в точке 0x , а функция 

( )f y  — в точке 0 0( )y g x= , то сложная функция ( ( )) :z f g x X Z= →  
непрерывна в точке 0x . 
Доказательство. Выберем любую последовательность }{ nx  точек 

nx X∈ , 0nx x→ . Нам надо проверить, что последовательность 
0( ( )) ( ( ))nf g x f g x→ . 

По условию непрерывности функции ( )g x  мы имеем 
0 0( ) ( )n ny g x g x y≡ → = , откуда по непрерывности функции ( )f y  полу-

чим 0( ) ( )nf y f y→ , что и требовалось. 

Непрерывность обратной функции 

Теорема 44. Пусть функция ( )y f x=  непрерывна и строго возрас-
тает на отрезке [ , ]a b . Тогда существует обратная функция 

1( )x f y−= , которая будет строго возрастающей и непрерывной на 
отрезке [ ( ), ( )]f a f b . 
Доказательство. Существование обратной функции 1( )x f y−=  бу-

дет доказано позднее. 

 
Убедимся в строгом возрастании обратной функции. Если это не 

так, найдутся точки 1 2y y<  такие, что 1 1
1 2( ) ( )f y f y− −≥ . Так как функ-

ция f  строго возрастает, мы получаем отсюда 1 1
1 2( ( )) ( ( ))f f y f f y− −≥ , 

т. е. 1 2y y≥ . Противоречие. 
Докажем теперь непрерывность функции 1( )x f y−=  в любой точке 

0 [ ( ), ( )]y f a f b∈ . Для этого выберем произвольную последовательность 

0 x 

y y=f(x) 
f(b) 

f(a) 

a b 

y0

x0 
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точек [ ( ), ( )]ny f a f b∈  с условием 0ny y→  и проверим, что соответст-
вующая последовательность значений 1( )n nx f y−≡  сходится к величи-
не 1

0 0( )x f y−= . Предполагая противное, получим, что за пределами 
некоторой окрестности 0 0( , )x xδ δ− +  точки 0x  находится бесконечно 
много членов последовательности { }nx . Следовательно существует 
подпоследовательность { }

knx , члены которой удовлетворяют неравен-
ствам 0knx x δ≥ + , либо подпоследовательность { }

knx , члены которой 
удовлетворяют неравенствам 0knx x δ≤ − . 

В первом из этих случаев в силу монотонности имеем цепочку не-
равенств 0 0 0( ) ( ) ( )

k kn ny f x f x f x yδ= ≥ + > = . Аналогично во вто-

ром случае имеем ݕೖ ൌ ݂൫ݔೖ൯  ݂ሺݔ െ 5ሻ ൏ ݂ሺݔሻ ൌ  . В любомݕ

случае подчеркнутое противоречит сходимости 0kny y→  при k →∞ . 

§ 17. çÖèêÖêõÇçéëíú ùãÖåÖçíÄêçõï îìçäñàâ 

Если функция определена и элементарна на некотором интервале 
( , )a b , то она непрерывна на этом интервале. 

§ 18. íéóäà êÄáêõÇÄ à àï äãÄëëàîàäÄñàü 

Определение 1. Будем говорить, что функция ƒ(x) имеет разрыв в 
точке 0 Nx ∈ , если ƒ(x) не имеет конечного предела в точке x0 либо 
конечный предел в точке x0 существует, но не совпадает со значением 
функции в этой точке, т. е. ( ) ( )

0
0lim

x x
f x f x

→
≠ . 

Определение 2. Если в точке разрыва x0 существует ( )
0 0

lim
x x

f x A
−→

=  и 

существует ( )
0 0

lim
x x

f x B
+→

=  (A≠B), то разрыв функции называется раз-

рывом первого рода (B-A — скачок функции ƒ(x) в точке x0).  
К разрывам первого рода относятся так называемые устранимые 

разрывы, а именно, если ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
− +→ →

= ≠ , то разрыв уст-
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раним в том смысле, что достаточно изменить значение функции в 
точке x0, положив ( ) ( )

0
0lim

x x
f x f x

→
= , и функция станет непрерывной. 

Пример 20. Функция ( ) sin xf x
x

=  в точке x=0 не определена, но из-

вестно, что 
0

sinlim 1
x

x
x→

= . Если мы дополнительно примем, что ƒ(0)=1, 

то функция ƒ(x) окажется непрерывной в точке x0. 
Определение 3. Если хотя бы один из пределов ƒ(x0-0) и ƒ(x0+0) не 

существует или бесконечен, то точка x0 называется точкой разрыва 
второго рода функции ƒ(x). 
Пример 21. Рассмотрим приведенную на рисунке функцию. 

 
 
В точке а функция непрерывна справа, т. к. ƒ(а+0) = ƒ(а). 
В точке x1 функция непрерывна, т. к. ( ) ( )

1
1lim

x x
f x f x

→
= . 

В точке x2 функция имеет разрыв первого рода, т. к. ƒ(x2–0)= 
=ƒ(x2)≠ƒ(x2+0), но непрерывность слева имеет место. 

В точке x3 функция имеет устранимый разрыв первого рода, т. к. 
существует ( ) ( )

3
3lim

x x
f x f x

→
≠ . 

В точке x4 функция имеет разрыв второго рода, т. к. 
4 0

lim ( )
x x

f x
→ −

= −∞ , 

4 0
lim ( )

x x
f x

→ +
= +∞ . 

В точке x4 функция имеет разрыв второго рода. Положение, анало-
гичное точке x5, хотя и существует ƒ(x5). 

a x1 x2 x3 
x4 

ƒ(x5) 
x5 x6 x7 b 

x 

  y 



— 74 — 

В точке x7 функция не определена, однако предел функции в этой 
точке существует и конечен. Приняв этот предел за значение ƒ(x7), 
получим функцию, доопределенную и непрерывную в точке x7. 

В точке b функция непрерывна слева, т. к. ƒ(b-0) = ƒ(b). 
Замечание 3. Все элементарные функции непрерывны в областях 

их существования.  

§ 19. ëÇéâëíÇÄ çÖèêÖêõÇçõï îìçäñàâ çÄ éíêÖáäÖ 

Теорема Вейерштрасса  
Функция, непрерывная в замкнутом интервале, достигает на 

этом интервале, по меньшей мере, один раз наибольшого и наимень-
шого значений. Пусть ƒ(x) непрерывна на [a, b]. Теорема утверждает 
существование в [a, b] по меньшей мере одной точки 1ε , ( 1ε∈[a, b]) и 
по меньшей мере одной такой точки 2ε  ( 1ε∈[a, b]) таких, что ƒ(x)≤ƒ( 1ε ) 
и ƒ(x)≥ƒ( 2ε ) для всех x∈[a, b]. 

 
Контрпример. Теорема становится, вообще говоря, неверной, если 

отрезок заменить интервалом. В самом деле, например, функция y=x 
непрерывна в любом открытом интервале (а, b), но не достигает в нем 
ни наибольшего ни наименьшего значений: она достигает этих значе-
ний как раз на концах отрезка, но они исключены. 

Теорема Больцано–Коши (первая)  

Функция, непрерывная в замкнутом интервале и принимающая на 
концах этого интервала значения разных знаков, по меньшей мере 
один раз обращается в нуль внутри интервала. 

2ε
2ε

b 
1εa x

 y 

0 
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Допустим, что y = ƒ(x) непрерывна на [a, b], и что ƒ(а) < 0, а ƒ(b) > 0 
(или ƒ(а)>0 и ƒ(b)<0). Теорема утверждает существование по меньшей 
мере одной такой точки ξ, a < ξ < b, ƒ(ξ) = 0. 

Геометрически это означает, что непрерывная кривая при переходе 
с одной полуплоскости на другую по отношению к Оx непременно 
пересекает эту ось. 

 

Теорема Больцано–Коши (вторая) 

Функция, непрерывная в замкнутом интервале, принимает внутри 
интервала по меньшей мере один раз любое значение, заключенное 
между ее значениями на концах интервала. 

Пусть ƒ(а) = m, ƒ(b) = M. Возьмем какое-нибудь число η m < η < M. 
Теорема утверждает существование в [a, b] по меньшей мере одной 
такой точки  ( )a bξ ξ< < , что ƒ(ξ)=η. 

 
Геометрически это означает, что любая прямая y = η, проходящая 

между m и M, пересечет по меньшей мере один раз кривую ƒ(x).  

 y 

M 

m 

0 

η 

x ξ1 ξ2 

a b 
x 0 

ƒ(a) 

ƒ(b) 

ξ

 y 
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Абсцисса точки пересечения и будет тем значением x = ξ, при кото-
ром ƒ(ξ) = η. Другими словами, непрерывная функция, переходя от 
одного своего значения к другому, обязательно проходит через все 
промежуточные значения. 

íàèéÇõÖ áÄÑÄóà à ÄãÉéêàíåõ àï êÖòÖçàü  

Пример 22. Пользуясь определением предела функции в точке, до-
казать, что функция ƒ(x) = 2 3 1x x− −  имеет в точке x = 2 предел, рав-
ный –3, т. е. ( )2

2
lim 3 1 3
x

x x
→

− − = − . 

Решение. Этот пример проще решить, используя определение пре-
дела функции «на языке последовательностей». Пусть { } 1n n

x ∞

=  — 
произвольная последовательность значений x, сходящихся к 2, т. е.  

nx →2. Тогда, применив теорему о пределе произведения, получим  
( )2

2 2

2

lim lim 2 2 4

lim 3 3 2 6
n n

n

n n nx x

nx

x x x

x
→ →

→

= ⋅ = ⋅ =

= ⋅ =

,
 

По теореме о пределе суммы и разности получим: 
( )2

2 2
lim ( ) lim 3 1 4 6 1 3

n n
n n nx x

f x x x
→ →

= − − = − − = − .
 

Поскольку последовательность { } 1n n
x ∞

=
 выбиралась произвольной 

(с одним лишь требованием, чтобы nx →2), на основании определения 
предела функции заключаем, что ( )2

2
lim 3 1 3
x

x x
→

− − = − . 

Пример 23. Найти предел последовательности 
4 3

4 2

3 1lim
3 2 1n

n n
n n→∞

+ +
− +

. 

Решение. Здесь числитель 4 3 43 1n n n+ + ≈ , т. к. 4n  — главный член  
в сумме, относительно которого другие слагаемые бесконечно малы  
( n →∞ ). Аналогично, знаменатель — 4 2 43 2 1 3n n n− + ≈ . Поэтому 

4 3 4

4 2 4

3 1 1lim lim
3 2 1 3 3n n

n n n
n n n→∞ →∞

+ +
= =

− +
. 

Пример 24. Найти предел функции ( ) 2
1

0
lim cos x
x

x
→

. 

. 
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Решение. ( ) ( )
21/

2
0

1 ln cos
20 0

ln coslimlim cos lim
x

x
x

x
x x

xx
xe e →

→ →
= = . Вычислим предел 

в показателе экспоненты 

[ ]2 20 0

ln cos ln(1 (cos 1))lim lim ln(1 (cos 1)) cos 1, т.к. cos 1 0
x x

x x x x x
x x→ →

+ −
= = + − ≈ − − → =  

20

cos 1 1lim , 
2x

x
x→

−
= = − т. к. .  

Итак, окончательный ответ ( ) 2
1

1/ 2

0
lim cos x
x

x e−

→
= . 

Пример 25. Найти предел функции 2lim ( 1 )
x

x x x
→+∞

+ − . 
Решение.

1 2
2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 1 1lim ( 1 ) lim 1 1 lim 1 1 lim
2 2x x x x

x x x x x x
x x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = + − = + − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

т. к. 
1 2

2 2

1 1 11 1
2x x

⎛ ⎞+ − ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

êÖáûåÖ 

Рассмотрены предел последовательности и его свойства, предел 
функции и методы его вычисления, а также нахождение асимптот 
функции, исследование функции с помощью основных теорем о не-
прерывных функциях. 
  

2

1 cos
2
xx− ≈
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ÉÎ‡‚‡ 3. ÑàîîÖêÖçñàÄãúçéÖ àëóàëãÖçàÖ 
îìçäñàâ éÑçéâ èÖêÖåÖççéâ 

Геометрия — правительница всех мысленных изысканий. 
М. В. Ломоносов 

Цели и задачи 
Сформировать представление о понятиях производной, дифферен-

цируемости, дифференциала и их геометрической интерпретации. 
Знать формулы дифференцирования арифметических операций, 

сложной и обратной функции, основные теоремы дифференциального 
исчисления (Ферма, Роля, Лагранжа, Коши), формулу Тейлора с оста-
точным членом в различных формах. 

Уметь находить производные от функций любой сложности, про-
водить полное исследование функций и строить эскизы графиков, на-
ходить пределы с помощью правил Бернулли–Лопиталя и формулы 
Тейлора. 

§ 1. èêéàáÇéÑçÄü 

Основные определения 

Пусть y = ƒ(x) — функция, определенная на множестве Е и пусть  
0x ∈ Е точка сгущения множества Е. 
Определение 1. Производной функции y=ƒ(x) в точке 0x  называет-

ся предел отношения приращения функции в этой точке к вызвавше-
му его приращению аргумента при условии, что последнее стремится 

к нулю, т. е. 0
0 0

( ) ( )lim lim
x x

y f x x f x
x xΔ → Δ →

Δ + Δ −
=

Δ Δ
. 

Важнейшие частные случаи данного понятия: 
1) Е=[ 0x , а). 
В этом случае 0( )Ef x′  называется производной справа и обозначает-

ся 0( )f x+′ . 
2) Е=(а, 0x ] . 

0( )Ef x′  называется производной слева и обозначается 0( )f x−′ . 
3) Е = (а, b), 0x ∈ (а, b). 
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Производная берется по полной окрестности точки 0x , обозначает-
ся 0( )f x′  и называется просто производной без указания множества, 
по которому она берется. 

Обозначения: 

1) dy
dx

 или 0( )df x
dx

 (Лейбниц); 

2) y′  или 0( )f x′  (Лагранж); 
3) Dy или D�( 0x ) (Коши); 
4) y�  или y� ( 0x ) (Ньютон). 

Геометрический смысл производной 
Определение 2. Прямая МP называется ка-

сательной к кривой l в точке М, если угол α  
между ней и секущей стремится к нулю при не-
ограниченном приближении по кривой точки N 
к точке M. 
Теорема 1. Производная функции f (x) в дан-

ной точке 0x  геометрически представляет со-
бой угловой коэффициент касательной к кривой 
y= f (x) в точке ( 0x , f ( 0x )), т. е. тангенс угла между касательной и 
положительным направлением оси Ox. 
Доказательство. Пусть в точке 0x  существует ƒ( 0x ). Дадим значе-

нию аргумента 0x  приращение ∆ x и обозначим через N точку  
( 0x , +∆x, ƒ( 0x +∆ x)). Секущая MN образует с положительным направ-

лением оси Ox некоторый угол β. Как видно из чертежа, tg y
x

β Δ
=
Δ

, 

или arctg y
x

β Δ
=

Δ
. Если устремить ∆ x→0, то на графике произойдет 

следующее:  
1) точка N будет неограниченно приближаться к точке M, двигаясь 

по кривой y = ƒ(x);  
2) секущая MN будет поворачиваться вокруг точки M;  
3) соответственно будет изменяться и угол β. Так как по условию 

ƒ( 0x ) существует, то в силу непрерывности функции arctg x, можно 

записать 00 0
lim arctg arctg lim arctg ( )
x x

y y f x
x xΔ → Δ →

Δ Δ⎛ ⎞ ′= =⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
. Но тогда существует 
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предел 00
lim arctg ( )

x
f xβ

Δ →
′= , т. е. предельное значение угла β, которое 

обозначим через α. Таким образом, 0arctg ( )f x α′ =  или 0( ) tg f x α′ = . 

 

Вычисление производных основных элементарных функций 
1) Пусть y = C = const, тогда ∆y = 0 и для всех ∆x≠0 будет выпол-

няться y
x

Δ
Δ

=0. Следовательно, y′= 0. 

2) Степенная функция y = xμ , μ ∈ R. Придадим некоторому значе-
нию x приращение ∆ x, тогда соответствующее приращение функции y 
представится в виде: 

∆y=( )x x xμ μ+ Δ − . ( )
0 0

lim lim
x x

x x xy
x x

μ μ

Δ → Δ →

+ Δ −Δ
= =

Δ Δ
1

0

1 1
lim
x

x
xx x
x

μ

μ−

Δ →

Δ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ =

Δ

 

= 1 1

0
lim
x

x
xx xx

x

μ μ
μ

μ− −

Δ →

Δ
⋅

= ⋅
Δ

. Получаем, что ( ) 1'y x xμ μμ −′
= = . 

3) Показательная функция y= xa , где 0 1a< ≠ . Представим эту функ-

цию в виде lnx ay e= . Тогда 
( ) ln ln

ln

0 0
lim lim

x x a x a
x a

x x

e ey e
x

+Δ

Δ → Δ →

−′ = =
Δ

ln 1x ae
x

Δ −
=

Δ
ln ln

0

lnlim ln ln .x a x a x

x

x ae e a a a
xΔ →

Δ
= = =

Δ
 

Таким образом, ( )' lnx xy a a a
′

= = . В частности, если xy e= , то xy e′ = . 

4) Логарифмическая функция: logay x= , где 0<a�1. 
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0 0

log ( ) loglim lim a a
x x

y x x x
x xΔ → Δ →

Δ + Δ −
= =

Δ Δ 0

log 1
1 lim

a

x

x
x

xx
x

Δ →

Δ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠ =
Δ

обозначим ,если 0, то 0x x
x

ε εΔ⎛ ⎞= Δ → →⎜ ⎟
⎝ ⎠ 0

1 log (1 )lim a
xx

ε
εΔ →

+
= =

0

1 ln(1 ) 1 1 1lim
ln ln lnxx a x a x a

ε
εΔ →

+
= = =

⋅
. То есть ( ) l' log

lnay x
x a

′
= = . В частно-

сти, ( ) 1ln .x
x

′ =  

5) Пусть y=sin x. 

( )
0 0

sin cossin sin 2 2lim lim

2
x x

x xxx x x
y xxΔ → Δ →

Δ Δ⎛ ⎞+⎜ ⎟+ Δ − ⎝ ⎠′ = =
ΔΔ

. Так как функция 

cosx  непрерывна и 
0

sinlim 1
x

x
xΔ →

= , то получаем (sin ) ' cosy x x′ = = . 

Аналогичными рассуждениями устанавливаем, что ( )cos sinx x′ = − . 

6) y = tg x.  ( )
0

tg  
lim
x

x x tg x
y

xΔ →

+ Δ −
′ = =

Δ

( )
( )

0

sin sin
cos cos

lim
x

x x x
x x x

xΔ →

+ Δ
−

+ Δ
=

Δ  

= ( ) ( )
( )0

sin cos sin cos
lim

cos cosx

x x x x x x
x x x xΔ →

+ Δ − + Δ
=

Δ + Δ

= 
( ) ( )

( )0

1 1sin sin sin sin
2 2lim

cos cosx

x x x x x x

x x x xΔ →

+ Δ + Δ − + Δ − Δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
=

Δ + Δ

= 
( )0

sin 1lim
cos cosx

x
x x x xΔ →

Δ
⋅ =

Δ + Δ
2

2

1 sec .
cos

x
x
=   

Итак, 2

1(tg ) '
cos

y x
x

′ = = . Подобным образом можно установить, что 

2

1(ctg ) '
sin

y x
x

′ = = − . 
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Производная обратной функции 

Пусть дана функция ( )y f x= и 0 0
( ) lim

x

yf x
xΔ →

Δ′ =
Δ

.  

x = g(y) — обратная функция. 
Пусть l линия является графиком функции y = f(x), тогда 

0tg ( )f xα ′= , уравнение линии l можно записать также в виде x = g(y). 
Производная этой функции по переменной y равна угловому коэффи-
циенту той же касательной, но уже относительно Oy, т. е. 0( ) tg g y β′ = , 

но 
2
πα β+ = , значит 1tg ctg

tg
β α

α
= = , отсюда 0

0

1( )
( )

g y
f x

′ =
′

. 

 

 
 
Теорема 2. Пусть y = f(x) — функция, определенная на (a, b) и 

удовлетворяющая условиям: 
а) в точке х0 ∈ (а, b) существует f'(x0)≠ 0; 
б) существует обратная к f (x) функция x=g(y), непрерывная в 

точке 0 0( )y f x= . 
Тогда для обратной функции x=g(y) существует производная в 

точке 0y , причем 0
0

1( )
( )

g y
f x

′ =
′

. 

Доказательство. Зададим значению 0y  произвольное приращение 
∆ y. Тогда функция x=g(y) получит приращение ∆ х. Заметим, что 

α
β

  0y  0x

0y

0x  

l 

  0 

  y 

x 
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0yΔ ≠  и 0xΔ ≠ , т. к. функция f(x) определена однозначно 1x
yy
x

Δ
=
ΔΔ
Δ

, ес-

ли теперь устремить 0yΔ → , то в силу непрерывности x=g(y) в точке 

0x , будем иметь 0xΔ → , поэтому 0 0 0
0

1 1( ) lim lim
( )x x

xg y yy f x
x

Δ → Δ →

Δ′ = = =
Δ ′Δ
Δ

. 

В качестве примера найдем производные обратных тригонометри-
ческих функций: 

y=arcsin x, ( 1,1)x∈ − . Она будет обратной для функции x=sin y, рас-

сматриваемой на ;
2 2
π π⎛ ⎞− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. На этом промежутке cos 0yx y′ = ≠ , следо-

вательно ( )
2 2

1 1 1arcsin  
cos 1 sin 1

x
y y x

′ = = =
− −

 (-1<x<1), т. е. 

( )
2

1arcsin
1

x
x

′ =
−

. Перед корнем берем знак +, потому что cos y>0 на 

интервале ;
2 2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Функция y=arctg x определена на ( );−∞ +∞  и является обратной для 

функции x=tg y. Так как 2
2

1 sec 0
cosyx y

y
′ = = ≠  на ;

2 2
π π⎛ ⎞− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, то 

( ) 2 2 2

1 1 1arctg 
sec 1 1

x
y tg y x

′ = = =
+ +

 ( )x−∞ < < ∞ , т. е. ( ) 2

1arctg 
1

x
x

′ =
+

. 

Аналогично устанавливается, что  

( )
2

1arccos
1

x
x

′ = −
−

 ( )1 1x− < < ; 

( ) 2

1arcctg 
1

x
x

′ = −
+

 ( )x−∞ < < ∞ . 

Поскольку логарифмическая и показательная функция являются 
взаимно обратными, то, зная одну из них, легко получить производ-
ную другой.  

Например, производная показательной функции xy a= , может быть 

получена следующим образом: ( )
( )

1 1 ln ln1log
ln

x x

a

a y a a a
y

y a

′
= = = =′ .
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Таблица производных 
Подводя итог наших вычислений, приходим к следующей таблице 

производных. Ее необходимо выучит наизусть. 
 

1) 0С′ = ; 8) (cos ) sinx x′ = ; 

2) 1( )x xμ μμ −′ = ; 9) 2

1(tg )
cos

x
x

′ = ; 

3) ( ) lnx xa a a′ = ; 10) 2

1(сtg )
sin

x
x

′ = − ; 

4) ( )x xe e′ = ; 11) 
2

1(arcsin )
1

x
x

′ =
−

; 

5) 
1(log )
lna x

x a
= ; 12) 

2

1(arccos )
1

x
x

′ = −
−

; 

6) 
1(ln )x
x

′ = ; 13) 2

1(arctg )
1

x
x

′ =
+

; 

7) (sin ) cosx x′ = ; 14) 2

1(arcctg )
1

x
x

′ = −
+

. 

Дифференцируемость и непрерывность

 Теорема 3. Пусть y = f(x) — функция, определенная на множестве 
Е, и пусть 0x E∈  — точка сгущения Е, тогда если существует ( )0Ef x′ , 
то f(x) непрерывна в точке 0x . 
Доказательство. Так как y = ƒ(x) дифференцируема в 0x  по мно-

жеству Е, то существует конечный предел 
0

0

0

( ) ( )lim
x x
x E

f x f x
x x→

∈

−
−

, поэтому 

необходимо 0( ) ( ) 0f x f x− →  при 0x x− →0, т. е. ƒ(x)→ƒ( 0x ) при x→ 0x . 
Обратное утверждение, вообще говоря, неверно, т. е. не всякая не-

прерывная функция является дифференцируемой.  
 

Пусть y x= . В точке x = 0. Эта функция 
непрерывна, т. к. 

0
lim ( ) (0) 0
x

f x f
→

= = , однако 

производной в этой точке не существует. 
x 

y 

0 
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Действительно, ( ) (0)
0

xf x f
x x
−

=
−

. Найдем односторонние пределы 

0 0 0 0
lim lim 1

x x

x x
x x→ − → −
= − = − , 

0 0 0 0
lim lim 1

x x

x x
x x→ + → +
= = .  

Следовательно, 
0 0

( ) (0)lim
0x

f x f
x→ +

−
−  

не существует. 

Пример 1. Приведем пример функции, непрерывной в точке x = 0, 
но не имеющей ни правой, ни левой производной в этой точке. Дана 

функция 1siny x
x

= . Доопределим ее по непрерывности в нуле, поло-

жив y = ƒ(x), ƒ(0)=0. 

 
1( ) sin  ,  при  0

 
(0) 0

f x x x
x

f

⎧ = ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

 

( )
1sin 00 (0) 1sin

xf x ff x
x x x x

Δ −+ Δ −Δ Δ= = =
Δ Δ Δ Δ

. 

Но при 0xΔ →  величина 
1sin
xΔ

 не стремится ни к какому пределу. 

Простейшие правила вычисления производных 

Теорема 4. Пусть ƒ и g — две функции, имеющие производные в 
точке 0x , и c = const (постоянная). Тогда в точке 0x : 

   y

x
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1) 0c′ = ; 3) ( )f g f g′ ′ ′± = ± ; 

2) ( )cf cf′ ′= ; 4) ( )fg f g fg′ ′ ′= + ; 
 

 и если g( 0x ) 0≠ , то  

5) 2

1 g
g g

′
′⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  6) 2

f f g g f
g g

′
′ ′⎛ ⎞ −

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Доказательство. Докажем, например, (6). Остальные доказывают-
ся аналогично. Придадим значению 0x  приращение ∆ x. Тогда функ-
ции ƒ и g получат приращения соответственно ∆ f  и gΔ . Имеем 

( ) ( )
f f f fg g f gf gf g f f gy
g f g g g g g g g
+ Δ + Δ − −Δ Δ − Δ

Δ = − = =
+ Δ + Δ + Δ

. 

Разделим обе части равенства на ∆ x. Получим: 

( )

f gg ff x x
g g g g

Δ Δ
−Δ Δ Δ=

Δ + Δ
 (*). Перейдем к пределу при xΔ →0. 

По условию существуют 
0

lim
x

f f
xΔ →

Δ ′=
Δ

 и 
0

lim
x

g g
xΔ →

Δ ′=
Δ

. 

Из существования g′следует непрерывность g, т. е. 0gΔ →  при 
0xΔ → . Следовательно, существует предел всей правой части (*), но 

тогда существует предел и левой части. Получим: 

( )
0 0

20
0

lim lim
lim

lim
x x

x
x

f gg fy gf fgx x
x g g g g

Δ → Δ →

Δ →
Δ →

Δ Δ− ′ ′Δ −Δ Δ= =
Δ + Δ

, т. е. 2

f f g g f
g g

′
′ ′⎛ ⎞ −

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Дифференцирование сложной функции  
(композиции функций) 

Пусть y = f (x) и u = g(x) — функции, определенные на интервалах 
(c, d) и (a, b) соответственно. Существует сложная функция y = f(g(x)) 
(композиция h f g= D ) и справедлива следующая теорема: 
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Теорема 5. Производная сложной функции равна производной за-
данной функции по промежуточному аргументу, умноженной на 
производную этого аргумента по независимой переменной. 
Доказательство. Пусть y = f(u), u = g(x). Докажем, что  

. 
Зададим переменной x приращение xΔ . Оно влечет приращение yΔ  

промежуточного аргумента u = g(x), которое приведет к изменению 
функции на некоторую величину yΔ . Для нахождения производной 

y′  нужно найти 
0

lim
x

y
xΔ →

Δ
Δ

. Допустим, что при всех достаточно малых xΔ  

приращение yΔ 0≠ , тогда отношение y
x

Δ
Δ

 можно представить в виде: 

y y u
x u x

Δ Δ Δ
= ⋅

Δ Δ Δ
. Но тогда:

0 0 0
lim lim lim
x u x

y y u
x u xΔ → Δ → Δ →

Δ Δ Δ
= ⋅

Δ Δ Δ
 ( 0uΔ →  при 0xΔ → , 

ибо u=g(x) — функция непрерывная). Теперь, т. к. 
0

lim ( )
u

y f u
uΔ →

Δ ′=
Δ

 и 

0
lim ( )
x

u g x
xΔ →

Δ
=

Δ
, мы приходим к доказываемой формуле. 

Предположим теперь, что цепочка состоит не из двух, а из трех 
функций: y = f(u), u = g(v), v = ( )xψ , согласно доказанному правилу 
имеем: ( )y f u u′ ′ ′= , где u′  — производная от u, рассматриваемая как 
функция независимой переменной x. По тому же правилу: 

( ) ( ) ( )u g v v g v xψ′ ′ ′ ′ ′= = ⋅ ⇒ ( ) ( ) ( )y f u g v xψ′ ′ ′ ′= ⋅ . 
Таким же образом выводится формула и для любого числа проме-

жуточных аргументов. 

Пример 2. 
1001y x

x
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Произведем замену: 1u x
x

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

( )100y u
′

′ = ; 
99 99

99
2

1 1 1 1100 100 1 100 1 1y u u x
x x x x

′
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= ⋅ = + ⋅ + = + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

( )y f u u′ ′ ′= =
( ) ( )f u g x′ ′=
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Пример 3. ( )
( )

322

22

1 1

1 1

x
y

x

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥=
⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

. Выделим промежуточные аргументы 

следующим образом: 3y u= , 1
1

vu
v

−
=

+
, 2v w= , 21w x= − . 

Находим производную, применив правило: 
3 2

2

2( ) 3 2 ( 2 )
(1 )

vy u u v w u w x
v

⎛ ⎞−′ ′ ′ ′ ′= = ⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟+⎝ ⎠
, подставляя вместо w, v, u их 

выражения через x, получаем  

. 
Пример 4. Очень важный пример. 
а) Пусть [ ] ( )( ) ( ) v xy x u x= , логарифмируем ln ( ) ( )ln[ ( )]y x v x u x= , тогда  

по правилу (4) получаем: [ ] [ ]
1( ) ( )ln ( ) ( ) ( )
( )

y x v x u x v x u x
u x

′ ′ ′= + ⇒

[ ] [ ]
( ) ( )( ) ( ) ( ) ln ( )

( )
v x u xy x y x v x u x

u x
⎛ ⎞′

′ ′= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Подставив вместо ( )y x  исходную 

функцию, имеем: lnv uy u v u v
u
′⎛ ⎞′ ′= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 или окончательно: 

1lnv vy u v v u vu−′ ′ ′= + . 
б) Пусть sincos xy x= . Применим формулу, полученную выше: 

( )sin sin 1cos ln cos cos sin cos sinx xy x x x x x x−′ = ⋅ + ⋅ − . 

§ 2. ÑàîîÖêÖçñàÄã 

Наводящие соображения 

Пусть y = f(x) непрерывна в точке 0x , тогда если приращение 
0 0x x xΔ = − → , то приращение ( ) 0( ) 0f f x f xΔ = − → . Выберем xΔ бес-

конечно малой величиной, тогда бесконечно малая fΔ  допускает вы-
деление главной части относительно xΔ , т. е. ( )~ kf c xΔ Δ , где c = const, 
k>0. Предположим еще, что главная часть линейна относительно xΔ , 

22 2

2 2 2 2 2

1 (1 ) 23 2
1 (1 ) [1 (1 ) ]

xy
x x

⎡ ⎤− − −′ = ⋅ ⋅⎢ ⎥+ − + −⎣ ⎦
22(1 ) ( 2 )x x⋅ − ⋅ −
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т. е. ( )~f c xΔ Δ , 0xΔ >  (линейность означает, что k = 1). Величина 
( )c xΔ  при 0xΔ →  является главной линейной частью приращения 

функции и называется дифференциалом функции ( )f x . 
Определение 3. Пусть y = f(x) — функция, заданная на интервале  

(a, b). Предположим, что для точки х0∈(a, b) выполнено  

( )( )0f A x o x xΔ = Δ + Δ Δ → ,  (1) 

тогда величина ( )0A x A x xΔ = −  называется дифференциалом функции 
( )f x  в точке 0x  и обозначается dy или ( )0df x .  
Дифференциал аргумента dx по определению равняется ∆x. 

dx=∆x. 
Пример 5. Найдем дифференциал функции 3y x=  в точке 0x .  

∆x — бесконечно малая, 0 0x ≠ ,  
2 2 33 3x x x x xΔ + Δ + Δ , 23dy y x x x′= Δ = Δ . 

Теорема 6. Если приращение функции y = f(x) представимо в виде:  
(1) ( )f A x o xΔ = Δ + Δ  при 0xΔ → ,  
то функция f(x) дифференцируема в точке 0x  и  
(2) ( ) ( )0 0'df x f x dx= , где dx x= Δ . 
Обратно. Если функция y=f(x) дифференцируема в точке 0x  (имеет 

производную), то ее приращение представимо в виде (1). 

Геометрический смысл дифференциала 

Как известно, ( )0f x′  есть угловой коэффициент касательной PQ к 

кривой f(x) в точке ( 0x , f( 0x )) следовательно, 0( ) tg BDf x
x

α′ = =
Δ

. С дру-

гой стороны, ( )0dy f x x′= Δ , значит dy BD= . 
Таким образом, если изменять аргумент от некоторого значения 0x  

к значению 0x + xΔ , то дифференциал функции геометрически пред-
ставит собой приращение ординаты касательной PQ, в то время как 
приращение функции y BCΔ =  есть приращение ординаты самой кри-
вой ( )y f x= . Так как x dxΔ = , то выражение дифференциала функции 
можно представить в окончательном виде. 

( )3 3 3 23y x x x x x xΔ = + Δ − = + Δ +
2 3 33x x x x+ Δ + Δ − =
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( ) ( ) dydy f x dx f x
dx

′ ′= ⇒ = , т. е. производную можно рассматривать и 

как частное от деления дифференциала функции на дифференциал ар-
гумента. 

Инвариантность формы дифференциала 

Пусть y = f(u) и u = g(x) — функции, определенные таким образом, 
что существует сложная функция y = f[g(x)]. Предположим, что су-
ществуют производные ( )f u′  и ( )g x′ , тогда сложная функция также 
дифференцируема, и ее производная вычисляется по формуле: 

( ) ( ) ( ) ( ).dy f u g x f g x g x
dx

′ ′ ′= = ⎡ ⎤⎣ ⎦  

Найдем дифференциал двумя способами: 
а) [ ( )] ( )dy f g x g x dx′ ′= ; 
б) ( )dy f u du′= . 
Подставляя в (б) ( )du g x dx′= , получим [ ( )] ( )du f g x g x dx′ ′= . Пришли 

к выражению из (а). 
Мы всегда имеем право писать дифференциал в форме (б) незави-

симо от того, будет ли u независимой переменной или зависимой. 
Разница лишь в том, что если за независимую переменную выбрать x, 
то du означает не произвольное приращение ∆u, а дифференциал u 
как функции g(x). 

Это свойство называется инвариантностью формы дифферен-
циала. 

y 

0x x+ Δ0x  0 x 

  B A 

  P 

  D 

  α

 dy

  QС 
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Пример 6. Пусть u и v — дифференцируемые функции от x. Найти 

дифференциал функции arctg uy
v

= . 

Используя свойство инвариантности дифференциала, находим: 

2 2 2 2 2

1 1(arctg ) .
1 1

u u vdu udv vdu udvdy d d
v v v u vu u

v v

− −⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Приближенные вычисления  
с помощью дифференциала 

Пусть y=f(x) имеет производную в точке 0x , т. е. существует ( )0 .f x′  
Тогда если 0x x x− = Δ , то 0( ) ( )f f x f xΔ = −  и ( )0 0( )df f x x x′= − . Так как 

f dfΔ ≈ , то ( )0 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x x x′− ≈ −  или ( )0 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x x x′≈ + − . 
Эта формула (формула малых приращений) дает возможность при-

ближенно заменять произвольную функцию, имеющую производную, 
линейной функцией. При этом точность при такой замене тем больше, 
чем ближе x к 0x . Геометрически эта замена означает, что участок 
кривой f(x) в окрестности точки 0 0( , ( ))x f x  заменяется отрезком каса-
тельной к кривой в этой точке ( )0 0y y k x x− = − , где 0 0( )y f x= , а угло-
вой коэффициент 0( )k f x′= . 

В частности, если 0x =0, то приближенная формула запишется в ви-
де ( ) (0) (0)f x f f x′≈ + . 

Подставляя вместо f(x) различные функции, получим, что для x, 
достаточно близких к нулю, sin x x≈ , tgx x≈ , 1xe x≈ + , ( )ln 1 x x+ ≈ , 

( )1 1mx mx+ ≈ + . 
Пример 7. Вычислить 3 1,02 . 
Рассмотрим функцию 3y x=  и вычислим ее производную в 0x =1 

2
3

(1) 1
1 1
3 xy x

−

=′ = = . По формуле малых приращений имеем 0,02xΔ =  

33 1 11 0,02 1 1 0,02 1,0066.
3 3

x+ ≈ + Δ = + =  

Пример 8. Найти приближенное значение sin 29°. 
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Рассмотрим функцию y=sin x. Ее производная в точке 
6

x π
=  равна 

3
2

, по формуле малых приращений получим 
180

x π⎛ ⎞Δ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠D

. 

3 1 3sin29 sin sin 0,484.
6 180 6 2 180 2 2 180
π π π π π⎛ ⎞= − ≈ − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

D . 
 

 

§ 3. èêéàáÇéÑçõÖ à ÑàîîÖêÖçñàÄãõ  
Çõëòàï èéêüÑäéÇ 

Определение 4. Производная от производной некоторой функции 
называется производной второго порядка или второй производной.

( )( ) ( )f x f x ′′′ ′= . Производные, начиная со второй, называются произ-
водными высших порядков. 

Общие формулы для производных любого порядка 

а)  ( )( )nmx ; 

( ) 1m mx mx −′
= ; ( ) ( )2 21m mx m m x −= − ; 

( ) ( ) ( )( )
1 .... 1

nm m nx m m m n x −= − − + . 

б) Пусть y = lnx. Найдем ( )ny . 

11y x
x

−′ = =  ; 

( ) ( )
( 1)( 1) 1( ) 1 ( 1) ( 1)!( 1)( 2)...( 1) 1 ( 1)!
nn nn n n

n

ny x n x n x
x

−− −− − − − −
= = − − − + = − − = . 

в) xy a=  lnxy a a′ =  2lnxy a a′′ = ; 
( ) lnn x ny a a= , в частности ( )( )nx xe e= . 

г) y=sin x найдем ( )ny ; 
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cos sin
2

y x x π⎛ ⎞′ = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

2sin sin
2

y x x π⎛ ⎞′′ = − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 3cos sin
2

y x x π⎛ ⎞′′′ = − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

( ) sin
2

n ny x π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

д) ( )( )cos cos
2

n nx x π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Формула Лейбница 

Покажем, что производную порядка n от произведения f g⋅  можно 
вычислить по формуле Лейбница: 

( ) ( )

0

n
n i n i i

n
i

fg C f g−

=

=∑ . 

( )fg f g g f′ ′ ′= + ;      ( )(2) 2f g f g f g g f f g f g f g fg′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′⋅ = + + + = + + . 
Полагая (0)f f= , можно записать: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( 1) ( 2) (2)

0

1
2!

n
n i n i i n n n

n
i

n n
fg C f g f g nf g f g− − −

=

−
′= = + + +∑

 
( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( )1 ... 1

... ...
!

n k k nn n n k
f g f g

k
−− − +

+ + + . 

Доказательство последней формулы проводится методом матема-
тической индукции. 

Замечание о дифференциале высших порядков 

Пусть y = f(x) — функция, определенная на интервале (а, b) и диф-
ференцируемая в каждой точке из (a; b), тогда ( )dy f x dx′= . 
Определение 5. Дифференциал от дифференциала функции y = f(x) 

в некоторой точке называется дифференциалом второго порядка и 
обозначается ( ) 2 ( )d dy d y= . Вообще, дифференциал от дифференциа-
ла (n-1)-го порядка называется дифференциалом n-го порядка и обо-
значается ( )nd y . При этом дифференциал независимой переменой 
рассматривается как постоянная. 
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( ) ( )2 2d y d dy y dx dx y dx′′ ′′= = =  ; 

( ) ( )( 1) ( 1) ( 1) ( )n n n n n nd y d d y y dx dx y dx− − − ′
= = = . 

Из этих выражений следует, что для любого n: ( )n n nd y y dx=  и 
( )

n
n

n

d yy
dx

= . Дифференциалы второго и более высоких порядков не об-

ладают инвариантностью формы, т. е. выражения ( )n n nd y y dx=  или 
( ) ( )

n
n

n

d yf x
dx

=  при n > 1 не обладают свойством инвариантности. 

В самом деле, пусть y = f(u) и u = g(x), тогда ( )udy f u du′= ; 
( )2 ( )ud y d f u du′= , здесь ( )du g x dx′= ; 

2 2 2( ) ( )uud y f u du f u d u′′ ′= + , здесь 2 2( )( )d u g x dx′′= . 

§ 4. éëçéÇçõÖ íÖéêÖåõ  
ÑàîîÖêÖçñàÄãúçéÉé àëóàëãÖçàü 

Определение 6. Пусть f(х) — функция, определенная на множестве 
Х. Будем говорить, что f(х) имеет локальный максимум (локальный 
минимум) в точке х∈х0, если существует такая δ-окрестность этой 
точки, для которой  

( )
00

0 0 ( )( )
( ) max ( )         ( ) min ( )

x O xx O x
f x f x f x f x

δδ ∈∈
= = . 

Локальный максимум и локальный минимум называют локальны-
ми экстремумами. 
Замечание 1. В отличие от локальных максимумов и минимумов 

максимум и минимум ко всему множеству называют глобальным  
и максимумом и минимумом. На представленном рисунке: 

 

Глобальный max равен 2 (в точке b). 
Локальный max равен 1 (в точке 0). 
Глобальный min равен -1 (в точке х0). 
Локальный min равен -1 (в точке х0). 

у1 
у2 

0 

х0 
-1 

 b x 

 y 



— 95 — 

Необходимое условие локального экстремума  
(теорема Ферма) 

Теорема 7. Пусть у = f (х) — функция, дифференцируемая на (a, b) 
и имеющая локальный экстремум в точке х∈(a, b), тогда ( ) 0f x′ = .  
Доказательство. Выберем окрестность 0 0( ; )U x xε ε= − +  точки х0, 

для которой 0( ) min ( )
x U

f x f x
∈

= , тогда для любого х∈U ⇒ f (х) – f(х0) ≥ 0, 

поэтому 0

0

( ) ( ) 0f x f x
x x
−

≥
−

 (1) при 
0

x U
x x
∈
≥

 и 0

0

( ) ( ) 0f x f x
x x
−

≤
−

 (2) при 
0

x U
x x
∈
≥

. 

Переходя к пределу в (1) при х→х0 и пользуясь теоремой о предель-
ном переходе в неравенствах, получаем, что 0( ) 0f x+′ ≥  (3), аналогично 
из (2) следует, что 0( ) 0f x−′ ≤  (4). Исходя из 0 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x− +′ ′ ′= = , а 
также пользуясь (3) и (4), получаем ( ) 0f x′ = . 

Аналогично рассуждаем, когда точка х0 — точка локального max.  
Контрпример 1. Функция у = |x| имеет в точке х = 0 min, однако 

производная в этой точке не существует. 
Контрпример 2. Функция у = x на [0,1] имеет экстремумы на кон-

цах отрезка, однако производные в этих точках не равны 0, т. е.  
в условиях теоремы Ферма круглые скобки нельзя заменить на квад-
ратные. 
Контрпример 3. у = х3 на (-1,1). 
Данная функция имеет в точке х0 = 0 производную, равную нулю, 

но не имеет локального экстремума. Таким образом, равенство нулю 
производной в точке является необходимым, но не достаточным 
условием локального экстремума. 

Теорема Ролля 

Пусть у = f (х), функция непрерывна на [a, b] и дифференцируема 
на (a, b), причем f (а) = f (b)=с, тогда существует точка ξ∈(a, b) 
такая, что '( ) 0f ξ = . 
Доказательство. Если f(х) = const, то для всех х∈[a, b] '( ) 0f x = , 

как производная от постоянной. В этом случае за точку ξ можно взять 
любую точку из (a, b). Пусть теперь f (х) ≠ const. Так как она непре-
рывна на замкнутом интервале [a, b], то принимает на этом отрезке 
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  a b  ξ2  ξ1   x

y 

наибольшее и наименьшее значения (теорема 
Вейерштрасса), причем хотя бы одно из них от-
лично от с. 

Рассмотрим два случая: 1) 
[ , ]

max ( )
x a b

f x C
∈

≠ ;
 

2) 
[ , ]

min ( )
x a b

f x C
∈

≠ . 

В первом случае существует точка ξ такая, что 
[ , ]

( ) max ( )
x a b

f f xξ
∈

= . 

Причем ξ не может совпадать с концами отрезка [a, b], и мы находим-
ся в условиях теоремы Ферма, поэтому ( ) 0f ξ′ = . Во втором случае 
доказательство аналогично. 

Геометрически теорема Ролля означает, что если непрерывная кри-
вая изображает дифференцируемую функцию, то между двумя точка-
ми, лежащими на одинаковой высоте, всегда имеется точка, в которой 
касательная параллелна оси Ох (таких точек может оказаться и не-
сколько). 
Контрпример. Данная функция принимает 

на концах отрезка равные значения, 
дифференцируема на (a, b), однако производ-
ная не равна 0 (нарушена непрерывность на 
замкнутом интервале (отрезке)). 
Следствие (теорема Лагранжа).  
Пусть у = f(х), функция непрерывна на [a, b] и дифференцируема 

на (a, b). Тогда существует точка ξ∈(a, b) такая, что 
( ) ( )( ) f b f af

b a
ξ −′ =

−
. 

Теорема Коши 

Пусть функции y = f (x) и y = g(x) непрерывны на [a, b] и дифферен-
цируемы на (a, b). Предположим, что для любого x ∈ (a, b) g′(x)≠ 0. 
Тогда g(a) ≠ g(b) и существует ξ ∈ (a, b) такая, что  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f b f a f
g b g a g

ξ
ξ
′−

=
′−

. 

Доказательство. Тот факт, что g(a)≠g(b) следует из теоремы Рол-
ля. Рассмотрим вспомогательную функцию ϕ(x)=kg(x)+c, где посто-
янные k и c выбраны так, чтобы ϕ(a)=f(a) ϕ(b)=f(b). 

a b ξ 

c 
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( ) ( ) ( )a f a kg a cϕ = = + ; ( ) ( ) ( )b f b kg b cϕ = = + ; ( ) ( )
( ) ( )

f a f bk
g a g b

−
=

−
. 

Тогда функция F(x) = f(x) – ϕ(x) удовлетворяет условию теоремы 
Ролля (на концах принимает значения, равные 0). 

Поэтому существует точка ( , )a bξ ∈  такая, что ( ) 0f ξ′ = , т. е.  
f′(ξ) – ϕ′(ξ)= f′(ξ)-kg′(ξ)=0. Подставляя вместо k соответствующее 
значение, получаем: 

( ) ( )'( ) '( ) 0
( ) ( )

f a f bf g
g a g b

ξ ξ−
− =

−
'( ) ( ) ( )            
'( ) ( ) ( )

f f a f b
g g a g b

ξ
ξ

−
⇒ =

−
,  

что и требовалось доказать. 
Замечание 2. Теорема Лагранжа является частным случаем теоре-

мы Коши, если положить g(x) = x. 

§ 5. êÄëäêõíàÖ çÖéèêÖÑÖãÖççéëíà  
èé èêÄÇàãì ÅÖêçìããà–ãéèàíÄãü 

Неопределенность вида 
0
0  

Теорема 8. Пусть y = f(x) и y = g(x) — функции, определенные на 
отрезке [a, b] и обладающие следующими свойствами: 

а) lim ( ) lim ( ) 0
x b x b

f x g x
→ →

= = ; 

б) для любого x∈[a, b) существуют f′(x) и g′(x), причем g′(x)≠ 0; 

в) существует конечный или бесконечный предел ( )lim
( )x b

f x k
g x→

′
=

′
. 

Тогда существует ( )lim
( )x b

f x k
g x→

= . 

Доказательство. Доопределим по непрерывности f (x) и g(x) в точ-
ке x = b, положив f (b) = g(b) = 0, тогда функции f и g непрерывны на 
[a, b]. Пользуясь теоремой Коши, применяя ее к [x, b], получаем 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f f a f b f
g g a g b g
ξ ξ
ξ ξ

′−
= =

′−
, где ξ ∈ (x, b) (*). При x→b и в силу свойства 

(в) и (*) получаем ( ) ( )lim lim
( ) ( )x

x
x b x

x

f x f k
g x gξ

ξ
ξ→ →

′
= =

′
. 
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Замечание 3. Из доказательства теоремы видно, что она остается 
справедливой и для полуинтервала (a, b]. 

Пример 9. 
22

20 0 0

1 1 1 coscoslim lim lim
sin 1 cos (1 cos )cosx x x

tgx x xx
x x x x x→ → →

−− −
= = =

− − −

20

1 coslim 2
cosx

x
x→

+
= = . 

Теорема 9. Пусть y = f(x) и y = g(x) — функции, определенные на 
промежутке [с, +∞) и обладающие на нем следующими свойствами: 

а) lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x g x
→+∞ →+∞

= = ; 

б) существуют конечные производные f '(x) и g'(x), причем  
g' (x)≠0; 

в) существует конечный или бесконечный предел '( )lim
'( )x

f x k
g x→+∞

= . 

Тогда существует ( )lim
( )x

f x k
g x→+∞

= . 

Доказательство. Рассмотрим функции 1
1( )f t f
t

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 1
1( )g t g
t

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

t ∈ 10,
c

⎛ ⎤
⎜ ⎥⎝ ⎦

 c ≠ 0 и c > 0. 

Тогда, очевидно, 
0

lim ( ) 0
t

f x
→

=  и 
0

lim ( ) 0
t

g x
→

= , 1 2

1 1'( ) ' 0g t g
t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

2
1

0 0 0
1

2

1 1 1' '
'( )lim lim lim

1 1 1'( ) ' '
t t t

f f
f t t t t k
g t g g

t t t
→ → →

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. Согласно теореме 8, можем 

заключить, что 1
0

1

( )lim
( )t

f t k
g t→

= , т. е. ( )lim
( )x

f x k
g x→+∞

= . 

Неопределенность вида 
∞
∞  

Теорема 10. Пусть y = f (x) и y = g(x) — функции, определенные на 
полуинтервале [a, b) и удовлетворяющие там условиям: 

а) lim ( )
x b

f x
→

= +∞  и lim ( )
x b

g x
→

= +∞ ;  



— 99 — 

б) для любого x∈ [a, b) существует f′ (x) и g′  (x), причем g′  (x) ≠ 0; 

в) существует конечный или бесконечный предел '( )lim
'( )x b

f x k
g x→

= . 

Тогда существует ( )lim
( )x b

f x k
g x→

= .
 

Другие виды неопределенности 

а) неопределенность вида 0⋅∞. 

Пример 10. 
0 0 0

1

1
lnlim ln ( 0) lim lim 01 1( )

x x x

x xx x

x x

α

α α

α
α

→+ →+ →+

+

⋅ > = = =
−

. 

б) неопределенность вида ∞–∞. 
Раскрывается после следующих преобразований: 

. 

Неопределенности вида 0⋅∞ и ∞–∞ легко преобразуются к неоп-

ределенности вида 0
0

 или ∞
∞

. 

Пример 11. Найти 
2

lim(sec )
x

x tgx
π→

− . 

При х → 
2
π  неопределенность [∞–∞] 

2 2

1 sin 1 sin 4 sin cossec lim lim 0
cos cos cos cos sinx x

x x x xx
x x x x xπ π→ →

− − −
= − = = = =

−
. 

Неопределенности вида 00, 1∞, ∞0. 
Раскрываются после предварительного логарифмирования. 

А=
2

1

0

sinlim
x

x

x
x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1∞). Преобразуем: 

2
1

2 20 0 0 0

sin cos 1lnsin 0 (lnsin ln )' sinln ln lim lim lim lim
0 ( ) ' 2

x

x x x x

x x
x x xx x xA

x x x x→ → → →

−−⎛ ⎞ ⎡ ⎤= = = = =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦  

20

1 cos sinlim
2 sinx

x x x
x x→

−
=  

1 1

1 1 1 1
1 1 1 ( ) ( ) ( ) ( )lim[ ( ) ( )] lim lim lim lim1 1 ( ) ( ) 1 1( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x b x b x b x b x b

g x f x g x f xf x g x g x f x g x f x
f x g x f x g x g x f x

− −→ → → → →

⎡ ⎤ − −⎢ ⎥
− = − = = =⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⋅

⎢ ⎥ ⋅⎣ ⎦
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и далее  

20 0 0

1 sin 1 sin 1 cosln lim lim lim
2 2 sin cos 2 2sin cos 2 2cos cos sinx x x

x x x xA
x x x x x x x x x x x→ → →

− − −
= = = =

+ + + −

0

1 cos 1lim
2 3cos sin 6x

x
x x x→

−
= = −

− . Откуда 
1
6

6

1A e
e

−
= = .  

Ответ: 
6

1
e

. 

Заметим, что при неопределенностях вида 00, 1∞, ∞0 функция пред-
варительно логарифмируется и, значит, сначала находится предел не 
заданной функции, а ее логарифма, а затем уже по пределу логарифма 
находят предел функции (что допустимо вследствие непрерывности 
логарифмической функции). 
Замечание 4. Может случиться, что f ′ (x) и g′ (x) также совместно 

стремятся к 0 или к ∞ при x→х0 (или х→∞). Применяя к их отноше-

нию снова правило Лопиталя, получим: 
0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x f x
g x g x→ →

′′
=

′′
. 

Иногда оказывается необходимым многократно повторить раз-
дельное дифференцирование числителя и знаменателя, и если в конце 

концов при каком-нибудь n 
( )

( )

( )lim
( )

n

n

f x
g x

 существует, то можно утвер-

ждать существование и предела ( )
( )

f x
g x

, причем 
( )

( )

( ) ( )lim lim
( ) ( )

n

n

f x f x
g x g x

= . 

Пример 12. Найти lim
n

xx

x
e→+∞

. Имеем неопределенность вида ∞
∞

. При-

меняя правило Бернулли–Лопиталя n раз, получаем: 
1 2( 1) ( 1)( 2)...1 !lim lim lim ... lim lim 0

n n n

x x x x xx x x x x

x nx n n x n n n n
e e e e e

− −

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− − −
= = = = = = . 

Пример 13. Приведем пример, когда отношение функции имеет 
предел, а отношение их производных не стремится ни к какому пре-
делу. Так, 

sin sinlim lim 1 1
x x

x x x
x x→∞ →∞

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, но вместе с тем ( sin ) ' 1 cos
' 1

x x x
x

+ +
=  

при х→+∞ постоянно колеблется между 0 и 2 и, значит, не имеет пре-
дела. Этот пример не противоречит правилу Бернулли–Лопита- 
ля — просто к нему правило неприложимо. 
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Пример 14. А= ( )
1

ln
0

lim ctg x
x

x
→

; случай ∞0. 

Преобразовываем: ( )
1

ln
0 0

lnctg ln ln lim ctg lim
ln

x
x x

xA x
x→ →

= = . Мы пришли к 

случаю ∞
∞

. Применяя правило Бернулли–Лопиталя,  

2

0 0

1
ctg sinln lim lim 11 cos sinx x

xx xA
x x

x
→ →

−
−

= = = −
⋅

; откуда А= 1
e

. 

Пример 15. А=
0

lim x

x
x

→
; случай 00.  

Преобразуем 
0 0

ln ln lim lim lnx

x x
A x x x

→ →
= = . Мы пришли к известному 

случаю 0⋅∞. Имеем: 
10

lnln lim
x

x

xA
→

=  и дальше по правилу Бернулли–

Лопиталя: 
2

1

10
ln lim 0x

x
x

A
→

= =
−

; откуда А=1. 

§ 6. îéêåìãÄ íÖâãéêÄ 

Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано 

В математическом анализе формула Тейлора является одной из 
важнейших. Она имеет много теоретических приложений и является 
основой приближенных вычислений. 

Известно, что наиболее простыми функциями в смысле вычисле-
ния их значений являются многочлены. Возникает вопрос о возмож-
ности замены функции f  в окрестности точки 0x  многочленом неко-
торой степени. 

Если функция ( )y f x=  дифференцируема в точке 0x , то ее прира-
щение можно представить в виде: 0 0( ) ( ) ( )f x f x x o x′Δ = Δ + Δ , т. е. 

0 0 0 0( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f x x x o x x′= + − + − . 
Другими словами, существует многочлен первой степени  

1 0 1 0( ) ( ) ( )P x f x b x x= + −  
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такой, что при 0x x→  1 0( ) ( ) ( )f x P x o x x= + − , причем 1( )P x  удовлетворя-
ет условиям 1 0 0( ) ( )P x f x= , 1 0 1 0( ) ( )P x b f x′= = . 

Поставим более общую задачу. Пусть функция, определенная в не-
которой окрестности точки 0x , имеет в этой точке n производных 

( )
0 0 0( ), ( ),..., ( )nf x f x f x′ ′′ . Требуется выяснить, существует ли многочлен 

( )nP x  степени не выше n такой, что  
0( ) ( ) ( )n

nf x P x o x x= + − .  (2) 
Найдем многочлен степени не выше n:  

2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ... ( )n

n nP x b b x x b x x b x x= + − + − + + −   (3) 
при условии, что значения многочлена ( )nP x  и всех его производных 
до n-го порядка включительно в точке 0x  совпадают со значениями 
функции f(x) и ее соответствующих производных в той же точке 

0 0( ) ( )nf x P x= , 
( ) ( )

0 0 0 0( ) ( ),..., ( ) ( )n n
n nf x P x f x P x′ ′= = . (4) 

Определим коэффициенты 0 1 ( ), ,..., nb b b  многочлена (3) так, чтобы 
они удовлетворяли условиям (4). 

Найдем предварительно производные от ( )nP x : 
2 1

1 2 0 3 0 0( ) 2 ( ) 3 ( ) ... ( )n
n nP x b b x x b x x nb x x −′ = + − + − + + −  

2
2 3 0 0( ) 2 1 3 2 ( ) ... ( 1) ( )n

n nP x b b x x n n b x x −′′ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − + + − −  (5) 

ܲ
ᇱᇱᇱሺݔሻ 3

3 03 2 1 ... ( 1)( 2) ( )n
nb n n n b x x −= ⋅ ⋅ ⋅ + + − − −  

…………………………………………………… 
( ) ( ) ( 1)( 2)...2 1n

n nP x n n n b= − − ⋅ ⋅ . 
Подставляя в левые и правые части равенств (3) и (4), а вместо x 

значение 0x , находим коэффициенты ib  0,...,i n= . 
 

0 0 0( ) ( )nf x P x b= =  0 0( )b f x=  
0 0 1( ) ( )nf x P x b′ ′= =  1 0( )b f x′=  

0 0 2( ) ( ) 2 1mf x P x b′′ ′′= = ⋅⋅  ⇒ 2 0
1 ( )
2!

b f x′′=  

0 0 3( ) ( ) 3 2 1nf x P x b′′′ ′′′= = ⋅ ⋅ ⋅  3 0
1 ( )
3!

b f x′′′=  

……………………….. …………… 
( ) ( )

0 0( ) ( ) !n n
n nf x P x n b= =  ( )

0
1 ( )
!

n
nb f x

n
= . 
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Подставляя найденные значения коэффициентов в равенство (3), 
получаем следующий многочлен:  

( )
20 0

0 0 0 0 0
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( )
2! !

n
n

n
f x f xP x f x f x x x x x x x

n
′′

′= + − + − + + − , 

который называется многочленом Тейлора функции ( )f x . 
Докажем, что многочлен Тейлора удовлетворяет условию (2). Обо-

значим через ( )nR x  разность значений данной функции и построенно-
го многочлена Тейлора: ( ) ( ) ( )n nR x f x P x= − . 

На рисунке приведены графики функции ( )y f x=  и ее многочлена 
Тейлора в окрестности точки 0x . Как видно, ( )nR x  есть погрешность, 
возникающая при замене функции f(x) многочленом ( )nP x  и окрестно-
сти точки 0x . Для тех значений x из окрестности точки 0x , для кото-
рых погрешность ( )nR x  достаточно мала, многочлен ( )nP x  дает при-
ближенное представление. 

 
Согласно определению многочлена ( )nP x , из условий (4) следует, 

что ( )
0 0 0( ) ( ) ... ( ) 0n

n n nR x R x R x′= = = = . Докажем, что 0( ) (( ) )n
nR x o x x= − , 

т. е. 
0 0

( )lim 0
( )

n
nx x

R x
x x→

=
−

. Применим n раз правило Лопиталя для раскрытия 

неопределенности 
0

( )
( )

n
n

R x
x x−

 вида 0
0

  

, т. е. 0( ) (( ) )n
nR x o x x= −  при 0x x→ . Таким 

образом, доказана следующая важная теорема. 

0 0
1

0 0

( ) ( )lim lim ...
( ) ( )

n n
n nx x x x

R x R x
x x n x x −→ →

′
= =

− −

0

( 1)
0

0

( ) ( )... lim 0
!( ) !

n n
n n

x x

R x R x
n x x n

−

→
= = =

−

   y 

   0  x            x 

( )ny P x=

( )y f x=

( )nP x( )f x

  
( )R

x0 
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Теорема 11. Если функция ( )y f x=  определена и n раз дифферен-
цируема в окрестности точки 0x , то при 0x x→  имеет место фор-

мула 0
0 0 0 0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2!

n nf xf x f x f x x x x x o x x
′′

′= + − + − + −  или в более 

краткой форме записи 0
0 0

0

( )( ) ( ) ( )
!

kn
k n

k

f xf x x x o x x
k=

= − + −∑ ,  (6)  

где 0( ) (( ) )n
nR x o x x= −  — остаточный член в форме Пеано. 

Формула (6) называется формулой Тейлора n-го порядка с оста-
точным членом в форме Пеано. 

Если в формуле Тейлора (6) положить 0 0x = , получим частный вид 
формулы Тейлора, называемый обычно (и ошибочно!) формулой 
Маклорена. 

( ) ( )
2

0

(0) (0) (0)( ) (0) (0) ... ( ) ( )
2! ! !

n kn
n n k n

k

f f ff x f f x x x o x x o x
n k=

′′
′= − + + + + = +∑ . 

Остаточный член формулы Тейлора в форме Лагранжа 

Потребуем, чтобы функция ( )f x  имела n+1 производную в окрест-
ности точки x0. Введем новую функцию 1

0( ) ( )ng x x x += − . Очевидно, 
что ( )

0 0 0( ) ( ) ... ( ) 0ng x g x g x′= = = = , ( 1)
0( ) ( 1)! 0ng x n+ = + ≠ . Применим  

к функциям ( ) ( ) ( )n nR x f x P x= −  и 1
0( ) ( )ng x x x += −  теорему Коши. Тогда 

в силу условия ( )
0 0 0( ) ( ) ... ( ) 0n

n n nR x R x R x′= = = =  получим:  

0 1

0 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

n n n n

n

R x R x R x R C
g x g x g x g C

′−
= = =

′−   

,  

где  . 

Таким образом, мы показали, что 
( 1)

( 1)

( ) ( )
( ) ( )

n
n n

n

R x R
g x g

ξ
ξ

+

+= , где ] [0;x xξ ∈ .  

С учетом того, что 1
0( ) ( )ng x x x += − , ( 1) ( ) ( 1)!ng nξ+ = +  ( 1) ( 1)( ) ( )n n

nR fξ ξ+ += , 

имеем 
( 1)

1
0

( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
fR x x x
n

ξ+
+= −

+
, ] [0;x xξ ∈ . (7) 

( )
1 0 2

( )
1 0 2

( ) ( ) ( ) ( )...
( ) ( ) ( ) ( )

n
n n n n n

n
n n n n

R C R x R C R C
g C g x g C g C
′ ′ ′′−

= = =
′ ′ ′′−

( ) ( ) ( 1)
0

( ) ( ) ( 1)
0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n n n
n n n n

n n n
n n

R C R x R
g C g x g

ξ
ξ

+

+

−
= =

−

] [ ] [ ] [ ] [ ] [1 0 2 0 1 0 1 0 0; ; ; ;..., ; ; ; ;n n nC x x C x C C x C x C x xξ−∈ ∈ ∈ ∈ ⊂
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Формулу (7) называют остаточным членом формулы Тейлора в 
форме Лагранжа. 

Так как ] [0 ;x xξ ∈ , то ξ можно представить так: 0 0( )x x xξ θ= + − , где 
0<θ <1, т. е. остаточный член в форме Лагранжа можно записать в ви-

де 
( 1)

10 0
0

( ( ))( ) ( )
( 1)!

n
n

n
f x x xR x x x

n
θ+

++ −
= −

+
. 

Таким образом, формула Тейлора с остаточным членом в форме 
Лагранжа имеет вид: 

( )
20 0 0

0 0 0 0
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
1! 2! !

n
nf x f x f xf x f x x x x x x x

n
′ ′′

= + − + − + + − +
 

( 1)
1

0
( ) ( )

( 1)!

n
nf x x

n
ξ+

++ −
+

, где ] [0;x xξ ∈ . 

Если в формуле Тейлора положить 0 0x = , получим формулу Мак-
лорена. Так как 0 0( )x x xξ θ= + − , 0<θ <1, то при 0 0x =  xξ θ= ⋅ , поэто-

му остаточный член формулы Маклорена 
( 1)

1( )( )
( 1)!

n
n

n
f xR x x

n
θ+

+=
+

 0<θ <1, 

а сама формула Маклорена с остаточным членом в форме Лагранжа 

имеет вид: 
( ) ( 1)

2 1(0) (0) (0) ( )( ) (0) ...
1! 2! ! ( 1)!

n n
n nf f f f xf x f x x x x

n n
θ+

+′ ′′
= + + + + +

+
, (8) 

где 0<θ <1. 

Приложения формулы Тейлора 

Если функция f(x) определена в окрестности 0( )O xδ , то для выде-
ления ее главной части удобно использовать формулу Тейлора с оста-
точным членом в форме Пеано. 

Пусть f(x) и g(x) определены в 0( )O xδ  и при 0x x→  возможно пред-
ставление f(x) = g(x) + о(g(x)).  (9) 

Тогда функция g(x) называется главной частью функции f(x) в ок-
рестности точки 0x . 

Из формулы (9) следует, что 
0

( ) ( ( )) ( )1 lim 1
( ) ( ) ( )x x

f x o g x f x
g x g x g x→

= + ⇒ = , т. е. 

при 0x x→  главная часть g(x) и сама функция f(x) являются эквива-
лентными. 
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Пример 16. Выделить главную часть функции 3( ) 2 1f x x x= + +   
в ( )Oδ ∞ . 

Так как 
3

3

2 1lim 1
x

x x
x→∞

+ +
= , то функция 3( )g x x=  являетсяся главной 

частью f(x) в ( )Oδ ∞ . 
Следует заметить, что, если не задан вид функции, ее главная часть 

определяется неоднозначно. 
Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано дает общий 

метод выделения главной части функции f(x) в окрестности рассмат-
риваемой точки 0x . Из формулы (6) следует, что главной частью 
функции f(x) в окрестности точки 0x  является ее многочлен Тейлора. 

Для выделения главной части функции удобно использовать ос-
новные разложения с остаточными членами в форме Пеано. 

2

1 ... ( )
2! !

n
x nx xe x o x

n
= + + + + + ; 

3 5 7 2 1
1 2 1sin ... ( 1) ( )

3! 5! 7! (2 1)!

n
n nx x x xx x o x

n

+
− += − + − + + − +

+
; 

2 4 6 2
2cos 1 ... ( 1) ( )

2! 4! 6! (2 )!

n
n nx x x xx o x

n
= − + − + + − + ; 

2 3 4
1ln(1 ) ( 1) ( )

2 3 4

n
n nx x x xx x o x

n
−+ = − + − + − + ; 

2( 1) ( 1)...( 1)(1 ) 1 ... ( )
2! !

n nnx x x x o x
n

γ γ γ γ γ γγ − − − +
+ = + + + + + . 

Таким образом, используя многочлен Тейлора функции f(x) в окре-
стности точки 0x , можно записать асимптотические (приближенные) 

формулы для ( )f x  в ( )0Oδ : 1xe x≈ +  
2

1
2!

x xe x≈ + + , sin x x≈ , 
3

sin
3!
xx x≈ − . Повышая степень многочлена Тейлора, можно получить 

более точные приближения функции. Графики функций xy e= ,  
y = sin x и их многочленов Тейлора изображены на рисунках: 
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Если известны значения функции и ее производных в точке 0x , то 

для вычисления приближенных значений функции в 0( )O xδ  удобно 
использовать формулу Тейлора с остаточным членом в форме Ла-
гранжа. 

Значения f(x) в 0( )O xδ  вычисляются по формуле  
( )

0 0
0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ... ( )
1! !

n
nf x f xf x f x x x x x

n
′

≈ + − + + − , 

погрешность приближения 
( 1)

1
0 0

( )( ) ( ) ,
( 1)!

n
n

n
fR x x x x x

n
ξ ξ

+
+= − < <

+
. 

Пример 17. Вычислить 0,1e  с точностью до 0,001. 
Решение. Запишем формулу Маклорена для xe : 

2

1 ... ( )
1! 2! !

n
x

n
x x xe R x

n
= + + + + + , 1( )

( 1)!

x
n

n
eR x x

n

θ
+=

+
 0<θ <1, при x=0,1 име-

ем 0,1 0,1 0,01 (0,1)1 ...
1! 2! !

n

e
n

≈ + + + + . 

Погрешность приближения не должна превышать 0,001, следова-

тельно 
0,1 1(0,01)( ) 0,001

( 1)!

n

n
eR x

n

θ⋅ +

= <
+

. 

Поскольку 0,1 2e θ⋅ < , то 1

2 0,001
10 ( 1)!n n+ <

+
. Полагая n = 1, 2, 3 …, на-

ходим, что последнее неравенство выполняется, начиная с n = 3  
0,1 0,1 0,01 0,0011 1,055

1 2! 3!
e = + + + = . 

Пример 18. С помощью локальной формулы Тейлора вычислить 
предел 
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2

40

1 1 coslim
tgx

x x
x→

− + . 

Сохраняя в знаменателе и числителе члены до четвертого порядка 
относительно x, получим: 

1
2 2 2

4 40 0

2 4
2 4 4 4

40

1 1 cos 1 (1 ) coslim lim
tg

1 1( )1 2 21 1 ( ) 1 ( )
2 2 2 4!

lim

x x

x

x x x x
x x

x xx x o x o x

x

→ →

→

− + − +
= =

⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡ ⎤
− + + + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦= =

 
4 4 4

4

4 40 0

1 1 ( ) 1 ( ) 14 8lim lim
3 3x x

x x o x o x
x x→ →

+ + ⎡ ⎤
= = + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

 

Пример 19. 

3 5
5

50 0

sin ( ) 16 120lim lim
25 120x x

x xx x o x

x→ →

− + +
= = . 

3 5
5(sin ( ))

3! 5!
x xx x o x= − + + . 

Пример 20. 
1

3 2 6lim ( ) 1
2

x
x

xx x e x
→∞

⎡ ⎤
− + − + =⎢ ⎥

⎣ ⎦  
3 3

2 2 3 6 6

1 1 1 1 1 1 1lim (1 )(1 ( )) (1 ( )
2 2 6 2x

x o x o
x x x x x x x→∞

⎡ ⎤= − + + + + + − + + =⎢ ⎥⎣ ⎦  

2 3 3 2 3 4

3
4 2 3 4 5 5

6

1 1 1 1 1 1 1 11 ( )
2 6 2 6

1 1 1 1 1 1lim
2 2 4 12

1 11
2

x

o
x x x x x x x x

x o o
x x x x x x

o
x x

→∞

⎛ ⎞
+ + + + − − − − +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞− − +⎜ ⎟⎜ ⎟′′⎝ ⎠⎝ ⎠  

3
3 3

1 1 1lim
6 6x

x o
x x→∞

⎛ ⎞⎛ ⎞= + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
. 
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Пример 21. Сколько нужно взять членов в формуле Маклорена для 
функции f(x) = ех, чтобы получить многочлен, представляющий эту 
функцию на [-1, 1] с точностью ε = 0,001. 

f(x) = ех ⇒ f 
(n)(x) = ех. 

Вычислим значение функции ех и ее (n-1) первых производных в 
точке х=0, а значение n-й производной в точке ξ = θх (0 < θ < 1). 

( 1) ( )(0) '(0) ''(0) ... (0) 0,          ( )n n xf f f f f e eξ θξ−= = = = = = =  
2 1

( ) 1 ... ( )
1! 2! ( 1)!

n

n
x x xf x R x

n

−

= + + + + +
−

. 

( )
!

n
x

n
xR x e
n

θ= , т. к. по условию 0 < θ < 1, то 1 3( )
! ! !

n
x

n

x
R x e e

n n n
θ< < < , 

следовательно, если 3 0,001
!n
≤ , то заведомо будет выполняться неравен-

ство ( ) 0,001nR x ≤ . Для этого достаточно будет взять n ≥ 7 (7! = 5040). 
Таким образом, в формуле Маклорена достаточно взять 7 членов. 

§ 7. àëëãÖÑéÇÄçàÖ îìçäñàâ  
ë èéåéôúû èêéàáÇéÑçõï 

Возрастание и убывание функции 

С помощью производной функции можно произвести полное ее ис-
следование (найти промежутки возрастания и убывания, экстремумы, 
точки перегиба, промежутки выпуклости и вогнутости, асимптоты 
графика) и построить график этой функции. 
Теорема 12. Для того, чтобы дифференцируемая на ]a, b[ функция 

не убывала (не возрастала) на этом интервале, необходимо и доста-
точно, чтобы ( ) 0f x′ ≥ ( ( ) 0f x′ ≤ ) для всех х∈]a, b[. Если же для любо-
го х∈]a, b[ ( )f x′ >0 ( ( )f x′ <0), то функция f возрастает (убывает) на 
этом интервале. 
Другими словами: 
f(х) не убывает на ]a, b[∈ для любого х∈]a, b[ ( )f x′ ≥ 0; 
f(х) возрастает на ]a, b[∈ для любого х∈]a, b[ ( )f x′ >0; 
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f(х) не возрастает на ]a, b[∈ для любого х∈]a, b[ ( )f x′ ≤ 0; 
f(х) убывает на ]a, b[∈ для любого х∈]a, b[ ( )f x′ <0. 
Разберем, например, (1). Рассмотрим случай неубывающей функ-

ции. 
Необходимость (⇒). Пусть f(х) не убывает на ]a, b[. Тогда для лю-

бого х∈]a, b[ при ∆ х > 0 

0
( ) ( ) 0 0 lim ( ) 0

x

y yy f x x f x f x
x xΔ →

Δ Δ ′Δ = + Δ − ≥ ⇔ ≥ ⇒ = ≥
Δ Δ  

для любого 

х∈]a, b[. 
Достаточность (⇐). Пусть ( )f x′ ≥0 для х∈]a, b[. Тогда по формуле 

Лагранжа имеем 2 1 2 1( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x′− = − . Так как f ′(ξ)≥0 
(х1<ξ<x2), то для всех х1, х2∈]a, b[ с х1<x2 выполнено f(х2) – f(х1) ≥ 0, 
т. е. f не убывает на ]a, b[. 

Подчеркнем, что условия теоремы для возрастания и убывания 
функции достаточны, но не необходимы. 

Геометрический смысл теоремы состоит в следующем: касательная 
к графику возрастающей на ]a, b[ функции ( ( )f x′ >0) составляет ост-
рый угол с осью Оx; касательная к графику убывающей на ]a, b[ 
функции ( ( )f x′ <0) образует тупой угол с осью Ox. Если функция f (х) 
на ]a, b[ является постоянной: f(х) = С, С = const, то ( )f x′ =0 и каса-
тельная к графику функции параллельна оси Оx. 

Достаточные условия существования экстремума 

Выяснить, какая из критических точек функции будет точкой ее 
локального экстремума, можно с помощью трех достаточных призна-
ков существования экстремума функции. 
Теорема 13 (первый достаточный признак существования экс-

тремума функции). 
Пусть х0 — критическая точка непрерывной функции f(х). Если 
( )f x′  при переходе через точку х0 меняет знак с «+» на «–», то х0 — 

точка локального максимума; если ( )f x′  при переходе через точку х0 
меняет знак с «–» на «+», то х0 — точка локального минимума; если 

( )f x′  при переходе через точку х0 не меняет знак, то х0 не является 
точкой локального экстремума. 
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Доказательство. Пусть х0 — точка возможного экстремума, при-
чем ( )f x′  > 0 для всех х∈Оδ(х0 – 0) и ( )f x′ <0 для всех х∈Оδ(х0+0). 

Тогда при ( )f x′ >0 для всех х∈Оδ(х0–0) ⇒ f(х0)>f(х), при ( )f x′ <0 для 
всех х∈Оδ(х0+0) ⇒ f(х0)>f(х). 

Следовательно, существует окрестность Оδ(х0) точки х0 такая, что 
f(х0) > f(х), т. е. точка х0 является точкой локального максимума. 
Теорема 14 (второй достаточный признак существования экс-

тремума). 
Стационарная точка х0 функции f(х), дважды дифференцируемой в 

Оδ(х0), является точкой локального минимума f(х), если ( )f x′′ >0, и 
точкой локального максимума, если ( )f x′′ <0. 
Доказательство. Пусть выполнены условия теоремы и ( )f x′′ >0. 

Тогда ( )f x′  в Оδ(х0) возрастает, но 0( )f x′ = 0, следовательно, в Оδ(х0) 
( )f x′  меняет знак с «–» на «+». Согласно предыдущей теореме точка 

х0 является точкой локального минимума функции f(х). 
Если ( )f x′′ <0, то ( )f x′  в Оδ(х0) убывает, но 0( )f x′ = 0, следователь-

но, в окрестности Оδ(х0) производная ( )f x′  меняет знак с «+» на «–». 
Согласно теореме 8 точка х0 является точкой локального максимума 
функции f(х), что и требовалось доказать. 
Теорема 15. Пусть функция f(х) n раз непрерывно дифференцируе-

ма в точке х0 и 0( )f x′ = 0( )f x′′ =…= f (n-1)(х0)=0,  f (n)(х0) ≠ 0. 
Тогда:  
1) Если n — четное и f (n)(х0)<0, то х0 — точка локального макси-

мума. 
2) Если n — четное и f (n)(х0)>0, то х0 — точка локального миниму-

ма. 
3) Если n — нечетное, то х0 не является точкой локального экс-

тремума. 

Исследование функции на выпуклость и вогнутость.  
Точки перегиба функции 

График дифференцируемой функции у = f(х) называется выпук-
лым вниз (или вогнутым) на ]a, b[, если дуга кривой у = f(х) распо-
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ложена выше любой касательной, проведенной к графику данной 
функции. 

График дифференцируемой функции у = f(х) называется выпук-
лым вверх (или выпуклым) на ]a, b[, если дуга кривой у = f(х) распо-
ложена ниже любой касательной, проведенной к графику данной 
функции. 

 

     
 

Точка М(х0,f(х0)) графика дифференцируемой функции у = f(х), в 
которой направление выпуклости меняется на противоположное, на-
зывается точкой перегиба. 

 

 
 

Пусть функция f(x) имеет вторую производную ( )f x′′ , непрерыв-
ную в точке х0. Составим уравнение касательной к кривой у = f(x)  
в точке М (х0, у0): 

0 0 0( )( )Y y f x x x′− = − , здесь у0 = f (x0), а через Y обозначена текущая 
ордината касательной в отличие от текущей ординаты у из уравнения 
кривой у = f(x). Разность ординат у-Y, соответствующих одной и той 
же абсциссе, будет равна: 

0 0 0 0 0 0( )( ) ( ) ( ) ( )( )r y Y y y f x x x f x f x f x x x′ ′= − = − − − = − − − . 
С помощью формулы Тейлора с остаточным членом в форме  

Лагранжа при n = 1 можем записать: 
/ 2

0 0 0 0
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2!

ff x f x f x x x x xξ′′
= + − + − , 

a b x0   x 

T 

 M(x0, f(x0))

 y=f(x)
  y 

  x 

  y 

   a0 

y=f(x)   T    T

  x 

 y 

   a 0  

y=f(x)   T  T 
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следовательно, 2
0

( ) ( )
2!

fr x xξ′′
= − , где точка ξ находится между х и х0. 

Из этой формулы следует, что r имеет такой же знак, что и ( )f ξ′′ . 
Возможны следующие случаи: 
Случай 1. 0( )f x′′ >0. Так как по условию ( )f x′′  непрерывна в точке 

х0 и 0( ) 0f x′′ > , то для всех точек х, достаточно близких к х0, будет  
выполнено ( )f x′′ > 0. Поскольку точка ξ находится между х и х0, то  
за счет приближения х к х0 (как слева, так и справа от х0), получим 

( )f ξ′′  > 0. Но тогда будет и r > 0, т. е. y – Y > 0 или y >Y. Тем же са-
мым доказано, что в некоторой окрестности точки х0 кривая лежит 
над касательной, т. е. в точке М кривая направлена выпуклостью вниз. 
Случай 2. 0( )f x′′ < 0. Совершенно аналогично доказывается, что в 

этом случае в точке М (х0, у0) кривая выпукла вверх. 
Случай 3. 0( )f x′′ = 0. Если при этом 0( )f x′′  слева и справа от точки 

x0 имеет разные знаки, то это означает, что при переходе через точку 
x0 разность r меняет знак, т. е. кривая переходит с одной стороны ка-
сательной на другую. В точке М имеется перегиб, и эта точка опреде-
ляет участок, где кривая направлена выпуклостью вверх, от участка, 
где кривая направлена выпуклостью вниз. 

Наличие только равенства 0( )f x′′ = 0 еще не обеспечивает наличие 
перегиба у кривой в точке x0. 

Например, если f(x) = х4, то ( )f x′′ = 12х2 и (0)f ′′ = 0. Однако кривая, 
изображающая эту функцию, в точке х = 0 перегиба не имеет. 

Заметим также, что в точке x0 может быть перегиб и в том случае, 
когда 0( )f x′′  не существует. Достаточно, чтобы ( )f x′′  меняла знак при 
переходе через эту точку. 

Полученные результаты можно представить в виде следующей 
таблицы. 

 

( )f x′′   
при x0 – δ<x<x0 0( )f x′′  

( )f x′′   
при x0<x<x0+δ 

Заключение о кривой 
в точке x0 

 >0  Выпукла вниз 
 <0  Выпукла вверх 
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<0 =0 >0  
Перегиб >0 не сущ. <0 

 

Асимптоты графика функции 

При исследовании поведения функции на бесконечности, т. е. при 
х→+∞ и при х→-∞, или вблизи точек разрыва второго рода часто 
оказывается, что расстояния между точками графика функции и точек 
некоторой прямой с теми же абсциссами сколь угодно малы. Такую 
прямую называют асимптотой графика. 

Различают асимптоты вертикальные (т. е. параллельные оси орди-
нат) и наклонные. Частным случаем наклонной является горизонталь-
ная асимптота. 

1) Прямая х = х0 называется вертикальной асимптотой графика 
функции у = f(х), если хотя бы один из односторонних пределов в 
точке х0 равен бесконечности, т. е. 

0 0
lim ( )

x x
f x

→ −
= ±∞  или

0 0
lim ( )

x x
f x

→ +
= ±∞ . 

Очевидно, что непрерывные на R функции вертикальных асимптот 
не имеют; такие асимптоты существуют только в точках разрыва вто-
рого рода функции у = f(х). Следовательно, для отыскивания верти-
кальных асимптот графика функции надо определить те значения х, 
при которых хотя бы один из односторонних пределов функции бес-
конечен. 

2) Прямая y = kx+b называется наклонной (если k = 0 — горизон-
тальной) асимптотой графика функции у = f(х) при х→+∞ (х→–∞),  
если функцию f(х) можно представить в виде f(x) = kx+b+α(x), где 
α(х)→0 при х→+∞ (х→–∞). 
Теорема 16. Для того, чтобы график функции у=f(х) имел наклон-

ную асимптоту y = kx+b, необходимо и достаточно, чтобы сущест-

вовали конечные пределы ( )lim
x

f x k
x→±∞

= , lim [ ( ) ]
x

f x kx b
→±∞

− = .
                  

(*) 

Доказательство. Необходимость. Предполагаем, что y = kx+b —
наклонная асимптота графика функции у = f(х). Тогда справедливо 
представление f(x) = kx + b + α(x), где α(х) — бесконечно малая при 
х→+∞. 
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Следовательно, ( ) ( )lim lim
x x

f x b xk k
x x x

α
→∞ →∞

⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

lim[ ( ) ] lim( ( ))
x x

f x kx b x bα
→∞ →∞

− = + = . 

Достаточность. Пусть существуют пределы (*), тогда согласно 
следствию: (если при х→х0 функция f(х) имеет предел, то в Оδ(х0) она 
представима в виде f(x) = kx+b+α(x), где α(х) — бесконечно малая при 
х→х0); из второго равенства (*) получаем f(x) = kx+b+α(x) при х→+∞. 
Последнее представление функции f(х) означает, что прямая y = kx+b 
является наклонной асимптотой графика функции у = f(х). 

Итак, теорема доказана для случая х→+∞. Доказательство теоремы 
для случая х→–∞ производится аналогично. 
Замечание 5. При нахождении наклонных асимптот графика 

функции возможны следующие случаи: 1) оба предела (*) существу-
ют и не зависят от знака бесконечности, тогда прямая y = kx+b назы-
вают двусторонней асимптотой; 2) оба предела (*) существуют, но 
при х→±∞ они различны, тогда имеем две односторонние наклонные 
асимптоты; 3) если хотя бы один из пределов (*) не существует, то 
наклонных асимптот нет. 
Пример 22. Найти асимптоты гиперболы х2–у2=1. 
Решение. Запишем функцию в явном виде: 2 1y x= ± − . Функция 

определена и непрерывна на множестве ]–∞;–1]∪[1;+∞[. 

Находим пределы (*) 
2( ) 1lim lim 1 1

x x

f x x k
x x→∞ →∞

⎛ ⎞−
= ± = ± ⇒ = ±⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

2 2
2

2

1lim[ ( ) ] lim( 1 ) lim 0 0
1x x x

x xf x kx x x b
x x→∞ →∞ →∞

− −
− = ± − = ± = ⇒ =

− +
∓ . 

 

Асимптотами гиперболы являются прямые у = ±х. 

у=-х у=х 

х 

 у 

0 1 
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Общая схема исследования функции 
Исследование дважды дифференцируемой функции у = f(х) на D(f) 

(за исключением, быть может, конечного множества точек) и по-
строение ее графика можно выполнять по приводимой ниже схеме: 

1. Находим D(f), определяя точки разрыва, нули, периодичность, 
симметрию. 

2. Находим асимптоты графика функции (если они существуют). 
3. С помощью первой производной функции определяем стацио-

нарные точки и интервалы монотонности. Находим локальные экс-
тремумы на D(f). 

4. Находим точки пересечения с осями координат.  
5. С помощью второй производной определяем интервалы вогнуто-

сти и выпуклости графика функции, точки перегиба. 
6. По результатам исследований строим график функций, для удоб-

ства сводя их в таблицу, построение которой покажем на примерах. 
Пример 23. Исследовать и построить график функции  ݕ ൌ ௫య

ଷି௫య. 
Решение. 
1. Функция существует всюду, кроме точек ݔ ൌ േ√3. Функция не-

четная, т. к. ݂ሺെݔሻ ൌ െ݂ሺݔሻ. Следовательно, ее график симметричен 
относительно начала координат. На этом основании можно ограничить-
ся исследованием и построением графика только для 0  ݔ ൏ ∞.  
Затем, пользуясь симметричностью, можно будет легко получить и 
остальную часть графика. 

2. Выясним вопрос об асимптотах.  
а) Функция имеет разрыв второго рода в точке ݔ ൌ √3, причем 

lim௫՜√ଷି
௫య

ଷି௫య ൌ ∞ ,  lim௫՜√ଷା
௫య

ଷି௫య ൌ െ∞. Следовательно, прямая 
ݔ ൌ √3 является вертикальной асимптотой прямой. 

б) lim௫՜ஶ ݕ ൌ lim௫՜ஶ
௫య

ଷି௫మ ൌ ∞. Следовательно, горизонтальных 
асимптот нет. 

в) ܽ ൌ lim௫՜ஶ
௬
௫

ൌ lim௫՜ஶ
௫మ

ଷି௫మ ൌ െ1,  ܾ ൌ lim௫՜ஶ൫ݕ െ ሺെݔሻ൯ ൌ

 lim௫՜ஶ ቀ ௫య

ଷି௫మ  ቁݔ ൌ lim௫՜ஶ
ଷ௫

ଷି௫మ ൌ 0. Следовательно прямая ݕ ൌ െݔ 
является наклонной асимптотой данной кривой. Так как пределы най-
дены для ݔ ՜ ∞ (т. е. они одинаковы и при ݔ ՜ ∞, и при ݔ ՜ െ∞ሻ, 
то к асимптоте ݕ ൌ െݔ график функции будет приближаться как при 
удалении вправо, так и влево. 
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íàèéÇõÖ áÄÑÄóà à ÄãÉéêàíåõ àï êÖòÖçàü 

Пример 24. 2 lny tg x= . 
Решение. По правилу дифференцирования сложной функции на-

ходим: 

2

1 1
' 2 ln

cos ln
y tg x

x х
= ⋅ ⋅ . 

Пример 25. Исследовать функцию 2 2lny x x= −  на монотонность. 
Решение. Множество задания функции: 0x ≠ . Находим производ-

ную 
22 12 2 xy x

x x
−′ = − = . Производная определена при х ≠ 0. Находим 

нули производной y′= 0 при х = 1, –1. При х = 0  производная не су-
ществует. Определяем промежутки знакопостоянства y': при 

( , 1)x∈ −∞ −  0y′ < , т. к. ( 2) 0y′ − < , при ( 1, 0)x∈ −  0y′ > , т. к. 
1( ) 0
2

y′ − > , 

при (0,1)x∈  0y′ < , при (1, )x∈ +∞  0y′ > . 
Ответ: ( )y x  строго возрастает на промежутках [ 1,0)−  и [1, )+∞ ; 

( )y x  строго убывает на промежутках ( , 1]−∞ −  и (0,1] . 
 

êÖáûåÖ 

Рассмотрены понятие производной и ее геометрическая интерпре-
тация, основные теоремы дифференциального исчисления, формула 
Тейлора, а также исследование функции с помощью производной. 
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ÉÎ‡‚‡ 4. àçíÖÉêÄãúçéÖ àëóàëãÖçàÖ 

îìçäñàâ éÑçéâ èÖêÖåÖççéâ 

Смысл там, где змеи интегралы, 
Меж цифр и букв, меж d и f. 

В. Я. Брюсов 
Цели и задачи 
Сформировать представление об основных классах интегрируемых 

функций, геометрических приложениях определенного интеграла. 
Знать таблицу неопределенных интегралов, понятия определенного 

и несобственного интегралов, основную теорему анализа, методы и 
подстановки для нахождения неопределенного интеграла. 
Уметь применять метод подведения под знак дифференциала, ин-

тегрирование по частям, методы интегрирования квадратных трех-
членов, рациональных и тригонометрических функций, технику ин-
тегрирования для нахождения длин кривых, площадей и объемов тел. 

§ 1. èÖêÇééÅêÄáçÄü 

Как известно, основная задача дифференциального исчисления за-
ключается в отыскании производной или дифференциала заданной 
функции ( )( )y f x y f x′ ′= ⇒ = . Рассмотрим обратную задачу. По за-
данной функции ƒ(x) восстановить такую функцию F(x), для которой 
ƒ(x) была бы производной, т. е. ( ) ( )xfxF =′ . Такую функцию F(x) при-
нято называть первообразной для f (x). 
Определение 1. Функция F(x) называется первообразной (или при-

митивной) для функции ƒ(x) на некотором множестве X, если для лю-
бого x∈X выполняется равенство ( ) ( )F x f x′ = . 
Пример 1. Функция sin (x) является первообразной для функции 

cos (x) на всей оси Ox, т. к. для любого x∈R мы будем иметь  
(sin x)' = cos x. 

Из этого примера важно заметить, что первообразной для функции 
cos( )x  является не только sin (x), но и функция sin (x) + C, где C — лю-
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бая постоянная, т. к. (sin x + C)' = cos x. Указанное обстоятельство 
справедливо для любой функции ƒ(x), имеющей первообразную. 
А именно, справедлива следующая теорема. 
Теорема 1. Пусть F(x) — какая-нибудь первообразная для функции 

�(x) на некотором множестве X, тогда функция F(x)+C, где C — 
любая постоянная, также будет первообразной для ƒ(x). 
Обратно, всякая первообразная для ƒ(x) на множестве X может 

быть представлена в виде F(x)+C. 
Доказательство. Так как производная от постоянной равна нулю, 

то ( ) '
F x C+⎡ ⎤⎣ ⎦

' ( ) ( )F x f x′= = , т. е. наряду с F(x) функция F(x)+C 
есть также первообразная для ƒ(x). 

Покажем теперь, что любая первообразная для ƒ(x) представима в 
виде F(x)+C. В самом деле, пусть Ф(x) — произвольная первообраз-
ная для ƒ(x) на данном множестве X, так что на X производная 

( ) ( )x f x′Φ = , значит функции Ф(x) и F(x) на множестве X имеют одну 

и ту же производную, тождественно равную 0, т. е. ( ) ( )x F xΦ −⎡ ⎤⎣ ⎦
'= 

= ( ) ( ) ( ) ( ) 0x F x f x f x′ ′Φ − = − = . 
Как известно, производная от функции равна нулю тогда и только 

тогда, когда функция постоянна, следовательно, Ф(x) – F(x)= C0 ⇒ 
Ф(x)=F(x) + C0. Таким образом, первообразная Ф(x) получается из 
выражения F(x)+C надлежащим выбором произвольной постоянной 
C=С0. 
Определение 2. Совокупность всех первообразных для функции 

ƒ(x) называется неопределенным интегралом от функции ƒ(x) и обо-
значается символом ( )f x dx∫ . 

Итак, по определению ( ) ( ){ }   
def

f x dx F x C C R= + ∈∫ .  (1) 
В силу установившейся традиции равенство (1) без явного обозна-

чения множества справа, т. е. вида ( ) ( )f x dx F x C= +∫ , при этом C на-
зывается произвольной постоянной. 
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§ 2. éëçéÇçõÖ ëÇéâëíÇÄ  
çÖéèêÖÑÖãÖççéÉé àçíÖÉêÄãÄ 

1. ( )( )f x dx∫ ' ( )f x= ; 

2. ( )( ) ( )d f x dx f x dx=∫ ; 

3. ( ) ( )f x dx f x C′ = +∫ ; 

4. ( )( ) ( )d f x f x C= +∫ . 
Докажем, например, (1). Из определения определенного интеграла 

( )( )f x dx∫ ' ( ) ( ) ( )F x C F x f x
′ ′= + = =⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Доказательство (2), (3), (4) аналогичны (дать самостоятельно). 

§ 3. íÄÅãàñÄ éëçéÇçõï àçíÖÉêÄãéÇ 

1. 
dx x C= +∫ . 

2. ( )
1

  1
1

n
n xx dx C n

n

+

= + ≠ −
+∫ . 

3. lndx x C
x
= +∫ . 

4. 2 2

1 arctgdx x C
a x a a

= +
+∫ . 

5. 2 2
arcsin ,    dx x C x a

aa x
= + <

−∫ . 

6. ,  
ln

x
x aa dx C

a
= +∫  

a > 0  a≠0, в частности x xe dx e C= +∫ . 

7. sin cosxdx x C= − +∫ . 

8. cos sinxdx x C= +∫ . 

9. 2 arctg
cos

dx x
x
=∫

 

gx C+ . 
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10. 2 ctg
sin

dx x C
x
= − +∫ . 

11. 2 2 2 2

1 1ln    ln ,
2 2

dx a x dx x a C
a x a a x a x a x a

− +
= = +

− + − −∫ ∫ a x> . 

12. 
2 2

2 2
lndx x x a C

x a
= + ± +

±∫ . 

13. ln tg
sin 2
dx x C

x
= +∫ . 

14. ln tg
cos 2 4
dx x C

x
π⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ . 

§ 4. éëçéÇçõÖ èêÄÇàãÄ àçíÖÉêàêéÇÄçàü 

1) Интеграл от алгебраической суммы нескольких функций равен 
алгебраической сумме интегралов слагаемых:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x x dx f x dx g x dx x dx+ −Ψ = + − Ψ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ . 

Доказательство. ( ) ( ) ( )( )'
f x g x x dx+ −Ψ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ' ( ) ( ) ( )f x g x x= + −Ψ

 
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )' ' ' '

f x dx g x dx x dx f x dx g x dx x dx+ − Ψ = + − Ψ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
( ) ( ) ( )f x g x x= + − Ψ . 

2) Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла. 
( ) ( )kf x dx k f x dx=∫ ∫ ;

 
( )( ) ( )kf x dx kf x

′
=∫ ; 

( )( ) ( )( ) ( )k f x dx k f x dx kf x
′ ′
= =∫ ∫ . 

3) Свойство инвариантности формул интегрирования.  
Всякая формула интегрирования сохраняет свой вид при подста-

новке в нее вместо независимой переменной любой дифференцируе-
мой функции от нее, т. е. если ( ) ( )f x dx F x C= +∫ , то и

( ) ( )f u du F u C= +∫ ,  где u = £(x) — любая дифференцируемая функ-
ция от x.   

'' ' '
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Доказательство. Из того, что ( ) ( )f x dx F x C= +∫  ⇒ ( ) ( )F x f x′ = . 
Возьмем теперь функцию F(u)=F[£(x)] для ее дифференциала в силу 
инвариантности вида первого дифференциала функции имеем: 

( )( ) ( ) ( )d F u F u du f u du′= = , отсюда ( ) ( ) ( )f u du dF u F u C= = +∫ ∫ .  
Это правило очень важно. Основная таблица интегралов в силу 

данного правила оказывается справедливой независимо от того явля-
ется ли переменная интегрирования независимой переменной или 
любой дифференцируемой функцией ее, таким образом, основная 
таблица сразу значительно расширяется. 
Пример 2. 2

2 xxe dx∫ . 

Решение. Замечаем, что ( )2 2d x xdx= .  

Тогда ( )2 2 2

2

22 x x u u x

u x
xe dx e d x e du e C e C

=
= = = + = +∫ ∫ ∫ . 

Как показывает этот пример, нужно стараться так преобразовать 
подынтегральное выражение, чтобы оно приняло вид подынтеграль-
ного выражения одного из интегралов основной таблицы. 

§ 5. åÖíéÑõ àçíÖÉêàêéÇÄçàü 

Метод подстановки (или замены в неопределенном интеграле) 

Пусть мы имеем интеграл ( )f x dx∫ . Введем новую переменную t, 
вместо x, положив x = ϕ(t), где ϕ(t) монотонна (из монотонности 
функции x = ϕ(t) вытекает существование обратной функции t = Ψ(x)) 
и дифференцируема (из дифференцируемости следует непрерывность), 
тогда будет справедлива формула ( ) ( )f x dx f tϕ ϕ= ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ϕ'(t)dt. (2)  
Действительно, используя свойство (2) неопределенного интеграла, 
продифференцируем обе части этого равенства. С одной стороны, 

( ) ( )d f x dx f x dx=∫ , а с другой — [ ] [ ]( ) '( ) ( ) '( )d f t t dt d f t t dtϕ ⋅ϕ = ϕ ⋅ϕ =∫ ∫  
[ ]( ) '( ) ( ) (т. к. '( ) ).f t t dt f x dx dx t dt= ϕ ⋅ϕ = =ϕ  

Таким образом, обе части формулы (2) имеют один и тот же диф-
ференциал и потому выражают собой одно и то же семейство перво-
образных для функции ƒ(x). Это и доказывает равенство (2) в том 
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смысле, что правая и левая части его могут отличаться между собой 
разве лишь на постоянное слагаемое. 

Пример 3. Вычислить интеграл 
3 1

x dx
x +∫ . 

Здесь полезно применить подстановку 6x t= , освобождающую нас 
от радикалов. Дифференцируем это равенство: 56dx t dt= . Тогда  

3 5 8

2 23

6 6
1 11

x t t dt tdx dt
t tx

= =
+ ++∫ ∫ ∫ 6 4 2

2

16 1
1

t t t dt
t

⎛ ⎞= − + − + =⎜ ⎟+⎝ ⎠∫   

5 3
716 arctg .

7 5 3
t tt t t C

⎛ ⎞
= − + − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠  
 

Таким образом, 76 6 6 6
3

1 1 16 5 arctg
7 5 31

x x x x x C
x

⎛ ⎞= − + − + +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠∫ . 

Замечание. При замене переменной часто бывает выгоднее зада-
вать x не как функцию t, а, наоборот, задавать t как функцию от x и 
писать подстановку в виде t=Ψ(x). Теоретически оба способа равно-
значны, т. к. если функция x=ϕ(x) монотонна, то всегда можно выра-
зить t как функцию x и написать t=Ψ(x) (или 1( )t xϕ −= ). Однако при 
вычислении некоторых интегралов подстановка t=Ψ(x) может ока-
заться более удобной. К сожалению, нельзя дать общих правил, по 
которым следует выбирать ту или иную подстановку применительно 
к заданному интегралу; умение разыскивать удачные подстановки 
достигаются практикой. 

Отдельные замечания, относящиеся к определенным типам под-
интегральных выражений, будут сделаны ниже вместе с указанием 
типичных подстановок. Однако не следует слепо придерживаться 
какого-то установившегося шаблона в выборе подстановки. Весьма 
часто встречаются интегралы, которые могут быть вычислены с по-
мощью различных подстановок, и искусство вычислителя состоит  
в том, чтобы применить ту из них, которая быстрее и проще приве-
дет к цели. 

Пример 4. 3 2
xdx
x +∫  .
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Решение. Воспользуемся подстановкой 3 2t x= + , 3 2x t= − , 

23dx t dt= . Имеем 
( ) ( )

3 2
4

3

2
3 3 2

2

t t dtxdx t t dt
tx

−
= = −

+∫ ∫ ∫ 5 213
5

t t C⎛ ⎞= − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )5 23 33 2 3 2
5

x x C= + − + + . 

Замечание. Вообще, если подынтегральное выражение не содер-
жит других иррациональностей, кроме корня из линейной функции 
n ax b+ , то следует применять подстановку nt ax b= + . 

Интегралы от функций, содержащих трехчлен 

Определение 3. Квадратный трехчлен, у которого коэффициент 
при х в первой степени равен нулю, называется каноническим 2( )ax c+ . 
Лемма. Всякий квадратный трехчлен можно привести к канони-

ческому виду. 
Доказательство. 

2 2
2 2 2

2 22
2 4 4

b b b bax bx c a x x c a x x c
a a a a

⎡ ⎤⎡ ⎤+ + = + + = + + − + =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

=
22 2 2

2 2
22

2 4 4 2 4
b b b b ba x x c a x c at k
a a a a a

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + − = + + − = ±⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
,  

где ,  
2
bt x
a

= +
 

2
2

4
bc k
a

− = ± ⇒  2 2 2ax bx c a t d⎡ ⎤+ + = ±⎣ ⎦ , 
2
bt x
a

= + , 
2

24
c bd
a a

= − . 

Теорема 2. Интегралы от функций, содержащих квадратные 

трехчлены 2
1( )f x ax bx c= + + ; 2 2

1( )f x
ax bx c

=
+ +

; 3 2( ) Ax Bf x
ax bx c

+
=

+ +
; 

2
4 ( )f x ax bx c= + + ; 5 2

1( )f x
ax bx c

=
+ +

; 6 2
( ) Ax Bf x

ax bx c
+

=
+ +

, выра-

жаются в конечном виде через многочлены, логарифм, арксинус, 
арктангенс и через квадратные корни трехчленов. 
Доказательство.  

1) ( )
3 2

2

3 2
x xax bx c dx a b cx C+ + = + + +∫ . 
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2) 2 2 2
2

2 2
2
2 4 4

dx dx
ax bx c b b ba x c

a a a

= =
+ + ⎡ ⎤

+ + + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫   

2 2

22 4

dx
b c ba x
a a a

= =
⎡ ⎤+ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
2 2

2 2
2 2

1 ,  
1 1

1 ln ,  
2

tarctg если t d
d ddx

t da t d a если t d
a t d

⎧ +⎪⎪= ⎨ −± ⎪ −
⎪ +⎩

∫  . 

3) 2 2

(2 )
2 2
A Abax b BAx B a adx dx

ax bx c ax bx c

+ + −+
= =

+ + + +∫ ∫  (Выписываем знамена-

тель и находим его производную ( )'2 2ax bx c ax b+ + = + ) = 

2 2

(2 )
2 2
A ax b Ab dxdx B
a ax bx c a ax bx c

+ ⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠∫ ∫
2

22

( )
2
A d ax bx c S
a ax bx c

+ +
+

+ +∫

(интеграл из 2)) = 2
2ln

2 2
A Abax bx c B S
a a

⎛ ⎞+ + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Следовательно, инте-

грал 2

Ax B dx
ax bx c

+
+ +∫  равен двум интегралам, один из которых дает ло-

гарифм знаменателя, а второй сводится к виду 2 2

dt
t d±∫ , т. е. выража-

ется либо через логарифм дроби, либо через арктангенс. 

4) 
2 2

2 2 2
22 4

b c bax bx cdx a x dx a t d dt
a a a

⎡ ⎤⎛ ⎞+ + = + + − = ±⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫  

(возвратный интеграл. Интеграл такого вида находится через триго-
нометрические подстановки и будет нами рассмотрен далее.) 

5) 2 2

2 2 2

1 1 lndx dt t t d C
a aax bx c t d

= = + ± +
+ + ±∫ ∫ , если а > 0,  

если а < 0
2 2

arcsindt t
dt d

=
±∫ . 

6) 
2 2 2

(2 )
2 2

Ax B A ax b Ab dxdx dx B
a aax bx c ax bx c ax bx c

+ + ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠+ + + + + +∫ ∫ ∫ . 

 
Последний интеграл рассмотрен раньше и равен 5S . Первый же ин-

теграл вычислим подведением под знак дифференциала. 
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2
2

2 2

2 ( ) 2 2ax b d ax bx c dUdx U ax bx c C
Uax bx c ax bx c

+ + +
= = = = + + +

+ + + +∫ ∫ ∫ . 

Метод интегрирования по частям 

Метод интегрирования по частям основан на обращении формулы 
дифференцирования произведения двух функций. 

Пусть и и v  — дифференциалы функции от х. Тогда 
( )d uv udv vdu= + , откуда ( )udv d uv vdu= − . Проинтегрировав обе части 

этого равенства, получим формулу udv uv vdu= −∫ ∫ .  (3) 
Она называется формулой интегрирования по частям и позволяет 

свести вычисление интеграла udv∫  к вычислению интеграла vdu∫ ,  
который может оказаться более простым для интегрирования. 

Пример 5. x x x x x
x x

u x du dx
xe dx xe e dx xe e C

dv e dx v e
= =

= − = − +
= =∫ ∫ . 

Разобранный пример показывает, что применение метода интегри-
рования по частям состоит в том, что подынтегральное выражение 
f(х)dx представляется в виде произведения двух множителей и и dv , 
причем последний содержит в себе и dx .  

Общих правил для разложения подынтегрального выражения на 
указанные множители, к сожалению, дать нельзя. Однако следует 
иметь в виду, что разложение на множители подынтегрального выра-
жения нужно проводить так, чтобы в результате дифференцирования 
одного множителя (т. е. и) и интегрирования другого множителя (т. е. 
dv ) подынтегральное выражение vdu  интеграла правой части форму-
лы (3) по возможности легко интегрировалось. Разумеется, не всегда 
за счет указанной разбивки подынтегрального выражения на множи-
тели и и dv  формула интегрирования по частям приводит к интегра-
лу, более простому для интегрирования. 
Замечание. Правило интегрирования по частям имеет более узкую 

область применения, чем метод замены переменной. Однако полезно 
запомнить семь типов интегралов, которые только и могут быть вы-
числены с помощью метода интегрирования по частям. 
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1) x ne x dx∫ ; 4) lnn mx xdx∫ ; 6) arcsinnx xdx∫ ; 

2) cos nx x dx⋅∫ ; 5) arctgnx xdx∫ ; 7) x∫ ln xdx . 

3) sinnx xdx∫ ; 
В первом, втором и третьем интегралах после n-кратного интегри-

рования по частям (u = xn) получим табличные интегралы. В интегра-
лах (4), (5), (6) и (7) выбираем трансцендентный множитель (u = ln x; 
u = arctg x; u = arcsun x; u = lnnx). 

Возвратные интегралы (приведение интеграла к самому себе) 

2 2
2 22

2

xdxu x a du x dxI x adx x x ax a
x adv dx v x

= + =
= + = + −+

+= =
∫ ∫ .  

Вычислим второй интеграл 
2 2

2 2

( )x x a adx dx
x a x a

+ −
= =

+ +∫ ∫   

= 2

2

dxx adx a
x a

+ − =
+∫ ∫ 2 2lnx adx a x x a+ − + +∫ . Подставляя по-

следний результат в предыдущее равенство, находим 
2 2 2 2lnx adx x x a x adx a x x a+ = + − + + + +∫ ∫ . 

Объединяя оба интеграла в левой части, будем иметь 
2 2 22 lnx adx x x a a x x a C+ = + + + + +∫ . 

Отсюда 2 2 2ln
2 2
x ax adx x a x x a C+ = + + + + +∫ . В результате ин-

тегрирования по частям получается равенство такого вида I=uv+kI, 
где k≠1. Объединяя его с интегралом в левой части, найдем ответ. 
Если в результате повторного интегрирования получается ничего 

не дающее тождество, значит интегрирование проведено не рацио-
нально. 

Полезно запомнить пять возвратных интегралов. 
1) cosxe xdxα β∫ ; 3) 2x adx+∫ ; 

2) sinxe xdxα β∫ ; 4) cos(ln )x dx∫ ; 5) sin(ln )x dx∫ . 
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Пример 6. В качестве еще одного примера применения метода ин-
тегрирования по частям выведем рекуррентную формулу для вычис-

ления интеграла. In= 2 2( )n

dx
x a+∫ ,  n = 1, 2, 3, … 

Применяя к этому интегралу формулу по частям, полагая  

( )
( )

2 2
12 2

2n

n
nxu x a du

x a

dv dx v x

+

−
= + =

+

= =

,  

мы получим 
( ) ( )

2

12 2 2 2
2n n n

x x dxI n
x a x a

+= +
+ +

∫ . 

Последний интеграл преобразуем следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2
1 1 12 2 2 2 2 2 2 2n n n n

x dx x a a dx dxdx a
x a x a x a x a

+ + +

+ −
= = − =

+ + + +
∫ ∫ ∫ ∫ 2

1n nI a I +− . 

Подставляя значение этого интеграла в предыдущее равенство, по-

лучим 
( )

2
12 2

2 2n n nn
xI nI na I

x a
+= + −

+
.  

Откуда ( )1 22 2 2

2 1
22n n

x nI I
nana x a+
−

= +
+

.  (**) 

Эта формула позволяет свести вычисление интеграла In+1 к вычис-
лению интеграла In и, следовательно, дает возможность шаг за шагом 
понизить значение n до 1 и в результате прийти к известному инте-

гралу 1 2 2

1dx xI arctg
x a a a

= =
+∫ . 

Такие формулы называются рекуррентными, т. е. «возвращающи-
мися» к ранее полученным результатам. Полагая в (**) 1n = , мы най-

дем 2 2 2 3

1 1 arctg
2 2

x xI
a x a a a

= +
+

. 

§ 6. àçíÖÉêàêéÇÄçàÖ êÄñàéçÄãúçõï îìçäñàâ 

Рациональной функцией (рациональной дробью) называется отно-

шение двух многочленов 
1

1 0
1

1 0

( ) ...
( ) ...

m m
m m m

n n
n n n

Q x a x a x a
P x b x b x b

−
−

−
−

+ + +
=

+ + +
, где ,j ib a  
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( 0, ; 0, )i m j n= =  — вещественные числа, ,m n N∈  (целые положитель-
ное числа). 

Если m n≥ , то дробь неправильная, если же m n<  — дробь пра-
вильная. 

Простые дроби и их интегрирование 

Определение 4. Простейшими (элементарными) дробями называ-

ются дроби следующего вида: 1) A
x a−

; 2) 
( )m

A
x a−

, где 2,3,...m = ; 

3) 2

Ax B
x px q

+
+ +

; 4) 
( )2 m

Ax B

x px q

+

+ +
, где 2,3,...m =  Кроме того, , , , ,a p q A B  — 

вещественные числа. Если в представленных дробях 
2

0
4
p q− < ⇒

2

0
4
pq⇒ − > , то квадратный трехчлен не имеет вещественных корней. 

Теорема 3. Интеграл от любой простейшей дроби есть элемен-
тарная функция, выражающаяся через элементарные дроби, лога-
рифмы и арктангенсы. 
Доказательство. 

1) ( ) lnA dx d x adx A A A x a C
x a x a x a

−
= = = − +

− − −∫ ∫ ∫ . 

2) 
( ) ( )

1( )( ) ( )
1

m
m

m m
A dx x adx A A x a d x a A C

mx a x a

− +
− −

= = − − = + =
− +− −∫ ∫ ∫  

1

1
1 ( ) m

A C
m x a − += +

− −
. 

3) 2

Ax B dx
x px q

+
+ +∫ . Выпишем знаменатель и проведем с ним преоб-

разования.  
2 2

2 2 22 2
2 2 4 4
p p p px px q x x q x x q+ + = + + = + + − + =

 
2

2 2 2( )
2 4
p px q t k= + + − = + ,  

где 
2

2,
2 4
p pt x k q= + = − , ,

2
px t dx dt= − = .  
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Далее заменим в исходном интеграле переменную x  на перемен-

ную t. 2 2 2 2 2 2 2

( )
2 ( )

2

pA t BAx B tdt Ap dtdx dt A B
x px q t k t k t k

− ++
= = + −

+ + + + +∫ ∫ ∫ ∫ = 

=
2 2

2
2 2 2 2

( ) ( ) ln
2 2 2
A d t k Ap dt AB x px q

t k t k
+

+ − = + + +
+ +∫ ∫  

2 2

1 2arctg
2

4 4

pxApB C
p pq q

+⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠ − −

, где 
2

4
pk q= − . 

4)
 

2 2 2

( )2
( ) ( )m m

ApAt BAx B dx dt
x px q t k

+ −+
=

+ + +∫ ∫
 
=

 

( )2 2 2 2
( )

( ) 2 mm

tdt Ap dtA B
t k t k

= + −
+ +

∫ ∫ = 1 2( )
2

ApAK B K= + − ,  

где 
2 2 1

1 2 2

1 ( )
( ) 2 1

m

m

tdt t kK C
t k m

− ++
= = +

+ − +∫ , 2 2 2( )m m

dtK I
t k

= =
+∫ .  

Интеграл вида 2K  был рассмотрен ранее в примере 6. 
Вывод. Простейшие дроби представленных видов интегрируются в 

конечном виде. 

Основные теоремы алгебры 

Теорема 4 (Гаусс). Любое алгебраическое уравнение 
0 1 ... 0n

na a x a x+ + + = , где n N∈ , имеет n  корней (вещественных или 
комплексных). Если коэффициенты уравнения 0 ,..., na a  — веществен-
ные числа, то каждому комплексному корню 1x iα β= +  соответст-
вует другой комплексный корень 2x iα β= − , где 1i = −  — мнимая 
единица. 
Теорема 5. Любой многочлен n -й степени 0 1( ) ... n

n nf x a a x a x= + + +
(*) может быть представлен в виде произведения n  линейных со-
множителей 1 2( ) ( )( )...( )n n nf x a x x x x x x= − − − , где 1 2, ,..., nx x x  — корни 
уравнения (*).  
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Замечания.  
1. Если из n  корней k  корней равны между собой, т. е. 

1 2 0... kx x x x= = = = , то 0x  называют корнем кратности k  и вместо k  
одинаковых скобок можно записать одну вида 0( )kx x− . 

2. Если коэффициентами уравнения являются вещественные числа, 
то две скобки, соответствующие комплексно-сопряженным корням, 
можно записать в виде квадратного трехчлена  

2 2 2 22x x x px qα α β= − + + = + + . 

3. Если рациональная дробь является неправильной ( )( )
( )

m

n

Q xf x
P x

= , 

то ее можно записать в виде ( )( ) ( )
( )n

S xf x R x
P x

= + , где ( )R x  — целая 

часть, а ( )
( )n

S x
P x

 — правильная дробь. Добиться такого представления 

можно разделив столбиком числитель на знаменатель. 
Теорема 6. Каждая правильная дробь может быть представлена 

суммой конечного числа представленных выше простейших дробей, 
причем вид простейших дробей зависит от типов множителей, вхо-
дящих в разложение знаменателя, а именно: 

а) Множителю вида x a−  соответствует дробь вида A
x a−

. 

б) Множителю вида ( )mx a−  соответствует m  дробей вида 
1 2

2 ...
( ) ( )

m
m

A A A
x a x a x a

+ + +
− − −

, где 1,..., mA A  — некоторые неизвестные 

коэффициенты. 

в) 2x px q+ +  соответствует дробь 2

Ax B
x px q

+
+ +

, где А, В  — некото-

рые неизвестные коэффициенты. 

г) Наконец, ( )2 m
x px q+ +  соответствует m  дробей  

. 

Таким образом, получаем, что интеграл от любой рациональной 
функции выражается в конечном виде. 

1 2( )( )x x x x− − =

( )( )x i x iα β α β= − − − +

1 1
2

A x B
x px q

+
+

+ +

( ) ( )
2 2

22 2
... m m

m
A x B A x B

x px q x px q

+ +
+ + +

+ + + +
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Правило для интегрирования рациональных функций 

Выделяем целую часть и правильную дробь, если заданная дробь 
является неправильной. После чего целую часть интегрируем. 
Находим корни знаменателя и раскладываем его на простые мно-

жители. 
Представляем правильную дробь в виде суммы простейших дро-

бей. 
Простые дроби интегрируем. 
Суммируем интегралы от целой части и простых дробей. 

Пример 7. 
4 3

3

2 3 4
1

x x x
x

− + +
+∫ .  

Решение. Дробь неправильная. Разделим ее числитель на знамена-
тель:  

– 
4 3 3

4

2 3 4 1
2

x x x x
x x x
− + + +

+ −  

–
3

3

2 2 4
2 2

2 6

x x
x

x

− + +

− −

− +    

.

  

Откуда  
4 3

3 3

2 3 4 2 62
1 1

x x x xx
x x

− + + +
= − +

+ + 3

32 2
1

xx
x
+

= − +
+

. 

Разложим последнюю дробь на простейшие:  

3 2 2

3 3
1 ( 1)( 1) 1 1

x x A Bx C
x x x x x x x
+ + +

= = +
+ + − + + − +

.  

Отсюда получаем, 23 ( 1) ( 1)( )x A x x x Bx C+ = − + + + + .  

Далее, полагая 1x = − , находим, что 2 3A=
2
3

A⇒ = .  

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, получим:   

.  

Следовательно, 3 2

3 2 2 7
1 3( 1) 3( 1)

x x
x x x x
+ −

= −
+ + − +

. 

2 20
3

x A B B+ = ⇒ = −

71
3

x A B C C− + + = ⇒ =
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Значит,  
4 3

3 2

2 3 4 2 2 2 7( 2 2 )
1 3( 1) 3 1

x x x xx dx
x x x x

− + + −
= − + − =

+ + − +∫ ∫   

2

22

4 2 2 12 ln 1 6
2 3 3 1 1 3

2 4

x x dxx x dx
x x

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥= − + + − − =
⎢ ⎥− + ⎛ ⎞− +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫

 
2

24 2 2 2 12 ln 1 ln 1 4
2 3 3 3 3
x xx x x x arctg C−

= − + + − − + + + . 

§ 7. àçíÖÉêàêéÇÄçàÖ àêêÄñàéçÄãúçõï  
ÇõêÄÜÖçàâ à íêÄçëñÖçÑÖçíçõï îìçäñàâ 

Интегрирование выражений,  
содержащих тригонометрические функции 

1. Интегралы вида sin cosn mx xdx∫ , где m, n — целые. 
Основная задача нахождения таких интегралов сводится к пониже-

нию степени sin( )x или cos( )x . Для этого можно воспользоваться три-
гонометрическими формулами приведения.  

а) Пусть одно из m и n нечетное, m = 2p+1.  
2 2sin cos sin (1 sin ) (sin ) (1 )n m n p n px xdx x x d x t t dt= − = −∫ ∫ ∫ . Воспользу-

емся формулами 2 2sin cos 1x x+ = , sin (cos )xdx d x= − , cos (sin )xdx d x= . 
Пример 8.  

3 2 2 2

4 4 4 4 2 4

sin sin (1 cos ) 1sin (cos )
cos cos cos

x x x t dt dtdx xdx d x dt
x x x t t t

− −
= = − = − = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

3 3

1 1 1 1
3 cos 3cos

C C
t t x x

= − + + = − + + . 

б) Пусть m, n — четные неотрицательные. Тогда воспользовав-

шись формулами: 2 21 cos2 1 cos2 sin 2cos ;   sin ;   sin cos
2 2 2

x x xx x x x+ −
= = =

(*), получим 2 2 1 cos2 1 cos2sin cos
2 2

p q
p q x xx xdx dx− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ . 
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Тогда указанный выше прием (а) не приводит к цели и предпочти-
тельней прием, основанный на применении формул (*), а именно 

пусть m = 2k, n = 2l, и k > l, k = r + l, тогда 2 2sin cosk lx xdx =∫  
( )22 2 2

2

1sin sin cos sin sin 2
2

lr r l
lx x x dx x xdx= = =∫ ∫

( ) 2
2

1 1 cos2 sin 2
2

r l
l r x xdx+= −∫ . 

Применяя формулу бинома Ньютона и затем перемножая, мы по-
лучим сумму интегралов того же вида cos 2 sin 2q px xdx∫ , но с показате-
лями, меньшими первоначальных. Те из них, в которых хотя бы один 
из показателей p и q оказывается нечетным, вычисляются приемом 
(а). Интегралы, в которых оба показателя p и q четные, могут быть 
вычислены с помощью многократного применения формул (*). 
Пример 9.  

6 2 2 4 2 21 1sin cos sin 2 sin sin 2 (1 cos2 )
4 16

x xdx x xdx x x dx= = − =∫ ∫ ∫  
2 2 2 21 1 1sin 2 (1 2cos2 cos 2 ) sin 2 sin 2 cos2

16 16 8
x x x dx xdx x xdx= − + = − +∫ ∫ ∫  

( )2 2 2 21 1 1 1sin 2 cos 2 1 cos4 sin 2 (sin2 ) sin 4
16 32 16 64

x xdx x dx xd x xdx+ = − − + =∫ ∫ ∫ ∫  
31 1 1 1 1 1sin 4 sin 2 (1 cos8 ) sin 4

32 128 48 128 32 128
x x x x dx x x= − − + − = − −∫  

– 31 1 1sin 2 sin8
48 128 1024

x x x C+ − + . 

2. Интегралы вида sin cosmx nxdx∫ , cos cosmx nxdx∫ , sin sinmx nxdx∫ , 
где ,m n R∈ . 

Подынтегральные функции легко приводятся к сумме первых степе-
ней синусов и косинусов с помощью известных формул тригонометрии. 

[ ]1sin cos sin( ) sin( )
2

α β α β α β= + + − ,  

[ ]1cos cos cos( ) cos( )
2

α β α β α β= + + − ,  

[ ]1sin sin cos( ) cos( )
2

α β α β α β= − − + . 
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Пример 10. 

 

. 

Пример 11. 
1 1 1cos2 sin 4 (sin6 sin 2 ) sin6 sin 2
2 2 2

x xdx x x dx xdx xdx= + = + =∫ ∫ ∫ ∫  
1 1cos6 cos2

12 4
x x C= − − + . 

Существует подстановка, которая позволяет интегрировать любые 
выражения, содержащие sin( ),cos( )x x . Об этом говорит следующая 
теорема. 
Теорема 7. Интегралы вида (cos ,sin )R x x dx∫  всегда берутся в ко-

нечном виде. Для их выражения, кроме функций, встречающихся при 
интегрировании рациональных функций, нужны лишь еще тригоно-
метрические функции. 
Доказательство. Пусть дан интеграл вида (cos ,sin )R x x dx∫ . Приме-

ним следующую подстановку ;  -
2 2 2
xt tg xπ π

= < <  (эта подстановка 

возможна только на промежутках, не содержащих точек вида 2k�, 
k∈Z). Имеем:  

2 2

sin cos sin cos
2 2 2 2sin 2sin cos 2 2

2 2 1 sin cos
2 2

x x x x
x xx x x= = = =

+
 2

2

2 22
11

2

xtg t
x ttg

=
++

; 

2 2

2 2

2 2

cos sin
2 2cos cos sin

2 2 cos sin
2 2

x x
x xx x x

−
= − = =

+

2
2

2
2

1 12
11

2

xtg t
x ttg

− −
=

++
;  

2

2dtarcctg ;    dx
2 1 t
x t= =

+
. 

В итоге получаем, что 
2

12 2 2

1 2 2(cos ;sin ) ; ( )
1 1 1

t t dtR x x dx R R t dt
t t t

⎛ ⎞−
= =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ,  

а любая рациональная функция интегрируется до конца. 

( )1 1 1sin3 sin5 cos2 cos8 cos2 cos8
2 2 2

x xdx x x dx x xdx= − = − =∫ ∫ ∫ ∫
1 1sin 2 sin8
4 16

x x C= − +
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Подстановка 
2
xt tg=  называется универсальной, т. е. любое выра-

жение, содержащее sin( ),cos( )x x при помощи этой подстановки интег-
рируется до конца. 

Пример 12. 
2

2

2(1 ) ln ln tg
sin (1 )2 2
dx t dt xdt t C c

x t t t
+

= = = + = +
+∫ ∫ ∫ . 

Замечание. Возможны случаи, когда цель может быть достигнута с 
помощью более простых подстановок. 
Если функция R(cos x, sin x) не изменяется при одновременной  

замене sin x на –sin x; cos x на –cos x, то удобна подстановка x = tg x  

(x = ctg x), где 
2 2

xπ π
− < < , т. е.

 
R(cos x, sin x)=R(-cos x, -sin x). Итак,  

2 , arctg  , ;
1

dtt tgx x x dx
t

= = =
+  

2 2

2 2

sin tg tgsin
1 1 cos sin

cos cos

x x xx
x x

x x

= = = =
+

 

2 2
;

1 tg 1
tgx t

x t
= =

+ +
22

1 1cos
11 tg

x
tx

= =
++

.  

Таким образом,  

222 2

1(cos ,sin ) ; ( )
11 1

t dtR x x dx R R t dt
tt t

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ++ +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ . 

Если при замене sin x на –sin x подынтегральная функция изменяет 
знак, т. е. R(cos x, -sin x) = –R(cos x, sin x), то рационализация достигает-

ся заменой cos x t= , sinxdx dt− = , 2 2sin 1 cos 1x x t= − = −  
21

dtdx
t

= −
−

. 
Если при замене cosx на –cos x R(cos x, sin x) меняет знак, то рацио-

нализация достигается подстановкой sint x= , cosdt xdx= ,
21

dtdx
t

=
−

. 
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Интегрирование квадратных иррациональностей 

Если подынтегральная функция содержит квадратичные корни вида: 
2 2a u− , 2 2a u+ , 2 2u a− , то удобны следующие соответствующие 

подстановки: u=a sin t (либо u = a cos t; u = a tg t (либо u = a ctg t);  
u = a sec t (либо u = a cosec t). 

Однако это утверждение не исключает другие подстановки. 

Пример 13. 2 22 22 2

sin ; cos cos
sin sin1 1 sin cos1

x t dx tdtdx tdt dt
t tx t tx x

= =
= = = =

− = − =−∫ ∫ ∫  

2 2cos 1 sin 1ctg
sin sin

t t xt C C C C
t t x

− − −
= − + = − + = − + = + . 

Интегрирование выражений, содержащих радикалы 

1. Интегрирование функций вида , m
xR x
x

α β
γ δ

⎛ ⎞+
⎜ ⎟⋅ +⎝ ⎠

, где R — рацио-

нальная функция двух аргументов, m  — натуральное число, , , ,α β γ δ  — 
некоторые константы. 
При интегрировании таких функций полагают следующую замену 

mx t
x

α β
γ δ
⋅ +

=
⋅ +

. После ее применения получается некоторая рациональ-

ная функция )(tΨ  и интеграл запишется в виде ( ( ), ) ( )R t t t dt′Ψ Ψ∫ . 

Пример 14. ∫
+−4 53 )2()1( xx

dx
. 

Решение. Сначала преобразуем подынтегральную функцию  

4
3

24 53 1
2

)2(
1

)2()1(

1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
=

+− x
x

xxx
. Теперь, полагая 42

1
x t
x
+⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠

, име-

ем 
4

4

2
1
tx

t
+

=
−

,
4 3

4 4

3 122 ,
1 1

t tx dx dt
t t

−
+ = =

− −
. Получили рациональную функ-
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цию от переменной t. Тогда ( ) 3

4
23 54

2
1 ( 2)( 1) ( 2)

xdx dx
x xx x

+⎛ ⎞
= =⎜ ⎟− +− + ⎝ ⎠

∫ ∫  

( ) ( )
( )

24 3
3

28 24

1 12 4
39 1

t t dtt dt
t tt

− −
= ⋅ = − =

−
∫ ∫ 4

4 1 14
33 2

xC C
t x

−
⋅ + = +

+
. 

2. Интегрирование функций вида 
2

( )R x
ax bx c+ +

, где ( )R x  — рацио-

нальная функция. Выделяя из рациональной дроби ( )R x  целую часть — 

многочлен ( )P x , т. е. ( )( ) ( )
( )
xR x P x

Q x
Φ

= + и представляя дробь ( )
( )
x

Q x
Φ

 в 

виде суммы простейших дробей, видим, что интегрирование функции 

2

( )R x
ax bx c+ +

 приводится к вычислению интегралов следующих типов: 

а) 
2

( )P x dx
ax bx c+ +∫ , ( )P x  — многочлен. 

б) 
( ) 2k

Adx
x ax bx cα− + +∫ , A — константа. 

в) 
2 2

( )
( )k

Mx N dx
x px q ax bx c

+

+ + + +∫ , M, N — константы и трехчлен 

2x px q+ +  не имеет действительных корней. 
Укажем методы вычисления этих интегралов 

а) Можно показать, что первообразную для функции 
2

( )P x
ax bx c+ +

, 

где P(x) — многочлен степени n, следует искать в виде  

2

( )P x dx
ax bx c

=
+ +∫ 2( )Q x ax bx c⋅ + + +

2

dx
ax bx c

λ
+ +∫ ,  (4)  

где Q(x) многочлен степени ( 1)n −  с неопределенными коэффициен-
тами, а λ — неизвестная константа. Коэффициенты многочлена Q(x) и 
число λ находятся при помощи дифференцирования тождества (4). 

Пример 15. Вычислить 
( )3

2

2

1

x dx

x x

−

+ +∫ . 
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Решение.  

Полагаем 
( )3

2 2

2 2

2
( ) 1

1 1

x dx dxax bx c x x
x x x x

λ
− ⎛ ⎞

= + + + + + ⎜ ⎟
+ + + +⎝ ⎠

∫ ∫ . 

Дифференцируя это тождество, имеем:  
3

2

2
1

x
x x

−
=

+ +
 2(2 ) 1ax b x x+ + + +

( )( )2

2 2

2 1

2 1 1

ax bx c x

x x x x
λ+ + +

+
+ + + +

.  

Откуда ( )3 2 22 2 (4 2 )( 1) ( )(2 1) 2x ax b x x ax bx c x λ− = + + + + + + + + . Для 
нахождения неопределенных коэффициентов , ,a b c  и λ запишем сис-
тему уравнений, приравняв коэффициенты при соответствующих  
степенях: 

2 4 2
0 4 2 2
0 4 2 2

4 2 2

a a
a b a b
a b b c

b c λ

= +⎧
⎪ = + + +⎪
⎨ = + + +⎪
⎪− = + +⎩

.  Откуда 1 5 1 25, , ,
3 12 24 16

a b c λ= = − = − = − .  

Следовательно, 

( )
( )

3
2 2

2 2

2 5 251 1 13 12 24 161 31
2 4

x dxdx x x x x
x x x

−
= − − + + − =

+ + + +
∫ ∫

 
( )2 2 25 251 1 11 ln 13 12 24 16 2x x x x x x x C= − − + + − + + + + + . 

б) Интеграл вида 
( ) 2k

Adx
x ax bx cα− + +∫  подстановкой 1( )x tα− =  

приводится к виду, рассмотренному в предыдущем пункте. 

Пример 16. Вычислить
3 2( 1)

dx
x x +∫ . 

Решение. Положим 1x
t

= , тогда 21dx t dt= −  и для 0t >  имеем:  

  

   

3 2 1
dx

x x +∫
3 2 2

2 22
2

1 1
1 1 11

t dt t dt t dt
t tt t

+ −
= − = − = − =

+ ++
∫ ∫ ∫ 21 t dt− + +∫

2

2

1
21

dt t t
t

− +
=

+∫ 21 ln 12 t t− + + +
2

2 1ln 1
2

t tt t C +
+ + + = − +
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. 

в) Рассмотрим вычисление интеграла 
( )2 2 |

Mx N dx
ax bx c x px q

+

+ + + +∫ .  

Предположим сначала, что )( 22 qpxxcbxax ++=++ α , тогда 

( ) ( )
1 1

1/22 2 2m m
Mx N M x Ndx dx

ax bx c x px q x px q
+

+ +
=

+ + + + + +
∫ ∫ .  

Поскольку 2)2(2
1

1
1

11
PMNpxMNxM −++=+ , то 

( )
1 1

1/22 m
M x N dx

x px q
+

+
=

+ +
∫  

( ) ( )
2

1 1/2 1/22 2

( )
m m

d x px q dxC B
x px q x px q

+ +

+ +
= +

+ + + +
∫ ∫ . Первый 

из полученных интегралов является табличным. Для вычисления ин-

теграла 
( ) 1/22 m

dx

x px q
+

+ +
∫  применяется подстановка Абеля 

( )'
2t x px q= + + .  

В общем случае, в интеграле делают замену переменной так, чтобы во 
вновь полученных трехчленах одновременно исчезли слагаемые с 
первой степенью. Это достигается, например, с помощью дробно-

линейной подстановки 
1+
+⋅

=
t
tx βα , если abp /≠  и

2
px t= − , если bp

a
= . 

В результате получим интеграл
2 2( )m

At B dt
t t rλ δ

+

+ ⋅ +∫ . Представим его в 

виде
2 2 2 2( ) ( )m m

Atdt dtB
t t r t t rλ δ λ δ

+
+ ⋅ + + ⋅ +∫ ∫ . К первому из этих ин-

тегралов применяем подстановку rtU +⋅= 2δ , а ко второму — под-
становку rtV +⋅= 2δ . 

Пример 17. Вычислить 
( )

∫
++

+

2)1(
2

22 xx
dxx

. 

Решение. ( )
2 2 2 2 2 2

2 2
( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2

x dx xdx dx
x x x x x x

+
= +

+ + + + + +∫ ∫ ∫ . 

21 2ln 1t t C+ + + +



— 142 — 

2 22 2

1 1 2 1 1ln
2 2 ( 1) 1 2 1( 1) 2( 1) 2

xdx dU zdz dz z C
z z z zU Ux x

−
= = ⋅ = = + =

− − ++ ++ +∫ ∫ ∫ ∫
2

2

1 2 1ln
2 2 1

x C
x
+ −

= +
+ +

. Для вычисления интеграла 
2 2( 1) 2

dx
x x+ +∫  по-

ложим 
2

)2(
2

2

+
=′+=

x
xxt . Тогда 

22

2
2

+
=

x
xt , т. е. 

,2,
1
2 2

2

2
2 xxt

t
tx =+
−

= 2
22 2

2 ,
12 2

xtdx dx dtdt x dx
tx x

⋅ + + = =
−+ +

. 

Следовательно, 222 2
2

2 2 1
21( 1) 2 11

dx dt
ttx x

t

= ⋅
−+ + +

−
∫ ∫  

2
2

2
xarctg C

x
= +

+
. В итоге получаем, что исходный интеграл равен 

( ) 2

2 2 2 2

2 1 2 1ln 2
2( 1) 2 2 1 2

x dx x xdx arctg C
x x x x

+ + −
= + +

+ + + + +∫ . 

§ 8. åÖíéÑ éëíêéÉêÄÑëäéÉé 

Иногда при интегрировании правильной рациональной дроби 
)(
)(

xQ
xP  

используют метод, суть которого состоит в выделении рациональной 
части первообразной.  

Пусть ( )Q x имеет кратные корни (включая и комплексные). Соста-
вим многочлен 2 ( )Q x  так, чтобы все его корни были простые, и каж-
дый корень )(2 xQ  являлся бы корнем многочлена ( )Q x . Тогда 

( )1 2( ) ( )Q x Q x Q x= , где корни )(1 xQ  есть корни многочлена ( )Q x с крат-
ностями на единицу меньше. В частности, все простые корни ( )Q x бу-
дут корнями )(2 xQ  и не будут корнями )(1 xQ . 

Справедливо соотношение 
1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P x R x xdx dx
Q x Q x Q x

Φ
= +∫ ∫ , (5)  

где )(xR  и )(xΦ  — многочлены с неопределенными коэффициентами, 
степени которых соответственно на единицу меньше степеней много-

2

2 2
1

dt
t

= =
+∫
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членов )(1 xQ  и )(2 xQ . Неопределенные коэффициенты многочленов 
)(xR  и )(xΦ  вычисляются при помощи дифференцирования равенства 

(5). Обычно метод Остроградского применяется, если многочлен ( )Q x
имеет несколько корней большой кратности. 

Пример 18. Вычислить 2 2

2 12
( 4 8)

x dx
x x

+
+ +∫ . 

Решение. Полагаем 2 2 2 2

2 12
( 4 8) 4 8 4 8

x ax b cx ddx dx
x x x x x x

+ + +
= +

+ + + + + +∫ ∫ . 

Дифференцируя это равенство, получаем 
( )22

2 12

4 8

x

x x

+
=

+ +
  

=
( )

2

2 22

( 4 8) (2 4)( )
4 84 8

a x x x ax b cx d
x xx x

+ + − + + +
+

+ ++ +
. Откуда  

2 22 12 ( 4 8) (2 4)( ) ( )( 4 8)x a x x x ax b cx d x x+ = + + − − + + + + + .  (6)  
Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих 

частях равенства (6). 
0
0 2 4

0, 1
2 4 4 2 4 8
12 8 4 8

c
a a d c

c a d b
a a b d c
a b d

=⎧
⎪ = − + +⎪ ⇒ = = = =⎨ = − + + +⎪
⎪ = − +⎩

.  

Следовательно, 2 2

2 12
( 4 8)

x dx
x x

+
=

+ +∫ 2 2

1 ( 2)
4 8 ( 2) 4

x dx x
x x x

+ +
+ =

+ + + +∫

2

1 21
24 8 2

x xarctg C
x x

+ +
+ +

+ +
. 

§ 9. éèêÖÑÖãÖççõâ àçíÖÉêÄã 

Основные определения 

Пусть функция ( )f x  определена и ограничена на отрезке [ ; ]a b .  
Конечную совокупность точек { } 0

n
k k

x
=

, где 0 1 2 ... na x x x x b= < < < < = ,  
назовем разбиением отрезка и обозначим через T . Положим 

1

sup ( )
k k

k
x x x

M f x
− ≤ ≤

= , 
1

inf ( )
k k

k x x x
m f x

− ≤ ≤
= , (1 )k n≤ ≤ .  
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Тогда назовем 1
1

( , ) ( )
n

k k k
k

S f T M x x −
=

= −∑
 
верхней суммой Дарбу,  

а 1
1

( , ) ( )
n

k k k
k

s f T m x x −
=

= −∑  — нижней суммой Дарбу и положим 

( ,[ ; ]) inf ( , )
T

I f a b S f T= , ( ,[ ; ]) sup ( , )
T

I f a b s f T= . При этом для любой ог-

раниченной функции f  на отрезке [ ; ]a b имеем ( ,[ ; ]) ( ,[ ; ])I f a b I f a b≤ . 
Определение 5. 
Если I I I= = , то функция f  называется интегрируемой в смысле 

Римана на [ ; ]a b и число I  называется определенным интегралом от f  

на [ ; ]a b . Обозначать I  будем так: ( )
b

a

I f x dx= ∫ . 

Это определение эквивалентно следующему: 
ПустьT  — разбиение [ ; ]a b  и { } 1

k
k k
ξ

=  — совокупность точек таких, 
что 1k k kx xξ− ≤ ≤ , 1,k n=  тогда f  интегрируема на [ ; ]a b , если 

1
1max( ) 0 1

lim ( )( )
n k

n

k n kx x k

f x xσ ξ
−

−− →
=

= −∑  существует и не зависит от выбора 

точек { } 1

k
k k
ξ

= , а также выбора разбиения T . 

Таким образом, ( )
1

0 1
( ) lim

b n

i i
ia

f x dx f x
λ

ξ
−

→
=

= Δ∑∫ , где max{ }ixλ = Δ (*). 

Предел (*) будем понимать следующим образом: каждому числу 
0ε >  отвечает такое δ > 0, что при любом способе дробления, при  

котором λ < δ, и при любом выборе в соответствующих частотных 
промежутках значений iξ  будет выполняться неравенство 

( )
1

0

( )
bn

i i
i a

f x f x dxξ ε
−

=

Δ − <∑ ∫ . 

Из определения определенного интеграла как предела интеграль-
ной суммы непосредственно следует, что величина интеграла (*)  
(если он существует) зависит только от вида функции ( )f x  и от чисел 
a и b. Следовательно, если ( )f x задана и пределы интегрирования  
a и b закреплены, то интеграл (*) определяется однозначно и пред-
ставляет собой некоторое число.  
Отсюда, в частности, следует, что определенный интеграл не зави-

сит от переменной интегрирования. Поэтому x  можно заменить лю-
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бой другой буквой, и это не отразится на величине интеграла. Иными 
словами, определенный интеграл не зависит от обозначения перемен-

ной интегрирования, т. е. ∫∫∫ ===
b

a

b

a

b

a
duufdttfdxxf )(...)()( . 

Условия существования определенного интеграла 

Закономерно возникает вопрос: для ка-
ких функций указанный предел (т. е. опре-
деленный интеграл) существует? Прежде 
всего, отметим, что имеются функции, от 
которых определенный интеграл заведомо 
не существует. Такими являются, напри-
мер, все неограниченные функции. 

Действительно, пусть функция ( )f x  за-
дана в промежутке [ ; ]a b  и не ограничена в 
окрестности некоторой точки С внутри этого промежутка (рис. 4.1). 
Тогда, если разбить этот промежуток произвольным способом на час-
ти, то функция ( )f x  будет неограниченной хотя бы в одной из них. 
Пусть, например, это произойдет в отрезке [ ]1,i ix x + , содержащем точку
C . В этом случае за счет надлежащего выбора точка iξ  в промежутке 
[ ]1,i ix x +  слагаемое ( )i if xξ Δ  интегральной суммы, а вместе с ним и вся 
интегральная сумма могут быть сделаны по абсолютной величине 
сколь угодно большими. 

Поэтому интегральная сумма не будет иметь конечного предела, а 
это означает, что определенный интеграл от неограниченной функции 
не существует.  

Итак, если функция ( )f x интегрируема в [ ; ]a b , то она необходимо 
ограничена в этом промежутке. Отсюда, вообще говоря, не следует, 
что всякая ограниченная функция интегрируема (т. е. установленное 
условие не является достаточным). 

Поясним это на примере. Рассмотрим функцию Дирихле, которая 
определяется на сегменте [0, 1] следующим образом:  

 

ሻݔሺܦ     ൌ ൜1, если х — рационально       
0, если х — иррационально.   
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Как мы видим, эта функция ограничена на [0, 1], однако не интег-
рируется на нем. В самом деле, если мы, составляя интегральные 
суммы σ, в качестве точек iξ  будем брать, например, рациональные 
точки, то получим δ = 1. Следовательно, и предел σ в этом случае при 
λ→0 (где λ — по-прежнему длина наибольшего частичного проме-
жутка) будет тоже равен единице.  

Если же все iξ  брать иррациональными, то σ будет обращаться в 
нуль, и, значит, предел суммы σ при λ→0 в данном случае будет ра-
вен нулю. Таким образом, поведение интегральной суммы σ сущест-
венным образом зависит от выбора точек iξ  и поэтому за счет одного 
лишь уменьшения λ интегральная сумма σ не может приблизиться ни 
к какому конечному пределу, а это значит, что функция Ψ(х) не ин-
тегрируема в промежутке [0, 1]. 

Таким образом, для существования определенного интеграла от 
некоторой функции последняя, помимо ограниченности, очевидно 
должна обладать дополнительными свойствами, обеспечивающими ее 
интегрируемость. 

Таким свойством, например, является непрерывность. 
Теорема 8 (достаточное условие интегрируемости). Если функция 

ƒ(x) непрерывна в промежутке [a, b], то она интегрируема на этом 

промежутке, т. е. существует интеграл ( )
b

a

f x dx∫ . (Оставим эту тео-

рему без доказательства). 
Не следует думать, что определенный интеграл существует только 

для непрерывных функций. Так, например, существует интеграл от 
функций, имеющих конечное число точек разрыва первого рода (та-
ким образом, непрерывность функции является достаточным, но не 
необходимым условием ее интегрируемости). 
Рассмотрим задачу. 
Вычислить площадь плоской фигуры общего вида, а именно aABb, 

ограниченной сверху кривой y=f(x), a x b≤ ≤ , и с боков прямыми x a=  
и x b= . Наконец, она ограничена снизу отрезком оси Ox. Такая фигу-
ра называется криволинейной трапецией. Итак, требуется найти (вы-
числить) площадь этой фигуры. 
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Разделим основание трапеции 
произвольным образом на ко-
нечное число частей, что рав-
носильно дроблению промежут-
ка [a, b], на котором задана 
функция y = ƒ(x), на n произ-
вольных частей точками  

 
и вычислим в этих точках ор-
динаты кривой. Тогда в каждом 
из полученных промежутков 
[ ]1,i ix x + , где 0, 1i n= − , выберем произвольную точку iξ , ( )1i i ix xξ +≤ ≤  и 
вычислим в ней координаты ( )if ξ . Заменим приближенно i-ю полос-
ку прямоугольником с основанием 1i i ix x x+Δ = −  и высотой, равной 

( )if ξ  (рис. 4.2). 
В результате криволинейная трапеция заменится некоторой сту-

пенчатой фигурой, составленной из отдельных прямоугольников. 
Так как площадь i -го прямоугольника равна ( )i if xξ Δ , то площадь всей 
ступенчатой фигуры, очевидно, станет равна:  

1

0 0 1 1 1 1
0

( ) ( ) ... ( ) ( )
n

ступ i i i i
i

P f x f x f x f xξ ξ ξ ξ
−

− −
=

= Δ + Δ + + Δ = Δ∑ . 

Естественно считать, что площадь при достаточно мелком дробле-
нии промежутка [a, b] является приближенным значением площади P  

криволинейной трапеции, т. е. 
1

0

( )
n

i i
i

P f xξ
−

=

≈ Δ∑ . 

Что касается точного значения площади P , то оно получится как 
предел суммы площади указанных прямоугольников  

1

0 1
lim ( )

n

i i
i

P f x
λ

ξ
−

→
=

= Δ∑ , где max{ }ixλ = Δ . 

Напомним еще раз строгое аналитическое определение определен-
ного интеграла, впервые данное для непрерывной функции в 1823 г. 
О. Коши (1789-1857). При этом Коши дал первое доказательство су-
ществования определенного интеграла от непрерывной функции. 
Позднее немецкий математик Б. Риман (1826-1866) показал, что опре-
деление, данное Коши, применимо к более широкому классу функ-

0a x x= <

1 2 1 1... ...i i n nx x x x x x b+ −< < < < < < < < =
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ций. Это позволило ему впервые высказать в общей форме определе-
ние интеграла и установить условия его существования. 
Определение 6. Пусть функция ƒ(x) определена в промежутке  

[a, b]. Разобьем этот промежуток на n  произвольных частей точками 
0 1 2 1 1... ...i i n na x x x x x x x b+ −= < < < < < < < < = . В каждом из полученных 

частных промежутков [ ]1,i ix x + , где 
_______

0, 1i n= − , выберем произвольную 
точку iξ  ( )1i i ix xξ +≤ ≤ . Вычислим значение функции ( )if ξ и умножим 
его на разность 1i i ix x x+Δ = − . После этого составим сумму Римана 
(иногда ее называют интегральной):  

1

0

( )
n

i i
i

f xσ ξ
−

=

= Δ∑ , max{ }ixλ = Δ .  (7) 

Если существует конечный предел интегральной суммы (7) при 
λ→0, не зависящий ни от способа дробления промежутка [a, b], ни от 
выбора точек iξ , то этот предел называется определенным интегралом 
функции ƒ(x) по промежутку [a, b] и обозначается символом 

( )
b

a

I f x dx= ∫  (ввел это обозначение Ж. Фурье (1768-1830). 

Функция ( )f x называется интегрируемой в промежутке [a, b], чис-
ла же a и b называются соответственно нижним и верхним пределами 
интегрирования. 

Основные свойства определенного интеграла 

Свойство 1. Если переставить между собой пределы интегрирова-
ния, то определенный интеграл изменит только знак, т. е. 

( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫ . 

Доказательство. Пусть a < b. Cоставим интегральную сумму 
1

0
( )

n

i i
i

f xσ ξ
−

=

= Δ∑  для дробления 0 1 2 1 1... ...i i n na x x x x x x x b+ −= < < < < < < < < =

. Теперь поменяем местами a и b, т. е. будем считать а верхним пре-
делом, а b нижним пределом интегрирования, сохраняя при этом все 
прежние точки дробления промежутка [a, b] и все выбранные ранее 
точки iξ . Так как нумерация точек дробления промежутка всегда ве-
дется в направлении от нижнего предела к верхнему, то прежние точ-
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b 

ки дробления ix  и точки iξ  будут теперь занумерованы в обратном 
порядке:  

0 1 2 1 1... ...i i n nb x x x x x x x a+ −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= > > > > > > > > = ,  (8)  
где уже 1 0k k kx x x+′ ′ ′Δ = − < , 

_________
( 0, 1)k n= − . 

 

 

Легко увидеть, что интегральная сумма 
1

0
( )

n

k k
k

f xσ ξ
−

=

′ ′= Δ∑ , составлен-

ная для точек дробления (8), отличается от прежней суммы σ только 
знаком 'σ σ= − . (9) 

Предел левой части этого равенства по условию существует и ра-

вен интегралу ( )
b

a

f x dx∫ . Следовательно, существует и предел правой 

части и по определению этот предел и есть определенный интеграл 

0
( ) lim

b

a

f x dx
λ

σ
→

′=∫ . Переходя к пределу в равенстве (9) мы получим ра-

венство (7). 
Свойство 2. (Аддитивность) 
Каковы бы ни были числа a, b, c, всегда имеет равенство 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ .  (10) 

Доказательство. Допустим сначала, что a c b< < . Так как предел 
интегральной суммы не зависит от способа дробления промежутка  
[a, b] на части, то будем дробить его так, чтобы точка всегда была 
точкой дробления промежутка. Если mc x= , то интегральную сумму 

можно разбить на две: 
1 1 1

0 0
( ) ( ) ( )

n m n

i i i i i i
i i i m

f x f x f xσ ξ ξ ξ
− − −

= = =

= Δ = Δ + Δ∑ ∑ ∑ . Каж-

дая из этих сумм является соответственной интегральной суммой 
функции ( )f x  для промежутков [a, b], [a, c], [c, b]. Переходя к преде-
лу при 0λ = , мы получим равенство (10). 

a 
  iξ  1ξ    0ξ  

′
kξ  

0x  
1x  2x  ix 1+ix 1−nx  nx

0x1x  kx ′1+′kx2−′nx  1−′nx  
nx ′  



— 150 — 

Суть доказанного свойства состоит в 
том, что интеграл по всему промежутку 
оказывается равным сумме интегралов 
по частям. Другое взаимное располо-
жение точек , ,a b c  легко сводится к 
рассмотренному случаю. Пусть, напри-
мер, эти точки расположены так: 
a b c< < . Тогда по аналогии с доказан-

ным будем иметь ( ) ( ) ( )
c b c

a a b

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ .  

Откуда ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b c c c b

a a b a c

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx= − = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Установленное свойство интеграла в случае неотрицательной 
функции выражает простой геометрический смысл: если криво-
линейная трапеция с основанием [a, b] разбита на две с основаниями 
[a, c] и [c, b], то площадь данной трапеции равна сумме площадей 
двух ее частей. 
Свойство 3. Постоянный множитель можно вынести за знак инте-

грала, т. е.: ( ) ( )
b c

a a

k f x dx k f x dx⋅ =∫ ∫ .  (11) 

Доказательство. Разобьем промежуток [a, b] произвольно на части 
и составим интегральную сумму для функции ( )kf x . Очевидно, будем 

иметь 
1 1

0 0
( ) ( )

n n

i i i i
i i

k f x k f xσ ξ ξ
− −

= =

= ⋅ Δ = Δ∑ ∑ . Переходя в этом равенстве к 

пределу при λ→0, мы получим формулу (11). 
Свойство 4. Определенный интеграл от алгебраической суммы 

функций равен алгебраической сумме их интегралов: 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx± = ±∫ ∫ ∫ .  (12) 

Доказательство. Составим интегральную сумму для функции  
�(x) ±g (x). Очевидно, будем иметь:  

[ ]
1 1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
n n n

i i i i i i i
i i i

f g x f x f xξ ξ ξ ξ
− − −

= = =

± Δ = Δ ± Δ∑ ∑ ∑ .  

a b c 0 x 

y 
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Остается в этом равенстве перейти к пределу при λ→0, чтобы по-
лучить формулу (12). 
Эта формула легко распространяется на случай любого конечного 

числа слагаемых функций. 
Свойство 5. Если ( )f x  — неотрицательная на [a, b] функция, и 

нижний предел интеграла меньше верхнего, то и сам интеграл будет 

числом неотрицательным, т. е.: ( ) 0
b

a

f x dx ≥∫ .  (13) 

Доказательство. Пусть a b<  и ( ) 0f x ≥ . Тогда при любом выборе 

iξ , будем иметь 
1

0

( ) 0
n

i i
i

f xξ
−

=

Δ ≥∑ . Так как ( ) 0if ξ ≥  и 0ixΔ ≥ , остается 

перейти к пределу при λ→0, чтобы получить неравенство (13). 
Свойство 6. Если функции ( )f x и ( )g x заданы в промежутке [a, b], 

где a b<  и всегда выполнено ( ) ( )f x g x≤ , то ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx≤∫ ∫
 
,
      

(14) 

т. е. неравенства можно почленно интегрировать. 
Доказательство. Применяя предыдущее свойство к разности 

( ) ( ) 0g x f x− ≥ , получим [ ]( ) ( ) 0
b

a

g x f x dx− ≥∫ . Но в силу свойства (10)  

 ( ) ( )
b b

a a

g x dx f x dx= −∫ ∫ ,  

следовательно, ( ) ( ) 0
b b

a a

g x dx f x dx− ≥∫ ∫ , откуда и получаем (14). 

Замечание. Несколько труднее доказывается более точный резуль-
тат, а именно если функции ( )f x  и ( )g x  непрерывны в [a, b] и 

( ) ( )f x g x≤ , причем ( )f x  не всюду равна ( )g x , то ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx<∫ ∫  

(т. е. равенство исключается). 
Свойство 7. Если функция ( )f x задана в промежутке [a,b], и a b< , 

то ( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx≤∫ ∫ ,  (15)  

т. е. абсолютная величина интеграла не превосходит интеграл от аб-
солютной величины подынтегральной функции. 

[ ]( ) ( )
b

a

g x f x dx−∫
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Доказательство. Применяя предыдущее свойство, проинтегрируем 
почленно очевидное неравенство ( ) ( ) ( )f x f x f x− ≤ ≤ . В результате по-

лучим ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x dx f x dx f x dx− ≤ ≤∫ ∫ ∫ , а это равносильно неравенству (15). 

Свойство 8. Если m  и M  — соответственно наименьшее и наи-
большее значения функции ( )f x  в промежутке [a, b], где a b< , то 

( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫ . 

Доказательство. По условию для любого x∈[a, b] имеем 
( )m f x M≤ ≤ . Проинтегрировав почленно эти неравенства, получим 

( )
b

a

M f x dx≤ ∫ , отсюда, заметив, что ( )
b

a

f x dx b a= −∫ , 

требуемое неравенство ( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫ . 

Свойство 9. (Теорема о среднем). Если функция ( )f x  непрерывна 
на промежутке [a, b], то в этом промежутке существует хотя бы 

одна точка c, такая, что ( ) ( )( )
b

a

f x dx f c b a= −∫ . (16) 

Доказательство. Пусть a b< . Так как функция ( )f x непрерывна на 
[a, b], то по теореме Вейерштрасса она принимает в этом промежутке 
как свое наибольшее значение M, так и свое наименьшее значение m, 
так что для любого x из [a, b] будем иметь ( )m f x M≤ ≤ . Отсюда в си-

лу свойства 8 находим ( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫ , откуда 

( )
b

a

f x dx
m M

b a
≤ ≤

−

∫
. Положим 

( )
,( )

b

a

f x dx
m M

b a
μ μ= ≤ ≤

−

∫
. Так как число μ  

заключено между наибольшим и наименьшим значениями непрерыв-
ной функции ( )f x  на промежутке [a, b], то непрерывная функция 

( )f x , принимающая значение m и M, по 2-й теореме Больцано–Коши 
должна принимать и все промежуточные значения между ними. Сле-
довательно, найдется такая точка c  из [a, b], что будем иметь ( )f c μ=  

( ) ( )
b b

a a

m f x dx f x dx≤∫ ∫
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или 
( )

b

a

f x dx

b a
μ=

−

∫
 величину ( )f c  принято называть средним значением 

функции ( )f x  в промежутке [a, b]. Заметим, что формула остается 
справедливой не только при a b< , но и при a b> . В самом деле, если 

a b> , то в силу свойства 1 будем иметь 
a

b
∫ f ( ) ( )( )x dx f c a b= −  и остает-

ся переставить пределы интегрирования, чтобы получить нужную 
формулу для этого случая. 
Замечание. Формула (16) имеет 

простой геометрический смысл. 
Действительно, пусть функция 

( )f x неотрицательна на [a, b]. То-
гда, как нам известно, интеграл 
слева формулы (16) выражает пло-
щадь криволинейной трапеции, ог-
раниченной сверху кривой ( )y f x= , 
а правая часть этой формулы пред-
ставляет площадь прямоугольника с тем же основанием и высотой, 
равной ( )f c  (рис. 4.3). Таким образом, формула (16) геометрически 
выражает тот факт, что для площади криволинейной трапеции, огра-
ниченной сверху непрерывной кривой, всегда существует равновели-
кий ей прямоугольник с тем же основанием и высота его равна одной 
из ординат этой кривой. 

Основная теорема анализа 

Пусть функция ƒ интегрируема на 
[a, b], тогда ƒ интегрируема и на [a, x] 

a x b≤ ≤ . Рассмотрим ( )( )
x

a
x f t dtΦ = ∫ , 

( ) 0f t ≥ . 
Следующую теорему будем счи-

тать основной.  
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Теорема 9 (Барроу). Если ( )f x — непрерывная функция на [a, b] и 

( )( )
x

a
x f t dtΦ = ∫ , тогда Ф — дифференцируема на [a, b] причем 

( )( )x f x′Φ = . 
Доказательство. 

По определению 
0

( ) lim
x

x
xΔ →

ΔΦ′Φ =
Δ

. Тогда ( )( )Ф x x Ф xΔΦ = + Δ − ⇒  

( )
x x

a
f t dt

+Δ
=∫ ( ) ( )

x x x

a x
f t dt f t dt

+Δ
+∫ ∫ ( ) ( ) ( )

x x x x

x x
Ф x f t dt f t dt

Δ + +Δ
= + =∫ ∫ . 

Применив теорему о среднем, получим ( ) ( ) ( )x x x f c xΦ +Δ −Φ = Δ , 
где .x c x xΔ < < Δ +  Разделим обе части этого равенства на ∆x, получим 
( ) ( ) ( )x x x

f c
x

Φ + Δ −Φ
=

Δ
. Если ∆ x→0, то с→x, тогда в силу непрерыв-

ности ( )f x на [a, b] будем иметь, что ( )f c стремится к ( )f x . Поэтому в 

пределе получаем 
0

( ) ( )lim lim ( ) ( )
x i x

x x x f c f x
xΔ → →

Φ + Δ −Φ
= =

Δ
 или ( ) ( )x f xΦ = . 

Теорема доказана. 
Следствие. Всякая непрерывная функция имеет первообразную. 
Приведем еще одну теорему. 
Теорема 10 (формула Ньютона–Лейбница). Если ( )F x  — какая-

либо первообразная функции ƒ(x), то справедлива формула 

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫ . 
Доказательство. 
Раз ( ) ( )

x

a
Ф x f t dt= ∫  

— тоже первообразная для ƒ(x), то выберем за 

первообразную ( )( )
x

a
F x f t dt C= +∫ . Это равенство является справед-

ливым для любого x. Выберем x = a. Тогда ( ) ( )
a

a
F a f t dt C C= + =∫ .  

Теперь x b= . ⇒  ( ) ( )
b

b
F b f t dt C C= + =∫ . Значит 

( ) ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x dx F b F a F x= − =∫ . 

Правило. Значение определенного интеграла от непрерывной 
функции равно разности значений любой первообразной для нее при 
верхнем и нижнем пределах интегрирования. 
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Пример 19. Найти интегралы 
2

0

sin xdx

π

∫ , 
1 2

0

xe dx∫ , 
1 2

0
x dx∫ . 

Решение.  
2

2
0

0

sin cos cos cos0 1
2

xdx x

π

π π⎛ ⎞= − = − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ; 

( ) ( )
1

1 2 2 2 0 2

0
0

1 1 1 1
2 2 2

x xe dx e e e e= = − = −∫ ; 
131 2

0
0

1
3 3
xx dx = =∫ . 

Замена переменной в определенном интеграле 

Если функция ( )x tϕ=  удовлетворяет следующим условиям: 
1) ( )xϕ  — непрерывная однозначная функция, заданная на [α, β] и 
имеющая в нем непрерывную производную ( )' tϕ ; 2) значения функ-
ции ( )x tϕ=  при изменении t на отрезке [α, β] не выходят за пределы 
отрезка [a, b]; 3) ( ) aϕ α = , ( ) bϕ β = , тогда для непрерывной на [a, b] 
функции ( )f x  справедлива формула замены переменной (или подста-

новки) в определенном интеграле: ( ) ( ) ( )'
b

a
f x dx f t t dt

β

α
ϕ ϕ= ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ . 

Часто вместо подстановки ( )x tϕ= применяют обрат-
ную подстановку ( )t xψ= . В этом случае пределы α и β 
определяются непосредственно из равенств ( )aα ψ=  и 

( )bβ ψ= . На практике замену переменной обычно произ-
водят с помощью монотонных непрерывно дифференци-
руемых функций. При этом замену пределов интегрирования удобно 
записывать в виде таблицы. 

Пример 20.
2

2
0

cos
6 5sin sin

xdx
x x

π

− +∫ . 

Решение. Применим подстановку sin ,cosx t xdx dt= = . Обратная 

функция arcsinx t= (0
2

x π
≤ ≤ ) при 0 1t≤ ≤  удовлетворяет всем услови-

ям замены переменной. Следовательно, 

x t
a α

b β
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. 

 

§ 10. ÉÖéåÖíêàóÖëäéÖ èêàãéÜÖçàÖ  

éèêÖÑÖãÖççéÉé àçíÖÉêÄãÄ 

Площадь плоской области 

Пусть xOy — декартова система координат на 
плоскости. Стандартной относительно оси Ох об-
ластью D  называется множество точек ( , )M x y , 
для которых a x b≤ ≤ , 1 2( ) ( )y x y y x≤ ≤ , где 1( )y x и 

2 ( )y x  — непрерывные функции на [a, b]. 
Геометрически это означает, что слева и спра-

ва область ограниченна соответственно отрезками прямых x=a, x=b, 
которые могут быть вырождающимися в точку. График функции 

1( )y y x= , в свою очередь, является верхней, а график функции 

2 ( )y y x= нижней границей области D.  
Аналогично, стандартная область относительно оси Oy — это  

множество точек ( , )M x y , для которых c y d≤ ≤ , 1 2( ) ( )x y x x y≤ ≤ , где 
х1(у) и х2(у) — непрерывные функции на [c, d]. В этом случае область 
D сверху и снизу ограничена отрезками прямых у=с, у=d, слева и 
справа графиками функций х=х1(у) и х=х2(у). Рассмотрим частный 
случай стандартной относительно оси Ох области D, когда 1( ) 0y x ≡ , а 

( )y f x=  — верхняя граница. Такую область называют криволинейной 
трапецией. 

2 1 1

2 20 0
0

5
cos 2

5 16 5sin sin 6 5
2 4

d t
xdx dt
x x t t t

π ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

− + − + ⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

1

1

0

0

5 1
3 42 2 ln ln5 1 2 3

2 2

t tl n
tt

− − −
= = =

−− +

b

y

x

D 

0 a

y2(x) 

y1(x) 
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Пусть T : a=x0<x1<x2,…<xi<xi+1<…<xn=b — разбиение отрезка 

[a,b]. Обозначим через 
1[ , ]

min ( )
i i

i x x
m f x

−

=  и 
1[ , ]

max ( )
i i

i x x
M f x

−

= , а через 

1
1

( )
n

T i i i
i

s m x x −
=

= −∑  и 1
1

( )
n

T i i i
i

S M x x −
=

= −∑ . Тогда Ts  и TS представляют 

собой площади фигур, составленных из прямоугольников, основа-
ниями которых являются отрезки 1[ , ]i ix x− , а высотами — соответст-
венно наибольшее и наименьшее значения функции у=ƒ(х) на этом 
отрезке. Первая из фигур содержит внутри себя рассматриваемую 
криволинейную трапецию, вторая содержится внутри нее. Естествен-
но требовать, чтобы площадь DS криволинейной трапеции D удовле-
творяла соотношению T D Ts S S≤ ≤  при любом разбиении Т. Так как 

функция у=ƒ(х) непрерывна на [a, b], то sup inf ( )
b

T TTT a

s S f x dx= = ∫ . 

Определение 7. Площадью SD криволинейной трапеции D называ-
ется величина sup infD T TTT

S s S= = . Сразу из определения следует, что 

( )
b

D
a

S f x dx= ∫ . 

Площадь SD стандартной относительно оси Ох области D: 
(D={(x, y); a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}) вычисляется по формуле 

[ ]2 1( ) ( )
b

D
a

S y x y x dx= −∫ . 

Площадь SD стандартной относительно оси Oy области D: 
(D={(x, y); a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}) вычисляется по формуле 

[ ]2 1( ) ( )
b

D
a

S x y x y dx= −∫ . Если область D можно разбить на конечное 

y y=ƒ(x) y=ƒ(x) 

x b a 0 

y 

x  b  a 0 
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число областей Di 1 i k≤ ≤ , 
1

k

i
i

D D
=

=∪ без общих внутренних точек, то 

площадь DS  равна сумме площадей 
iDS , т. е. 

1
i

k

D D
i

S S
=

= ∑ . 

Пример 21. Найти площадь области, ограниченной линиями 
1 у х= − ; 2 1у х= + . 

Решение. Данная область является стан-
дартной относительно оси Ox, а именно 

1{( , ) : 1 3, ( ) 1}D x y x y x y x= − ≤ ≤ ≤ ≤ + , где 

1

1, 1 0
( )

1, 0 3

x x
y x

x x

⎧− + − ≤ ≤⎪= ⎨
− < ≤⎪⎩

. Также область яв-

ляется стандартной и относительно оси Oy, 
т. е. 2{( , ) : 1 2, 1 1}D x y y y x y= − ≤ ≤ − ≤ ≤ + . 

Площадь DS  данной области можно вычислить одним из двух спо-
собов. 

1. 
3 0 3

1
1 1 0

( 1 ( )) 2 1 ( 1 1)DS x y x dy x dx x x dx
− −

= + − = + + + − + =∫ ∫ ∫
 

0 33 3 2
32 2
0

1 0

4 2 9( 1) ( 1) |
3 3 2 2

xx x x
−

= + + + − + = . 

2. 
22 2 3

2

1 1

9( 1 1)
2 3 2D
y yS y y dy y y

− −

⎛ ⎞
= + − + = + − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ .  

Как видим, ответ получился одинаковым.  

Вычисление площади области,  
ограниченной параметрически заданной кривой 

Пусть область D  ограничена непрерывной замкнутой кривой 
: ( ), ( )Г x x t y y t= = , 0 1, [ , ]t T T∈ , 0 1 0 1( ) ( ), ( ) ( )x T x T y T y T= = . Рассмотрим 

подробно простейший случай. Пусть отрезок 0 1[ , ]T T  делится точкой 
0 1( , )Г T T∈  так, что на каждом из отрезков 1[ , ]Г T  и 0[ , ]T Г  функция х 

строго монотонна и непрерывно дифференцируема. Тогда кривая Г 
состоит из двух ветвей, каждая из которых есть график однозначной 
непрерывной функции: 1( )y y x=  и 2( )y y x= . 

 x 

y 

 -1  0   1 3 

1 
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Предположим еще, что для любого x
выполнено соотношение 1 2( ) ( )y x y x≤ . То-
гда кривая 2 ( )y y x=  есть верхняя, а кривая 

1( )y y x=  — нижняя границы области D . 
Если при возрастании t, кривая Г  прохо-
дит так, что область D  остается слева (по-
ложительное направление обхода), то 
верхняя граница области D  проходится 
справа налево (значение х убывает), а нижняя граница области D  
проходится слева направо (значение х возрастает) (рис. 4.4). Итак, ес-

ли DS  — площадь области, то имеем: 2 1( ( ) ( ))
b

D
a

S y x y x dx= − =∫
 

2 1( ) ( )
b b

a a

y x y x dx= −∫ ∫ . Сделав в первом интеграле замену ( )x x t= , 

0[ , )t T Г∈ , а во втором — ( )x x t= , [ )1,t Г T∈ , получаем, что т. к. 
( )( ) ( )2y x t y t= , ( ]0,t T Г∈  и ( )( ) ( )1y x t y t= , [ )0,t Г T∈ , то 

1 1

0 0

( ) ( ) ( )
T TГ

D t t t
T Г T

S y t x dt y t x dt y t x dt′ ′ ′= − − = −∫ ∫ ∫ . 

Таким же образом получаем, что если отрезок 0 1[ , ]T T  делится  
точкой 0 1( , )Г T T∈  так, что на каждом из отрезков 1[ , ]Г T  и 0[ , ]T Г   
функция y строго монотонна и непрерывно дифференцируема, то 

1

0

( ) '
T

D t
T

S x t y dt= ∫ . Наконец, объединяя эти две формулы, получаем сле-

дующую: 
1

0

1 ( ( ) '( ) ( ) )
2

Г

D t
T

S x t y t y t x dt′= −∫ . 

Замечание. Можно доказать, что все эти три формулы справед-
ливы и в более общем случае, когда непрерывная замкнутая кривая Г: 
x=x(t), y=y(t), t∈[T0,T1], проходится при изменении t от T0 до Т1 та-
ким образом, что ограничиваемая этой кривой область D остается 
слева. Какую из них удобнее применить, зависит от конкретного ви-
да функций x=x(t) и y=y(t). 

Пример 22. Вычислить площадь эллипса 
cos
sin

x a t
y b t
=⎧

⎨ =⎩
. 
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Решение. Ввиду симметрии кривой, достаточно вычислить пло-

щадь части эллипса, находящейся в I четверти. 
2 2

2

0 0 0

4 4 sin ( sin ) 4 sin
a

DS ydx b ta t dt ab tdt

π π

= = − = =∫ ∫ ∫  

= . 

Пример 23. Найти площадь области, ограниченной петлей кривой 
2 2( 2 ), ( 1)( 3), 0x a t t y t t a= − = − − > . 

Решение. Петля кривой проходится в положительном направлении 
при изменении t от –1 до 3. Для вычисления площади можно приме-
нить любую из трех формул, соответственно имеем:  

1

0

3
2 2

1

'( ) ( 1)( 3)(2 2)
T

D t
T

S x t y dt a t t t dt
−

= − = − − − − =∫ ∫  

3
4 3 2

1

( 4 2 4 3)t t t t dt
−

= − + + −∫
35 3

2 3 2 2

1

2 12 ( 4 3 ) 17
5 3 15
t ta t t t a

−

= − − + + − =  

 
1

0

1 ( ( ) ' ' ( ))
2

T

D t t
T

S x t y x y t dt= − =∫
3

2 4 3 2

1

1 ( 4 7 6 6)
2

a t t t t dt
−

− + − + =∫
 

32
5 4 3 2

1

1 7( 3 6 )
2 5 3
a t t t t t

−

= − + − + 2117
15

a= . 

2 2 22

00 0

1 cos2 14 sin 4 2 ( sin 2 ) 2
2 2 2

tab tdt ab dt ab t t ab ab

π π π

π π−
= = − = =∫ ∫

1

0

33
2 2 2 2 5 4 3 2 2

11

3 11 1( ) ' ( 2 )(3 6 1) ( 3 ) 17
5 3 15

T

D t
T

S x t y dt a t t t t dt a t t t t a
−−

= = − − − = − + + =∫ ∫
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Рассмотрим на плоскости полярную систему 
координат. В этом случае аналогом криволиней-
ной трапеции будет криволинейный сектор, т. е. 
множество точек ( , )M r ϕ :  

, где ( )r ϕ  — непрерывная функция на 
0 1[ , ]ϕ ϕ . Площадь DS  криволинейного сектора  

0 1{( , ) : ,0 ( )}D r r rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= ≤ ≤ ≤ ≤  

вычисляется по формуле 
1

0

21 ( )
2DS r d

ϕ

ϕ

ϕ ϕ= ∫ . 

Пример 24. Вычислить площадь одного лепестка розы sinr a kϕ=  
( 0)a > . 
Решение. Кривые, определяемые уравнением sinr a kϕ= , а также 

уравнением cosr a kϕ= , где ,a k  — постоянные величины, называются 
розами. Если k — четное число, то кривая имеет 2k  лепестков, если  
k  — нечетное, то кривая имеет k лепестков. Например, кривая 

sin2r ϕ=  имеет 4 лепестка, а кривая sin3r ϕ=  — три. Чтобы найти 
площадь одного лепестка, определим, как изменяется полярный угол
ϕ , когда радиус-вектор описывает один лепесток. Положим в 

sinr a kϕ=  0r =  и решим уравнение sin 0a kϕ = . Из него следует, что 
sin 0kϕ = , а отсюда k nϕ π= , при 0, 0n ϕ= = . При 1n =  имеем kϕ π= . 
Откуда k

πϕ = . Таким образом, угол ϕ  изменяется от 0 до k
π , а пло-

щадь одного лепестка равна:  

2 2 2

0 0

1 1 1 cos 2sin
2 2 2

k k kS a k d a d

π π

ϕϕ ϕ ϕ−⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

2

0

1 1 1( sin2 )
2 2 4

k
a k

π

ϕ ϕ− =
 

2
21 1 1 sin 2

2 2 4 4
aa k

k k k
π π π⎛ ⎞= ⋅ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Длина дуги кривой 

Определение 8. Дугой кривой Г назовем образ отрезка [T0, T1] при 
непрерывном биективном отображении x = x(t), y = y(t), z = z(t), t∈[T0, 
T1] и обозначим Г:{x(t), y(t), z(t)}, t∈[T0, T1]. 

0 1 1 0( 2 ),ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ π≤ ≤ − ≤
0 ( )r r ϕ≤ ≤

ϕ0 

r = r(ϕ)

ϕ1 
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Пусть Г:T0=t0<t1<t2<…<tn=T1 — разбиение отрезка 0 1[ , ]T T . Каждой 
точке разбиения Г соответствует точка ( ( ), ( ), ( ))k k k kM x t y t z t= , 0 k n≤ ≤  
на кривой Г . Через Гσ  обозначим ломаную с вершинами 

0 1, ,..., nM M M , а ее длину обозначим через | | sup | |
Г

Г Гσ= . 

Определение 9. Длиной дуги Г называется число | | sup | |
Г

Г Гσ= . 

Заметим, что одна и та же линия может быть образом разных от-
резков при разных биективных отображениях, т. е. может быть раз-
ными способами параметризована. Так, например, возьмем на декар-
товой плоскости xOy полуокружность с центром в начале координат, 
радиусом 1, лежащую в верхней полуплоскости. Эту линию можно 
представить как отображение 21y x= − , 1 1x− ≤ ≤  или, как отображе-
ние cos=x t , sin ,0y t t π= ≤ ≤ , или же, как отображение 1x t= − , 

22 ,0 2y t t t= − ≤ ≤  и т. д. (Здесь мы не будем рассматривать вопрос о 
том, когда разные параметрические задания кривой определяют одну 
и ту же линию). Отметим лишь, что длина дуги кривой есть ее внут-
ренняя геометрическая характеристика, не зависящая от способа ее 
параметризации. 

Пусть задана дуга кривой Г:{x(x), y(t), z(t), 
t∈[T0,T1]} и функции ( ), ( ), ( )x t y t z t непрерывно 
дифференцируемы на 0 1[ , ]T T , тогда длина Г  
вычисляется по формуле:  

1

0

2 2 2( ' ) ( ' ) ( ' )
T

t t t
T

Г x y z dt= + +∫ .                  (17) 

Приведем некоторые частные случаи формулы (17): 
1. Если кривая Г лежит в плоскости xOy, т. е. ( ) 0z t ≡ , то 

1

0

2 2( ' ) ( ' )
T

t t
T

Г x y dt= +∫ . 

2. Если кривая Г лежит в плоскости xOy и является графиком не-
прерывно дифференцируемой функции y=y(x) x∈[a,b], то

1

0

21 ( ' )
T

x
T

Г y dx= +∫ . 

y 

0 
x a b 
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3. Если плоская кривая задана в полярной системе координат как 
график непрерывно дифференцируемой функции ( )r r ϕ= , 0 1[ , ]ϕ ϕ ϕ∈ , 

то 
1

0

2 2( ' )Г r r d
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ= +∫ . 

Если кривая Г замкнута, т. е. 0 1( ) ( )x T x T= , 0 1( ) ( )y T y T= , 0 1( ) ( )z T z T= , 
то Г есть биективный образ не отрезка [T0, T1], а промежутка (T0, T1). 
Все рассуждения и формулы для вычисления данной замкнутой кри-
вой остаются без изменения. 

Пусть задана дуга кривой Г: x(t), y(t), z(t), t∈[T0, T1] и функции 
( ), ( ), ( )x t y t z t  непрерывно дифференцируемы на [T0, T1]. Рассмотрим 

функцию 
0

2 2 2( ) ( ' ) ( ' ) ( ' )
t

t t t
T

s t x y z dt= + +∫ , которая является длиной час-

ти кривой Г от начальной точки 0 0 0 0( ( ), ( ), ( ))M x T y T z T= до точки 
( ( ), ( ), ( ))M x t y t z t= . Дифференциал функции ( )s t называется дифферен-

циалом дуги кривой Г и обозначаетсяds . 
1. Если задана дуга кривой Г: x(t), y(t), z(t), t∈[T0, T1], где функции 

( ), ( ), ( )x t y t z t  непрерывно дифференцируемы на [T0, T1], то 

[ ]2 2 2
0 1( ' ) ( ' ) ( ' ) ,t t tds x y z dt t T T= + + ∈ . 

2. Если кривая Г лежит в плоскости xOy, т. е. ( ) 0z t ≡ , то 
2 2( ' ) ( ' )t tds x y dt= + . 

3. Если кривая Г лежит в плоскости xOy и является графиком не-
прерывно дифференцируемой функции ( )y y x= , [ , ]x a b∈ , то 

21 ( ' )tds y dt= + . 
4. Если плоская кривая задана в полярной системе координат как 

график непрерывно дифференцируемой функции ( )r r ϕ= , 0 1[ , ]ϕ ϕ ϕ∈ , 
то 2 2( ' )ds r r dϕ ϕ= + . 
Пример 25. Найти длину дуги кривой Г: (1 cos ), 0r a aϕ= + > . 
Решение. Поскольку Г — замкнутая кривая, то она 

является биективным образом полуинтервала [0, 2π). 

Так как ' sinr aϕ ϕ= − , а 2 2 2 2 2( ') (2 cos ) 4 cos
2

r r a a ϕϕ+ = + = , 

то  
2

00 0

2 cos 4 cos 8 sin 8
2 2 2

Г а d a d a a
ππ πϕ ϕ ϕϕ ϕ= = = =∫ ∫ . 

x 

y 

0 2a 
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Пример 26. Вычислить длину астроиды: 
3 3cos , sinx a t y a t= = . 

Решение. Продифференцировав функции по t,  
получим: 2 2' 3 cos sin , ' 3 sin cost tx a t t y a t t= − = . Тогда

2 2 2 2 2' ' 9 sin cost tx y a t t+ = 3 sin cosa t t= = 3 sin2
2
a t . Те-

перь, т. к. |sin2t|  имеет период, равный / 2π , то 
2

0

34 sin2 6
2
aL tdt a

π

= ⋅ =∫ . 

Замечание. Если бы мы забыли, что нужно брать арифметическое 
значение корня и положили бы '2 '2x 3 sin cost ty a t t+ = , то получили 

бы неверный результат, т. к. 
22

2

0 0

33 sin cos sin 0
2
aa t tdt t

ππ

= =∫ . 

Объем тела вращения 

Пусть D={(x, y): 0 ≤ a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ y(x), y∈[a, b]} — криволиней-
ная трапеция, а oxV — тело, полученное вращением D вокруг оси Ox. 
Для разбиения Т: 

a=x0<x1<...< xk<xk+1<...<xn=b отрезка [a, b] обозначим через TD  
фигуру, составленную из прямоугольников, основаниями которых яв-
ляются отрезки [xk, xk+1]. Фигура TD  содержится в криволинейной 
трапеции D. 

При вращении TD  вокруг оси Ox  получим тело ox
TV , содержащееся 

внутри тела oxV . Тело ox
TV  составлено из прямых круговых цилиндров, 

образованных вращением прямоугольников, содержащих фигуру TD . 
Высота каждого такого цилиндра есть 1( )k kx x+ − , а радиус основа-

ния — 
1[ , ]

min ( )
k k

k x x
m y x

+

= . Поэтому | |oxV  — объем тела oxV , равный 
1

2
1

0
( )

n

k k k
k

m x xπ
−

+
=

−∑ . 

-а 

 -а

 а 

a
x 

 y 

0 
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Определение 10. Объемом | |oxV  тела oxV  назовем величину 
sup ox

T
T

V . Так как | |oxV  есть нижняя сумма Дарбу непрерывной функ-

ции 2( )y xπ , то 2| | sup ( )
b

ox ox
T

T a

V V y x dxπ= = ∫ . 

При вращении TD  вокруг оси Oy каждый из прямоугольников, со-
ставляющий TD , образует цилиндрическое кольцо, высота которого 
есть km , а основанием является кольцо с внешним радиусом 1kx + , и 
внутренним kx . Объем такого цилиндрического кольца равен 

2 2
1( )k k km x xπ + − . Тело oy

TV , полученное вращением TD  вокруг оси Oy, 
есть объединение этих колец и поэтому его объем | |oy

TV  равен 
1

2 2
1

0
( )

n

k k k
k

m x xπ
−

+
=

−∑ .  

Представим разность 2 2
1k kx x+ −  в виде 2 2 2 2 2

1 12 ( ) ( )k k k k kx x x x x+ +− + − , тогда  
1 1 1

2 2 2
1 1 1

0 0 0
( ) ( ) ( )

n n n

k k k k k k k k k k
k k k

m x x m x x x m x xπ π π
− − −

+ + +
= = =

− = − + −∑ ∑ ∑ =
 

1 1
2

0 0

n n

k k k k k k
k k

m x x m x xπ π
− −

= =

= Δ + Δ∑ ∑ .  

Первая сумма — это нижняя сумма Дарбу для непрерывной функ-
ции 2 ( )xy xπ . Если параметр разбиения T  есть ( )Тλ , то для второй 

суммы имеем 
1 1

2

0 0
( )

n n

k k k k
k k

m x T m xπ λ π
− −

= =

Δ < Δ∑ ∑ . 

Следовательно, при ( )Т Tλ →  первая сум-

ма стремится к 2 ( )
b

a

xy x dxπ ∫ , а вторая —  

к нулю, т. к.
1

( ) 0 0
lim ( )

bn

k kT k a

m x y x dx
λ

π π
−

→
=

Δ =∑ ∫ . 

Определение 11. Объемом | |oy
TV  тела oy

TV  будем называть sup oy
T

T
V . 

Из предыдущих рассуждений следует, что | | sup 2 ( )
b

oy oy
T T

T a

V V xy x dxπ= = ∫ . 

0 

у 

х 
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Пусть теперь D  — область, ограниченная непрерывной замкнутой 
кривой Г: x(t), y(t), t∈[T0, T1], 0 1( ) ( )x T x T= , 0 1( ) ( )y T y T= , причем при 
изменении t от 0T  до 1T  кривая проходит так, что область D  остается 
слева. Если D  не пересекается с соответствующей осью координат, и 
функции х, у непрерывно дифференцируемы на [T0, T1], то 

1

0

2 ( ) ( ) '( )
T

ox

T

V x t y t y t dtπ= ∫  и 
1

0

2 ( ) '( )
T

ox

T

V x t y t dtπ= ∫ . 

Пример 27. Вычислить объем тела, образованного вращением од-
ной арки циклоиды ( ) ( )sin  ,  1 cos  x a t t y a t= − = −  вокруг ее основания. 
Решение. 

( )
2 2

32 3

0 0

'( ) 1 cosoxV y x t dt a t dt
π π

π= = − =∫ ∫

( )
2

33

0

1 cosa t dt
π

π= − =∫

( )
2

3 2 3

0

1 3cos 3cos cosa t t t dt
π

π − + − =∫
2

3 3 3

0

5 3 14sin sin 2 sin 2
2 4 3

a t t t t a
π

π π⎛ ⎞= − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Площадь поверхности вращения 

Пусть ( )y f x= непрерывна на [a, b] и ( ) 0f x ≥ . Будем вращать ( )f x  
вокруг оси Oх. Полученная поверхность называется поверхностью 
вращения и записывается в виде 

22 ( ) 1 [ '( )]
b

a

S f x f x dxπ= +∫ . 

Параметрическое же представление будет 
таким: 

1

0

2 22 ( ) ' '
T

t t
T

S y t x y dtπ= +∫ . 

Пример 28. Найти площадь поверхности, полученной вращением 
кривой Г: ,  вокруг оси Oх. sin   y x=  0 x π≤ ≤

π 

y 

x 0 2π  

0 

у 

х   2πа 
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Решение.  
Введем в качестве параметра переменную x , тогда для точек кри-

вой Г  получаем: 
( ) ( ) ( ) sin  t x y x xρ ρ= = = ,  

2 21 [ ' ] 1 cosxds y x= + = + . Тогда 2

0

2 sin 1 cosS x xdx
π

π= + =∫  

2 2

0

cos 12 1 cos ln cos 1 cos
2 2

x x x
π

π −⎛ ⎞= + − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )( )2 2 ln 1 2π= + + . 

§ 11. çÖëéÅëíÇÖççõÖ àçíÖÉêÄãõ 

Несобственные интегралы первого рода 

Определение 12. Пусть функция ƒ(x) задана в промежутке [a,+∞) и 
интегрируема в любой его части [a, A], т. е. существует определенный 
интеграл ( )

A

a
f x dx∫  при любом A>a. Тогда, если существует конечный 

предел ( )lim
A

aA
f x dx I

→∞
=∫ ,  (18)  

то его называют несобственным интегралом первого рода, или не-
собственным интегралом функции ƒ(x) в промежутке [a,+∞), и обо-

значают символом ( )
a

I f x dx
+∞

= ∫ . (19) 
В этом случае говорят, что несобственный интеграл (19) существу-

ет, или сходится. Если же предел (18) не существует или бесконечен, 
то говорят, что несобственный интеграл (19) не существует или рас-
ходится. Аналогично интегралу (19) вводится несобственный инте-
грал, следующего вида ( ) lim ( )

a a

AA
f x dx f x dx

−∞ →−∞
=∫ ∫ . Наконец, как сумму 

подобных интегралов можно определить несобственный интеграл с 
обоими пределами, т. е. определить его равенством  

( ) ( ) ( )
a

a

f x dx f x dx f x dx
∞ +∞

−∞ −∞

= +∫ ∫ ∫ . 

Пример 29. Вычислить несобственный интеграл  ݁ିఈ௫݀ݔ,ା∞
 ߙ   0. 

Решение. По определению имеем:  
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 ݁ିఈ௫݀ݔ ൌ lim՜ା∞  ݁ିఈ௫݀ݔ ൌ lim՜ା∞ ቂെ ଵ
ఈ

݁ିఈ௫ቃ |
 ൌ


ା∞



െ ଵ
ఈ

lim՜ା∞ሺ݁ିఈ െ 1ሻ ൌ 1
ఈ

  . 
То есть интеграл сходится. Если учесть, что в данном случае суще-

ствует конечный предел lim
՜ା∞

݁ିఈ ൌ 0, то вычисление интеграла 
можно произвести непосредственно 

 ݁ିఈ௫݀ݔ ൌା∞
 െ ଵ

ఈ
݁ିఈ௫|

ା∞ ൌ െ ଵ
ఈ

ሺ0 െ 1ሻ ൌ ଵ
ఈ
. 

Пример 30. Исследовать интеграл  ௫ௗ௫
ଵା௫మ

ା∞
ଵ . 

Решение. Согласно определению, находим  
 ௫ௗ௫

ଵା௫మ
ା∞

ଵ ൌ lim՜ା∞  ௫ௗ௫
ଵା௫మ ൌ lim

՜ା∞
ቂଵ

ଶ
lnሺ1  ଶሻቃݔ |ଵ

 ൌ ଵ
ଶ

lim
՜ା∞

ሾlnሺ1 
ଵ

ܣଶሻ െ ln 2ሿ ൌ ∞, следовательно, данный интеграл расходится. 
Пример 31. Исследовать, при каких значениях показателя ߙ суще-

ствует несобственный интеграл:  ௗ௫
௫ഀ

ା∞
 , ሺߙ  0ሻ.  (20) 

Нижний предел ܽ считается положительным, т. к. в противном 
случае подынтегральная функция ଵ

௫ഀ вблизи точки нуль будет неогра-
ниченной, т. е. при ݔ ൌ 0 она «обращается в бесконечность». 
Приступим к исследованию интеграла (20). 

Пусть сначала ߙ ് 0. Тогда по определению несобственного ин-
теграла имеем:  
 ௗ௫

௫ഀ
ାஶ

 ൌ lim
՜ା∞

 ௗ௫
௫ഀ ൌ ଵ

ଵିఈ
lim

՜ା∞
ሺݔଵିఈሻ|

 ൌ


ଵ
ଵିఈ

lim
՜ା∞

ሺܣଵିఈ െ ܽଵିఈሻ.  

Если ߙ  0, то lim ܣଵିఈ
՜ାஶ

ൌ 0 и мы получаем:  ௗ௫
௫ഀ

ାஶ
 ൌ భషഀ

ఈିଵ
; инте-

грал сходится. Если же ߙ ൏ 1, то lim ܣଵିఈ
՜ାஶ

ൌ ∞, и, следовательно, 

 ௗ௫
௫ഀ

ାஶ
 ൌ ∞; интеграл расходится.  
Пусть теперь ߙ ൌ 1, тогда по определению находим: 
 ௗ௫

௫
ൌାஶ

 lim
՜ାஶ

 ௗ௫
௫

ൌ lim
՜ାஶ

ሺln ܣ െ ln ܽሻ ൌ ∞
 ; интеграл расхо-

дится. 
Итак, мы установили, что несобственный интеграл (20) сходится 

при α > 1 и расходится при α  1. 
Результатами этого примера мы воспользуемся при выводе призна-

ка сходимости и расходимости несобственных интегралов рассматри-
ваемого типа. 
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Признак сходимости. Пусть функция ݂ሺݔሻ непрерывна и неотри-
цательна, т. е. ݂ሺݔሻ  0 в промежутке ሾܽ, ∞ሻ, ܽ  0. Тогда  
интеграл  ݂ሺݔሻ݀ݔା∞

   — ሺ21ሻ 
сходится, если при ܽ  ݔ ൏ ∞ выполняется неравенство  
݂ሺݔሻ  ெ

௫ഀ ,  (22) 
где ߙ  1 и M — некоторая положительная постоянная. Если же при 
ܽ  ݔ ൏ ∞ выполняется неравенство ݂ሺݔሻ  ெ

௫ഀ, (23) 
где ߙ  1, ܯ  0, то интеграл (21) расходится. 

Из представленного признака сходимости вытекает другой, весьма 
простой и практически удобный достаточный признак, а именно:  
Пусть функция ݂ሺݔሻ неотрицательна и непрерывна в промежутке 

ሾܽ, ∞ሻ; тогда интеграл (21) сходится, если при ߙ  1 существует 
конечный предел lim௫՜ାஶ ሻݔఈ݂ሺݔ ൌ  (24)  ,ܫ
и тот же интеграл расходится, если при ߙ  1 существует конеч-
ный или бесконечный предел, отличный от нуля  

lim௫՜ାஶ ሻݔఈ݂ሺݔ ൌ ് ܫ 0. (25) 
Пример 32. Исследовать интеграл  ௗ௫

ඥ௫యା௫మାଶ

ାஶ
 . 

Решение. Представим подынтегральную функцию в следующем 
виде: ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ඥ௫యା௫మାଶ
ൌ ଵ

௫
య
మටଵାభ

ೣା మ
ೣమ

. Произведение ݔ
య
మ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ටଵାభ
ೣା మ

ೣమ

, 

как легко видеть, стремится к 1 при ݔ ՜ ∞. Так как показатель 
ߙ ൌ ଷ

ଶ
 1, то данный интеграл сходится по достаточному признаку. 

Несобственные интегралы второго рода 

Пусть функция ƒ(x) задана в про-
межутке [a, b], но не ограничена  
в нем, например, вблизи точки b 
(рис. 4.5). Точку b при этом будем 
называть особой. Тогда, как бы ни 
было мало положительное число ε, 
функция ƒ(x) заведомо неинтегри-
руемая в каждом промежутке [b-ε, b] 
слева от точки b. Однако будем 
предполагать, что функция ƒ(x) интегрируема (следовательно, огра-
ничена) в любом промежутке [a, b-ε]. 
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Тогда, если существует конечный предел ( )
0

lim
b

aE
f x dx I

ε−

→
=∫ ,      

(26)  
то его называют несобственным интегралом второго рода функции 
ƒ(x) от a до b и обозначают ( )

b

a
I f x dx= ∫ ,  (27)  

а про интеграл (27) говорят, что он существует, или сходится. Если 
же предел (26) не существует или бесконечен, то говорят, что несоб-
ственный интеграл (27) не существует, или расходится.  

Аналогично, если a — особая точка, и функция ƒ(x) интегрируема 
во всяком промежутке [ ],a bε+ , как бы ни было мало положительное 
число ε, то несобственный интеграл в этом случае определяется как 

( ) ( )
0

lim
b b

a aE
f x dx f x dx

ε′ +→
=∫ ∫ . Если функция ƒ(x) не ограничена в окрест-

ности какой-нибудь промежуточной точки c∈[a, b], то по определе-

нию полагают ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  при этом интеграл в 

левой части существует, если существуют интегралы в правой части. 
Наконец, если �(x) не ограничена вблизи точек a и b (т. е. a и b — 
особые точки), то в этом случае несобственный интеграл определяет-
ся как сумма ( ) ( ) ( )

b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ , где с — любая точка 

интервала (a, b). При этом сумма не зависит от выбора точки с. 

Пример 33. Вычислить несобственный интеграл 1

20 1
dx

x−∫ . 

Решение. Точка 1x =  — особая, в остальных же точках промежут-
ка интегрирования эта функция непрерывна и потому интегрируется в 
любом промежутке [0,1 ]ε− , где 0 1ε< < . Следовательно, 

1

0 0
limarcsin x

ε

ε

−

→
= ( )

0
limarcsin 1

2ε

πε
→

= − = . 

Как и для несобственных интегралов первого рода, установим про-
стой достаточный признак сходимости и расходимости несобствен-
ного интеграла от неограниченной функции. 

1 1

2 20 00
lim

1 1
dx dx

x x

ε

ε

−

→
=

− −∫ ∫
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Пусть функция ݂ሺݔሻ непрерывна и неотрицательна в полусегмен-
те ሾܽ, ܾሻ и в точке ܾ функция претерпевает бесконечный разрыв 
lim௫՜ି ݂ሺݔሻ ൌ ∞. Тогда: 

1. Интеграл  ݂ሺݔሻ݀ݔ
    (28)  

сходится, если существуют такие постоянные ܯ  ܳ и  ൏ 1, что 
при ܽ  ݔ ൏ ܾ выполняется неравенство 0  ݂ሺݔሻ  ெ

ሺି௫ሻ . 
2. Интеграл (28) расходится, если существуют такие постоян-

ные   1 и ܯ  0, что при ܽ  ݔ ൏ ܾ выполняется неравенство 
݂ሺݔሻ  ெ

ሺି௫ሻ. 

Пример 34. Исследовать интеграл  √௫
ඥଵି௫ర

ଵ
  .ݔ݀

Решение. Легко видеть, что точка ݔ ൌ 1 является особой для  

подынтегральной функции. Так как ( )
( )4 21 1 1 (1 )

x xf x
x x x x

= =
− − − +

,  

то ( )
( )

1
2

2
(1 )

1 (1 )
xx f x

x x
− =

+ +
, откуда находим,  

( ) ( )
( )

1
2

21 1

1lim 1 lim
21 (1 )x x

xx f x
x x→ →

− = =
+ +

. Но 1 1
2

p = < , следовательно, 

интеграл сходится. 

íàèéÇõÖ áÄÑÄóà à ÄãÉéêàíåõ àï êÖòÖçàü 

Пример 35. Вычислить 21 5sin
dx

x−∫ . 

Решение. Введем замену переменной x . Пусть tgx t= , 

2 2
sin ,

1 1
t dtx dx

t t
= =

+ +
, тогда 

( )

2

22

2
2

1
1 5sin 1 5

1

dt
dx t

tx

t

+= =
− −

+

∫ ∫  
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2

1 1 2ln
1 4 4 1 2

dt t C
t t

+
= = +

− −∫ . Перейдя от переменной t обратно к x, полу-

чим, что исходный интеграл равен 1 1 2ln
4 1 2

tgx C
tgx

+
+

−
. 

Пример 36. Вычислить .
5 4sin 3cos

dx
x x− +∫  

Решение. Воспользуемся подстановкой , 2
2
xt tg x arctgt= = . Тогда, 

2

2 2 2

2 1 2sin ,cos ,
1 1 1

t t dtx x dx
t t t

−
= = =

+ + +
.  

Значит,  

2 2

( 2) 1 12
2( 4 4) ( 2) 2 2

2

dt d t C Cxt t t t tg

−
= = = + = +

− + − − −
∫ ∫ . 

Пример 37. Вычислить 5cos
dx

x∫ . 

Решение. Воспользуемся заменой переменной x . Пусть sin x t= . 

Откуда, 
2

arcsin ,
1
dtx t dx

t
= =

−
.  

Тогда 5 2 32 5 2
(*)

cos (1 )( 1 ) 1
dx dt dt

x tt t
= =

−− −∫ ∫ ∫ . Получили интеграл  

от рациональной функции. Разложим его на простейшие 

3 3 2 3 2 3

1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

A B C D E F
t t t t t t t t

= + + + + +
− + − − − + + +

. Найдя не-

известные коэффициенты, получаем следующее представление инте-
грала:  

(*) =
( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3

3 3 1
16 1 1 16 81 1 1 1

dt dt dt dt dt dt
t t t t t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ − + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .  

Каждый из этих интегралов является табличным и находится эле-
ментарно. 

 

2
2

2 2

2
5 4sin 3cos 8 3(1 )5 (1 )

1 1

dx dt
x x t t t

t t

= =
− + ⎛ ⎞−

− + +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫ ∫

2 22
5 5 8 3 3

dt
t t t

=
+ − + −∫
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Пример 38. Исследовать интеграл Пуассона  ݁ି௫మ݀ݔାஶ
 , имеющий 

важное значение в теории вероятностей и математической статистике. 
Решение. Полагаем ݂ሺݔሻ ൌ ݁ି௫మ. Пользуясь правилом Лопиталя, 

легко показать, что при любом положительном ߙ произведение 
ሻݔఈ݂ሺݔ ൌ ఈݔ · ݁ െ ݔ ଶ стремится к нулю приݔ ՜ ∞  ,В частности .כ
это верно и при ߙ  1 (например, при ߙ ൌ 2); отсюда данный инте-
грал сходится по достаточному признаку. Интересно заметить, что 

значение этого интеграла равно √గ
ଶ

. 

Пример 39. Исследовать интеграл  ௗ௫
ଵି௫య

ଵ
 . 

Решение. Точка ݔ ൌ 1 является особой для функции ݂ሺݔሻ ൌ ଵ
ଵି௫య. 

Запишем эту функцию так: ݂ሺݔሻ ൌ ଵ
ሺଵି௫ሻሺଵା௫ା௫మሻ

, откуда ሺ1 െ ሻݔሻ݂ሺݔ ൌ

ൌ ଵ
ଵା௫ା௫మ. Следовательно, ( ) ( ) 21 1

1 1lim 1 lim1 3x x
x f x x x→ →

− = =
+ +

. Так как най-

денный предел отличен от нуля и показатель  ൌ 1, то данный инте-
грал расходится по достаточному признаку. 

êÖáûåÖ  

Рассмотрены неопределенный интеграл и методы его вычисления, 
понятие определенного интеграла и его приложение, а также несобст-
венный интеграл 1-го и 2-го рода. 
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ÉÎ‡‚‡ 5. ãàçÖâçÄü ÄãÉÖÅêÄ  
à ÄçÄãàíàóÖëäÄü ÉÖéåÖíêàü 

Алгебра есть нечто, как математический язык, приспособленный 
для обозначения отношений между количествами. 

И. Ньютон 
Цели и задачи 
Сформировать представление о структуре и свойствах линейных 

пространств, системах линейных уравнений, их применении в раз-
личных областях и науках. 

Знать основные аксиомы и теоремы линейных пространств, поня-
тие базиса и линейной независимости в линейных пространствах. 
Также знать виды линейных уравнений, методы их решений, векторы 
и действия над ними, свойства прямой и плоскости, основные уравне-
ния второго порядка. 

Уметь определять базис в линейном пространстве, находить опре-
делитель любого порядка, обратную матрицу, решать системы линей-
ных уравнений методом Гаусса, Крамера и обратной матрицы. Опре-
делять тип уравнения второго порядка, его каноническую форму, 
производить действия с векторами, прямой и плоскостью в . 

§ 1. ãàçÖâçõÖ èêéëíêÄçëíÇÄ 

Определение и примеры линейных пространств 

Определение 1. Непустое множество  элементов  произ-
вольной природы называется линейным, или векторным, пространст-
вом, если оно удовлетворяет следующим условиям: 

1. Для любых двух элементов  однозначно определен третий 
элемент , называемый их суммой и обозначаемый , причем: 

 — это свойство операции сложения называется коммута-
тивностью сложения; 

1) (ассоциативность сложения); 
2) в  существует такой элемент , что  для всех  (су-

ществование нуля); 

2 3,R R

L , , ,...x y z

,x y L∈
z L∈ x y+

x y y x+ = +

( ) ( )x y z x y z+ + = + +
L 0 0x x+ = x L∈
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3) для каждого x L∈ существует такой элемент x− , что ( ) 0x x+ − =
(существование противоположного элемента). 

2. Для любого числа α  и любого элемента x L∈ определен элемент 
x Lα ∈ (произведение элемента х на число α ), причем: 
1) ( ) ( )x xα β αβ= ; 
2) 1 x x⋅ = ;  
3) ( )x x xα β α β+ = + ; 
4) ( )x y x yα α α+ = + . 
Элементы произвольного линейного пространства часто называют 

векторами. В зависимости от запаса элементов существуют различ-
ные линейные пространства. Здесь мы ограничимся рассмотрением 
только действительных линейных пространств. 

Приведем некоторые примеры таких пространств. 
1. Прямая линия 1R , т. е. совокупность действительных чисел с 

обычными арифметическими операциями сложения и умножения, 
представляет собой линейное пространство. 

2. Совокупность всевозможных систем 1 2( , ,..., )nx x x x=  из n чисел, 
где сложение и умножение на число определяются формулами:  

1 2 1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., )n n n nx x x y y y x y x y x y+ = + + + , 
1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n nx x x x x xα α α α= ,  

также является линейным пространством и называется действитель-
ным n -мерным арифметическим пространством. Его принято обо-
значать символом nR . 

3. Множество всех многочленов степени не превышающей n, n ∈ N 
с операциями сложения многочленов и умножения их на число — так-
же линейное пространство. Нулевым элементом в нем будет много-
член со всеми нулевыми коэффициентами, а противоположный эле-
мент для каждого многочлена получается умножением этого много-
члена на число ( 1)− . В самом деле, многочлен степени не выше n ,  
n ∈ N является алгебраической суммой одночленов, каждый из кото-
рых составлен из произведения числа на некоторую степень перемен-
ной: 2

0 1 2 ... n
na a x a x a x+ + + + . Таким образом, операции сложения и 

умножения многочленов сводятся к операциям над числами (коэффи-
циентами) при соответствующих степенях переменной. 

4. Множество всех функций ( )y f x= , непрерывных на отрезке [ , ]a b , 
для которых определены обычные правила сложения функций и ум-
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ножения их на числа, образуют линейное пространство. Пусть ( )f x  
и ( )g x  — непрерывные на [ , ]a b  функции. Тогда и их сумма 

( ) ( ) ( )f x g x k x+ =  будет непрерывной во всех точках [ , ]a b . При умно-
жении функции, например, ( )f x  на любое число получаем функцию 
также непрерывную на [ , ]a b , т. е. принадлежащую данному множест-
ву. В качестве нулевого элемента выберем функцию 0y = , а именно 
отрезок a x b≤ ≤ . Противоположным элементом к ( )f x  будет функция 

( )f x− . Остальные аксиомы будут выполняться в силу того, что все 
операции над функциями в каждой точке отрезка сводятся к операци-
ям над числами, для которых эти аксиомы верны. Такая совокупность 
непрерывных на [ , ]a b  функций обозначается [ , ]C a b  и является одной 
из важнейших в анализе. 

Подпространства 

В любом линейном пространстве  L можно выделить подмножество 
элементов L' , которое относительно операций в L само образует ли-
нейное пространство. Иначе говоря, L' L⊂  есть подпространство, 
если из x∈ L', y ∈ L' следует, что x yα β+ ∈L' при любых α  и β . 

В любом линейном пространстве имеется как минимум два под-
пространства: само линейное пространство L и нулевое подпростран-
ство — {0}, состоящее из одного нуля. Эти подпространства принято 
называть несобственными, а все остальные — собственными.  

Приведем примеры собственных подпространств.  
1. В линейном пространстве C[0,1] — непрерывных функций на от-

резке [0,1]  можно выделить следующие подпространства: а) множест-
во функций, непрерывных на [0,1]  и непрерывно дифференцируемых 
на (0,1)  (в основе этого утверждения лежат свойства дифференцируе-
мых функций: их сумма, а также умножение дифференцируемой 
функции на число есть дифференцируемая функция); б) множество 
всех многочленов P[0,1]; в) множество всех многочленов степени не 
выше n , n ∈ N. Напротив, множество монотонных функций, непре-
рывных на [0,1] , очевидно, является подмножеством C[0,1], но не явля-
ется его подпространством, т. к. сумма двух монотонных функций 
может не быть монотонной.  
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2. Пусть L  — какое-то линейное пространство и x  — некоторый 
его ненулевой элемент. Совокупность элементов { }xλ , где λ  пробега-
ет все числа, образует одномерное подпространство. Оно является 
собственным, если размерность L  больше 1. 

Линейная зависимость 

Из элементов x L∈  и y L∈  с помощью чисел α  и β  можно соста-
вить элемент z x y Lα β= + ∈ , (1)  
который называется линейной комбинацией элементов х и у. В общем 
случае линейная комбинация может быть составлена из произвольно-
го числа элементов: ...z x yα β= + + + , где , ,...,α β λ  — произ-
вольные числа. 

Если для элементов , ,...,x y w L∈  существуют такие числа , ,...,α β λ  
не все равные 0, что ... 0x y wα β λ+ + + = , (2)  
то такие элементы называются линейно зависимыми. 

В противном случае эти элементы называются линейно независи-
мыми. Иными словами, , ,...,x y w L∈  — линейно независимы, если из 
(2) вытекает, что ... 0α β λ= = = = . Следующее утверждение дает кри-
терий линейной независимости системы:  
Если ни один из элементов системы не является линейной комби-

нацией остальных, то такая система будет линейно независимой. 
Действительно, предположим, что система элементов , ,...,x y w L∈  не 
будет линейно независимой, тогда найдется число 0γ ≠  и из равенст-
ва ... 0x y t wα β γ λ+ + + + =  получаем, что t  является линейной комби-

нацией других элементов системы: ...t x y wα β λ
γ γ γ

= − − − − . Получили 

противоречие, которое возникло из предположения о линейной зави-
симости системы. 

Сразу из аксиом линейного пространства можно получить несколь-
ко простейших свойств систем элементов произвольного линейного 
пространства L . 
Свойство 1. Если среди элементов , , ,...x y z L∈  есть нулевой век-

тор, то такая система элементов линейно зависима.  
В самом деле, пусть, например, 0x = , тогда линейная комбинация 

1 0 0 ... 0x y z w⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  содержит 1α =  и в то же время будет равна ну-
левому вектору, т. к. ... 0x y w= = = = .  

w Lλ+ ∈
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Свойство 2. Если система элементов содержит линейно зависимую 
подсистему элементов, то она также линейно зависима. И наоборот, 
если система элементов линейно независима, то и любая ее подсисте-
ма линейно независима. Будем говорить, что бесконечная система 
элементов линейно независима, если любая ее конечная подсистема 
линейно независима. 
Свойство 3. Если элементы , , ,...,x y z w L∈  — линейно независимы и 

k L∈  не является их линейной комбинацией, то расширенная система 
элементов , , ,..., ,x y z w k L∈  будет также линейно независимой. 
Пример 1. В пространстве [0,2 ]C π  рассмотрим функции 21,sin ,x  

. Система этих трех функций будет линейно зависимой, по-
скольку в силу известной формулы тригонометрии функция 

2sin 0,5(1 cos 2 )x x= − .  
Пример 2. Рассмотрим в nR  систему из n  элементов 1 (1,0,...,0)e = , 

2 (0,1,...,0)e = ,…, (0,0,...,1)ne = . Докажем, что она будет линейно неза-
висима. 

Так как для любых коэффициентов 1 2, ,..., nα α α  линейная комбина-
ция 1 1 2 2 1 2... ( , ,..., )n n ne e eα α α α α α+ + + = , то она может быть равна 
0 (0,0,...,0)=  только при 1 2 ... 0nα α α= = = = , что и означает линейную 
независимость. 
Пример 3. В линейном пространстве многочленов степени не вы-

ше n  система функций 21, , ,..., nx x x  линейно независима. В самом де-
ле, линейная комбинация, составленная из них, должна равняться 0 
при произвольном значении x : 2

0 1 2 ... 0n
na a x a x a x+ + + + = . Так как  

нулевой вектор можно представить в виде: 20 0 0 ... 0 0nx x x+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ = ,  
то получаем равенство многочленов степени n  при любых x : 

2 2
0 1 2 ... 0 0 0 ... 0n n

na a x a x a x x x x+ + + + = + ⋅ + ⋅ + + ⋅ . Следовательно, у этих 
многочленов должны совпадать коэффициенты при одинаковых сте-
пенях, а именно: 0 1 20, 0, 0,..., 0na a a a= = = = . Откуда и получаем, что 
система 21, , ,..., nx x x  линейно независима. 

Базис, размерность пространства 
В линейном пространстве существуют такие системы элементов, 

через которые можно представить любой элемент, причем единствен-
ным образом.  

cos2x
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Если в линейном пространстве L  можно выбрать n  линейно незави-
симых элементов, а любые 1n +  элементов этого пространства линейно 
зависимы, то говорят, что пространство L  имеет размерность n,  
и обозначают dim L n= . 
Базисом в n -мерном пространстве L  называется любая система из 

n линейно независимых элементов. 
Пусть 1 2, ,..., ne e e  — базис пространства L . По определению базиса 

получаем, что любой элемент a L∈  может быть однозначно пред-
ставлен в виде: 1 1 2 2 ... n na a e a e a e= + + + . Такую запись называют раз-
ложением элемента a L∈ по базису 1 2, ,..., ne e e . Оставим без доказа-
тельства тот факт, что разложение любого элемента пространства L  
по базису единственно.  

Следует также отметить, что базис является упорядоченной систе-
мой. То есть, поменяв местами элементы базиса, мы получим другой 
базис. Задание порядка элементов базиса позволяет задать и порядок 
коэффициентов разложения произвольного элемента a L∈ . Это по-
зволяет громоздкую запись разложения элемента a  заменить набором 
коэффициентов в разложении по базису. Так, например, приведенное 
выше разложение a L∈ по базису 1 2, ,..., ne e e  можно заменить набором 

1 2( , ,..., )na a a a= . Такой набор также называют координатами элемента 
a  в базисе 1 2, ,..., ne e e . 
Пример 4. В пространстве nR  система элементов 1 (1,0,...,0)e = ,

2 (0,1,...,0)e = ,…, (0,0,...,1)ne =  образует базис 1 2, ,..., ne e e e= , т. к. ранее 
мы доказали, что она линейно независима. Любой элемент 

1 2( , ,..., ) n
nx x x x R= ∈  представим в виде: 1 1 2 2 ... n nx x e x e x e= + + + . Базис 

1 2, ,..., ne e e e=  еще называют стандартным базисом в nR . 
Существуют линейные пространства, в которых можно выбрать 

бесконечную систему независимых элементов. Они называются бес-
конечномерными. В частности, бесконечномерным будет пространст-
во [0,1]C  функций непрерывных на отрезке [0,1] . 

Линейные функционалы 

Числовую функцию f , определенную на некотором линейном про-
странстве L , мы будем называть функционалом. Назовем функционал 
f  аддитивным, если для всех ,x y L∈  выполняется ( )f x y f+ =  
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 и назовем однородным, если ( ) ( )f x f xα α= , где α  — 
произвольное число.  

Аддитивный однородный функционал называется линейным функ-
ционалом. Действие линейного функционала в линейном пространст-
ве L  обозначается как :f L L→ . Непосредственно из определения по-
лучаем, что (0) 0f = , т. к. (0) (0 0) 0 (0) 0f f f= ⋅ = ⋅ = . 

Укажем примеры линейных функционалов. 
Пример 5. Пусть [ ]nP x  — линейное пространство многочленов пе-

ременного x  степени не превышающей n ∈ N. Для каждого многочле-
на ( )P x  определим его производную ( )P x′ , являющуюся многочленом 
степени не выше 1n − . Таким образом, на пространстве [ ]nP x  мы оп-

ределили правило d
dx

, которое каждому многочлену ставит в соответ-

ствие его производную. В качестве пространства значений можно вы-

брать как [ ]nP x , так и 1[ ]nP x− . Оба отображения : [ ] [ ]n n
d P x P x
dx

→  и 

1: [ ] [ ]n n
d P x P x
dx −→  удовлетворяют условию линейности в силу линей-

ности производной. Следовательно, рассмотренные правила, по кото-
рым преобразуются элементы [ ]nP x , являются линейным функциона-
лом пространства [ ]nP x . 
Пример 6. Для произвольного элемента x  линейного пространства 

nR  зададим такой функционал: ( )f x x a= + , где 0a ≠  — некий фикси-
рованный элемент из nR . Этот функционал не будет линейным, т. к. 

(0) 0f a a= + = , что невозможно для линейного функционала. 

§ 2. åÄíêàñõ à éèêÖÑÖãàíÖãà 

Основные определения 

Определение 2. Матрицей называется система элементов (в част-
ном случае, чисел), расположенных в определенном порядке и обра-
зующих таблицу.  

( ) ( )f x f y= +
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Матрица называется прямоугольной типа m n× , если в этой таблице 
m  строк и n  столбцов. Элементы матрицы обозначаются через ija , где 

i  — номер строки, а j  — номер столбца. Так, 
1 3 7
3 4 5

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 — мат-

рица типа 2 3× , т. к. в ней две строки и три столбца. Таким образом, 
элемент 13 7a =  находится на пересечении первой строки и третьего 
столбца.  

В общем виде матрица записывается следующим образом:
11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

… … … …
…

. Или кратко: ( )ij mnA a , 1,...,i m= , 1,...,j n= . 

Следует отметить, что и матрица, и ее элементы обозначаются 
одинаковой буквой, только матрицу обозначают большой, а элемен-
ты — малой буквой с индексами. 

Матрица называется квадратной, если количество строк равно ко-
личеству столбцов, т. е. m n= . Пусть A — квадратная матрица m n× , 

говорят, что она порядка n . Например, 
4 2 1
2 5 1
1 1 2

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 является квад-

ратной матрицей порядка 3. Элементы квадратной матрицы, имею-
щие одинаковые индексы ( 11 22 33, , ,..., nna a a a ), образуют главную диа-
гональ матрицы. Напротив, элементы вида 1 2 1 3 2 1, , ,...,n n n na a a a− −  обра-
зуют побочную диагональ. Так, в приведенной выше матрице A на 
главной диагонали лежат элементы 11 22 334, 5, 2a a a= = = − , а на побоч-
ной — 13 22 311, 5, 1a a a= − = = . 

Квадратная матрица вида 

1 0 0
0 1 0

0 0 1

E

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

… … … …
…

 называется единич-

ной. У нее главная диагональ состоит из единиц, все остальные эле-
менты являются нулевыми. В дальнейшем нам очень пригодится эта 
матрица. Также существует матрица, составленная из одних нулей, 
которую называют нулевой и обозначают через O. 
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Одной из важнейших характеристик квадратной матрицы является 
определитель. 
Определение 3. Определителем квадратной матрицы A называется 

некое число, поставленное ей в соответствие по особому правилу и 
обозначаемое | |A  или же det A . Порядок определителя совпадает с 
порядком матрицы A. Отметим, определитель в отличие от матрицы 
заключается не в круглые скобки, а в прямые вертикальные черточки. 

Рассмотрим определители для матриц второго и третьего порядка. 

Пусть дана матрица 11 12

21 22

a a
A

a a
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Поставим ей в соответствие 

число | |A , полученное из A по следующему правилу: 
11 12

11 22 12 21
21 22

| |
a a

A a a a a
a a

= = − . 

Пример 7.  
2 3
1 2

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, тогда определитель 

2 3
| | 2 ( 2) 3 1 7

1 2
A = = ⋅ − − ⋅ = −

−
. 

Теперь пусть дана матрица третьего порядка 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Для нее определитель будет таковым:  
11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 21 32 13

31 32 33

| |
a a a

A a a a a a a a a a a a a
a a a

= = + + −

 
 

13 22 31 32 23 11 21 12 33a a a a a a a a a− − − . (3)  
 

Хотя выражение определителя третьего порядка является доста-
точно громоздким, закон его составления из элементов матрицы A 
является весьма простым.  
Правило нахождения определителя третьего порядка (правило 

треугольника). Первое слагаемое из (3) получается произведением 
элементов главной диагонали, второе и третье — произведением эле-
ментов, лежащих на параллели к этой диагонали с добавлением 
третьего множителя из противоположного угла матрицы. Члены из (3) 
со знаком минус строятся подобным образом, но относительно по-
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бочной диагонали. На рис. 5.1 слева указана схема для вычисления 
положительных членов определителя, а справа — для отрицательных. 

 
Рис. 5.1 

Пример 8.  
3 1 1

| | 2 2 1 3 2 2 1 1 3 2 4 ( 1) ( 1) 2 3 1 4 3 1 2 2
3 4 2

A
−

= = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − − − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =  

12 3 8 6 12 4 3= + − + − − = − . 

Свойства определителей 

Установим некоторые простейшие свойства определителей n-го 
порядка, но прежде нам потребуется понятие транспонированной 
матрицы. 

Пусть дана матрица A порядка m n×  (содержит m  строк и n  
столбцов). Поменяем в ней местами строки со столбцами, т. е. на ме-
сто 1-й строки поставим 1-й столбец, на место 2-й строки — 2-й и т. д. 
Полученную матрицу обозначим TA  и назовем транспонированной к 
A. Она имеет порядок n m× . Итак,  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

… … … …
…

, 

11 21 1

12 22 2

1 2

m

mT

n n mn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

… … … …
…

. 

Если матрица A является квадратной, то транспонированная мат-
рица будет иметь такой же порядок, что и A. Для квадратных матриц 
можно сказать, что транспонирование есть поворот матрицы вокруг 
главной диагонали. 

Пример 9.
4 2 1
3 5 1
1 1 2

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 
4 3 1
2 5 1
1 1 2

TA
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 



— 184 — 

Свойство 1. Определитель матрицы A не меняется при транспо-
нировании.  

Из свойства 1 вытекает, что всякое утверждение о строках опреде-
лителя справедливо и для его столбцов, т. е. в определителе (в отли-
чие от матрицы) строки и столбцы равноправны. Поэтому остальные 
свойства сформулируем лишь для строк определителя. 
Свойство 2. Если одна из строк определителя состоит из нулей, 

то определитель равен нулю. 
Свойство 3. Если в определителе поменять местами любые две 

строки, то определитель изменит знак. 
Свойство 4. Определитель, содержащий две одинаковые строки, 

равен нулю. 
В самом деле, пусть определитель равен числу d, и пусть соответ-

ственные элементы в его i -й и j -й строках равны ( i j≠ ). После пере-
становки этих строк определитель, ввиду свойства 3, будет равен чис-
лу d− . Но так как переставляются одинаковые строки, то определи-
тель на самом деле остается неизменным, поэтому d d− = . Откуда 
следует, что 0d = . 
Свойство 5. Если все элементы некоторой строки определителя 

умножить на любое число k , то и сам определитель умножится на k . 
Свойство 6. Если все элементы i -й строки определителя n -го по-

рядка представлены в виде: ij j ja b c= + , 1,...,j n= , то определитель ра-
вен сумме двух определителей, у которых все строки, кроме i -й — 
такие же, как в заданном определителе, а i -я строка в первом сла-
гаемом состоит из jb , а во втором —  из jc . 
Свойство 7. Определитель не меняется, если к элементам одной 

из его строк прибавить соответствующие элементы другой строки, 
умноженные на одно и то же число. 

Отметим в виде теоремы и оставим без доказательства еще одно 
свойство определителей.  
Теорема 1 (о произведении определителей). Определитель произ-

ведения двух квадратных матриц A и B  равен произведению опреде-
лителей, т. е. | | | | | |AB A B= ⋅ . 

Указанные свойства во многих случаях значительно облегчают вы-
числение определителей третьего порядка. Приведем пример. 
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Пример 10. Вычислить определитель 
6 3 0

| | 4 1 3 .
2 3 2

A = −
− −

 

Решение. Замечаем, что первый столбец имеет общий множитель, 
равный 2, а первая строка — множитель, равный 3. Применив два раза 
свойство 5, мы получим:  

6 3 0 3 3 0 1 1 0
| | 4 1 3 2 2 1 3 6 2 1 3 .

2 3 2 1 3 2 1 3 2
A = − = − = −

− − − − − −
 

Далее, в первой строке один из элементов равен нулю. Чтобы по-
лучить еще один нуль, применим свойство 7. Для этого вычтем из эле-
ментов первого столбца соответственные элементы второго столбца  

0 1 0
| | 6 1 1 3

2 3 2
A = ⋅ −

−
. 

Так как в первой строке два элемента из трех равны нулю, то при-
менив для подсчета определителя приведенное выше правило тре-
угольника, замечаем, что только два сомножителя отличны от нуля. 
| | 6(1 ( 3) 2 1 1 2) 6 ( 8) 48A = ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ − = − . 

Миноры и алгебраические дополнения 

Пусть теперь мы хотим полученные значения определителей для 
порядка 2,3n =  перенести на случай произвольного порядка n . Для 
этого существует простой метод, основанный на том, что определи-
тель порядка n  может быть вычислен через определители более низ-
ких порядков. А именно, сведем вычисление определителя порядка n
к вычислению нескольких определителей порядка ( 1)n − . 

Выберем, например, матрицу 3-го порядка 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Рассмотрим элементы 1-й строки 11 12 13, ,a a a  и возьмем первый из них 
11a . Мысленно вычеркнем из матрицы A первую строку и первый 
столбец, на пересечении которых стоит 11a . Оставшаяся матрица 
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22 23

32 33

'
a a

A
a a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 имеет определитель 22 33 23 32| ' |A a a a a= − . Назовем его ми-

нором второго порядка элемента 11a  и будем обозначать через 11M . 
Далее, через 11A  обозначим алгебраическое дополнение элемента 11a , 
т. е. 11 11( 1)i jA M+= − , где 1, 1i j= = . Следующий элемент в первой строке 

12a . Его индексы 1, 2i j= =  и алгебраическое дополнение 

21 231 2
12 12

31 33

( 1)
a a

A M
a a

+= − = − . Наконец, третье алгебраическое дополне-

ние получим вычеркиванием первой строки и третьего столбца, на 
пересечении которых находится 13a , 1 3

13 13( 1)A M+= − .  
Итак, положим определителем матрицы A число 11 11 12 12| |A a A a A= + + 

 и назовем разложением определителя матрицы A по пер-
вой строке. 

Укажем тот факт, что подобное разложение можно проводить по 
любой строке и даже по любому столбцу в определителе. Обычно вы-
бор столбца или строки для разложения совершается для облегчения 
вычислений. 

Пример 11. 
3 1 1
2 2 1
3 4 2

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Найдем определитель этой матрицы с 

помощью разложения по второму столбцу и, скажем, по третьей стро-
ке. Сравним полученные результаты. 

Разложение по второму столбцу, элементы которого 
12 22 231, 2, 4a a a= = = , а алгебраические дополнения  

1 2
12

2 1
( 1) 1

3 2
A += − = − , 

2 2
22

3 1
( 1) 9

3 2
A + −

= − = ,  

2 3
23

3 1
( 1) 5

2 1
A + −

= − = − .  

Тогда 12 12 22 22| |A a A a A= + + 23 23 1 ( 1) 2 9 4 ( 5) 3a A = ⋅ − + ⋅ + ⋅ − = − . 

13 13a A+
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Разложение по третьей строке, элементы которой 31 3a = , 32 4a = ,
33 2a = , а алгебраические дополнения  

3 1
31

1 1
( 1) 3

2 1
A + −

= − = ,  

3 2
32

3 1
( 1) 5

2 1
A + −

= − = − ,  

3 3
33

3 1
( 1) 4

2 2
A += − = .  

Тогда | | 3 3 4 ( 5) 2 4 3A = ⋅ + ⋅ − + ⋅ = − .  
Полученные результаты совпали и с результатом, найденным ме-

тодом треугольника. 
Перенесем теперь это разложение на определитель порядка n : 
Определителем матрицы ( )ij nA a= , полученным разложением по 

i -й строке, называется число 1 1 2 2| | ...i i i i in inA a A a A a A= + + + , где 

1 2, ,...,i i ina a a  — элементы i -й строки матрицы A, а 1 2, ,...,i i inA A A  — их 
алгебраические дополнения. 

Обобщая полученное выше разложение определителя по строке 
или столбцу, представим теорему, говорящую о разложении опреде-
лителя по нескольким строкам или столбцам.  
Теорема 2 (Лапласа). Выберем в определителе d произвольные k

строк (столбцов), 1 1k n≤ ≤ − . Тогда сумма произведений всех миноров 
k -го порядка, содержащихся в выбранных строках, на их алгебраиче-
ские дополнения равняется определителю d . 

Эффективность этой теоремы покажем на примере. 
Пример 12. Вычислить определитель 5-го порядка. 

1 1 3 1 2
0 0 2 1 4
2 1 2 2 1
0 0 3 1 4
1 3 2 2 1

d

−

= −

−

.  

Заметим, что в 1-м и 2-м столбцах очень удачно расположены ну-
ли. Разложим d  по этим столбцам, применив теорему Лапласа. Так 
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как у нас 2 столбца, то выберем все миноры 2-го порядка, образован-

ные этими столбцами. Их всего три: 
1 1
2 1

−
, 

1 1
1 3

−
,

2 1
1 3

. Теперь ум-

ножим каждый из этих миноров на его алгебраическое дополнение: 

1 2 1 3

2 1 4
1 1

( 1) 3 1 4
2 1

2 2 1
d + + + −

= − ⋅
−

1 2 1 5

2 1 4
1 1

( 1) 2 2 1
1 3

3 1 4

+ + + −
+ − ⋅ − + 

1 2 3 5

3 1 2
2 1

( 1) 2 1 4
1 3

3 1 4

+ + ++ − ⋅ ( 1) 3 ( 9) ( 1) 4 ( 7) ( 1) 5 2= − ⋅ ⋅ − + − ⋅ ⋅ − + − ⋅ ⋅ =  

27 28 10 45= + − = . 

Приведем еще пример на использование материала по определите-
лям. 
Пример 13. Вычислить определитель четвертого порядка. 

2 1 0 2
3 2 1 0

| |
1 0 1 3
1 2 1 3

A =
−
−

. 

Решение. В данном случае удобно из четвертой строки вычесть 
третью, тогда в ней получится сразу три нуля. 

2 1 0 2
3 2 1 0

| |
1 0 1 3

0 2 0 0

A =
−

.  

Разложим теперь определитель по его четвертой строке. Для этого 
умножим каждый из ее элементов на его алгебраическое дополнение, 
а результаты сложим. Но поскольку три из четырех элементов строки 
равны нулю, то из всей суммы остается лишь второе слагаемое: 

( ) ( )4 2 4 2
42

2 0 2
| | 2 1 2 1 3 1 0 2 14 28.

1 1 3
A M+ += ⋅ − = ⋅ − = ⋅ =

−
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Выписанный минор получается вычеркиванием из | |A  второго 
столбца и четвертой строки. Полученный определитель третьего по-
рядка легко вычисляется, например, по правилу треугольника. 

Действия над матрицами 

Равенство матриц 
Введем понятие равенства матриц. Назовем две матрицы одинако-

вого порядка равными, если у них совпадают все элементы с одина-
ковыми индексами. 

Если  
11 12 13

21 22 23

2 1 2
3 1 4

b b b
A B

b b b
− ⎛ ⎞⎛ ⎞

= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,  

значит 11 12 13 212, 1, 2, 3,b b b b= = = − = 22 231, 4b b= = . 

Сложение матриц 
Суммой двух матриц одного порядка называется матрица того же 

порядка, элементы которой получаются, как сумма соответствующих 
элементов матриц-слагаемых. Коротко это можно представить так: 

mn mn mnA B C+ = , если , 1,..., , 1,...,ij ij ijc a b i m j n= + = = . 

Пример 14. Пусть 32

2 3
2 1

3 4
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 32

5 4
1 4
0 7

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, тогда их сумма 

2 3 5 4 7 7
2 1 1 4 1 3

3 4 0 7 3 11
C A B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + = − + − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Ввиду того, что множество всех вещественных матриц порядка 
m n×  является линейным пространством, операция сложения облада-
ет следующими свойствами: 

1. A B B A+ = +  — коммутативность сложения. 
2. ( ) ( )A B C A B C+ + = + +  — ассоциативность сложения. 
По аналогии со сложением можно ввести вычитание матриц, ко-

торое также осуществляется поэлементно. Например, если ( ),ijA a=

, то C A B= − , где ij ij ijc a b= − . ( )ijB b=
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Умножение матрицы на число 
При умножении матрицы A на число λ  мы получаем новую мат-

рицу B Aλ= , которая имеет тот же порядок, что и A, а для всех эле-
ментов выполнено , 1,..., , 1,...,ij ijb a i m j nλ= = = . 

Пример 15. 
2 1 2
3 1 4

A
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
2 1 2 10 5 10

5 5
3 1 4 15 5 20

A
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

А в матрице 
2 4 1 2
2 6 2 1 3

8 4 4 2
B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 можно вынести число 2. 

Кроме того, умножение матрицы на число обладает следующими 
свойствами: 

( )A B A Bλ λ λ+ = + ; 
( )A A Aλ β λ β+ = + . 

Умножение матриц 

Совершенно другое правило возникает при попытке перемножить 
две матрицы. Оказывается, эта операция бывает не всегда осуществи-
ма, поэтому мы приведем условие, при котором можно перемножать 
матрицы.  

Пусть дана матрица 
11 1

1

...
... ... ...

...

m

s sm

b b
B

b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 порядка s m×  (содержит  

s строк и m столбцов) и матрица 
11 1

1

...
... ... ...

...

n

m mn

a a
A

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 порядка m n× . Для 

того, чтобы умножить матрицу B  на матрицу A нужно, чтобы коли-
чество столбцов в B  совпадало с количеством строк в A. Числа s  и n
могут быть произвольными. Матрица-произведение C B A= ⋅  будет 
иметь порядок s n×  (количество строк s  из smB  и количество столбцов 
n  из mnA ).  
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Таким образом, произведение матрицы определено только в том 
случае, когда внутренние индексы равны. Тогда порядок произведе-
ния получается вычеркиванием внутренних индексов:  

 

( ) ( )s m m n× ×i  

Например, матрицу 23

2 1 2
3 1 4

B
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 порядка 2 3×  можно умножить 

на 32

1 2
1 3

4 2
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 порядка 3 2× . Матрица 22 23 32C B A= ⋅  будет иметь по-

рядок 2 2× . 
Теперь сформулируем само правило умножения. Выделим i стро-

ку в B  и j столбец в A, т. е. 

1

2
1 2( , ,..., ),

j

j
i i im

mj

a
a

b b b

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
. Количество элементов 

в выделенной строке и столбце будет одинаковым. Попарно пере-
множим элементы, стоящие на одинаковых местах, и сложим их.  
Далее полученную сумму обозначим через ijc  и поставим в матрицу 
C B A= ⋅  на пересечение i -й строки и j -го столбца: 

1 1 2 2 ...ij i j i j im mjс b a b a b a= + + + .  
Проделаем эту операцию с нашими матрицами B  и A, при этом 

будем постепенно заполнять матрицу C .  

Итак, 1-я строка в B  и 1-й столбец в A: (2,1, 2)−  и 
1
1

4

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, поэтому 

11 2 1 1 ( 1) ( 2) 4 7c = ⋅ + ⋅ − + − ⋅ = − . Далее 1-я строка в B  и 2-й столбец в A 
дадут 12 2 2 1 3 ( 2) ( 2) 11c = ⋅ + ⋅ + − ⋅ − = .  

После этого 21 3 1 1 ( 1) 4 4 18c = ⋅ + ⋅ − + ⋅ = , 22 3 2 1 3 4 ( 2) 1c = ⋅ + ⋅ + ⋅ − = .  

Заполним матрицу 22

7 11
18 1

C
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Правило умножения матриц на первый взгляд может показаться 
довольно сложным. Однако, спустя некоторое время, к нему очень 
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быстро привыкаешь, и оно представляется исключительно простым: 
палец левой руки должен скользить слева направо вдоль строк первой 
матрицы, а палец правой руки должен при этом скользить по столб-
цам второй матрицы сверху вниз. Выполнив несколько упражнений, 
правило умножения матриц можно легко освоить. 

Отметим свойства умножения матриц:  
( ) ( )AB C A BC=  — ассоциативность умножения. Это значит, что 

при перемножении трех матриц можно сперва умножить A на B , а 
потом результат умножить на C  или можно сначала перемножить B  и 
C , а после результат на A.  

AB BA≠  — некоммутативность умножения. Это значит, что AB
может быть не равно BA. В этом состоит отличие между умножением 
элементарных чисел и умножением матриц. Если матрицы A и B  раз-
ного порядка, то AB  будет иметь один порядок, а BA — совершенно 
другой.  

Только тогда, когда A и B  являются квадратными, возможно  
равенство AB BA= , но даже и в этом случае оно, вообще говоря, не 
верно. 

Пример 16. Дано 
0 2
3 5

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
1 2
1 4

В
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
1 0 2 3 1 2 2 5 6 12
1 0 4 3 1 2 4 5 12 22

B A
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠
;

0 1 2 1 0 2 2 4
3 1 5 1 3 2 5 4

A B
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎛ ⎞

⋅ = =⎜ ⎟⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎝ ⎠
2 8
8 26

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Откуда видно, что AB BA≠ . 

Если выполнено свойство коммутативности умножения матриц,  
т. е. AB BA= , то матрицы A и B  называются перестановочными.  

Особую роль в умножении матриц играет единичная матрица E . 
Она выполняет ту же роль, что и число 1 в умножении элементарных 
чисел. То есть, если x  — какое-то число, то 1 1x x x⋅ = ⋅ = ; при умно-
жении на единицу число не изменяется. Легко проверить, что при ум-
ножении какой-то матрицы A на единичную матрицу E , матрица A 
не изменится; AE EA A= = . Более того, только E  обладает таким 
свойством (единица должна быть одна!). 

Как известно, произведение двух чисел равняется нулю в том и 
только в том случае, если хотя бы один из сомножителей равен нулю. 
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Однако произведение матриц не наследует это свойство. Более того, 
возможно, что A2 = O, хотя матрица A отлична от нулевой матрицы O. 
Пример 17.  

Пусть 22

2 0
0 0

A ⎛ ⎞
= ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠
O, тогда 2 0 2 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0
A ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Пример 18. Пусть 22

2 2
0 0

A
⎛ ⎞

= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 O, 22

2 0
2 0

B
−⎛ ⎞

= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 O, тогда A B⋅ =

2 2 2 0 0 0
0 0 2 0 0 0

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Нахождение обратной матрицы 
Познакомимся с еще одним важным понятием — понятием обрат-

ной матрицы. Пусть A — квадратная матрица порядка n , тогда мат-
рица B  является обратной к матрице A, если выполнено условие: 
AB BA E= = . Обратную матрицу к A принято обозначать 1A− (по ана-
логии с элементарными числами, где обратным числом к 0a ≠ называ-
ется число 1a−  такое, что 1 1a a−⋅ = ). 

Отметим условие существования обратной матрицы: квадратная 
матрица A имеет обратную матрицу 1A−  тогда и только тогда, ко-
гда A — невырожденная.  

Матрица A называется невырожденной, если ее определитель от-
личен от нуля, | | 0A ≠ . 

В самом деле, т. к. 1A A E−⋅ = , то 1| | | | | | 1A A E−⋅ = = . И если существует 
матрица 1A− , тогда | | 0A ≠  и 1| | 0A− ≠ . С другой стороны, пусть | | 0A ≠ , 
определим правило для построения 1A− . 

Мы покажем это правило на примере матрицы A второго порядка, 
хотя оно применимо для матриц любого порядка. 

Пусть дана матрица 22

3 1
2 4

A
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 
3 1

| | 3 4 1 2 14
2 4

A
−

= = − ⋅ − ⋅ = − . 

1. Вычислим для каждого элемента ija  его алгебраическое допол-
нение ijA : 1 1

11 ( 1) 4 4A += − ⋅ = , 12 2A = − , 21 1A = − , 22 3A = − . 
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2. Составим матрицу из полученных алгебраических дополнений: 

i 11 12

21 22

4 2
1 3

A A
A

A A
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

3. Транспонируем матрицу iA , поменяв местами ее строки и столб-

цы: i 11 21

12 22

4 1
( )

2 3
T A A

A
A A

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

4. Разделим каждый элемент матрицы i( )TA  на определитель мат-

рицы A, т. е. на | | 14A = − : 
i 4 /14 1 /14( )

2 /14 3 /14| |

TA
A

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Эта последняя матри-

ца и есть 1 4 /14 1 /14
2 /14 3 /14

A− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, которую еще можно записать так: 

1 4 11
2 314

A− −⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

5. Убедимся, что построенная матрица является искомой. Для это-
го умножим 1A−  на исходную матрицу A:  

1 4 1 3 1 12 2 4 41 1
2 3 2 4 6 6 2 1214 14

A A− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − ⋅ = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

14 01
0 1414

−⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 0
0 1

E
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

.
 

Необходимость условия | | 0A ≠  видна в пункте 4, когда нам требо-
валось поэлементное деление на определитель.  

Представленным правилом обычно пользуются для нахождения 
обратной матрицы 2-го и 3-го порядков, потому как в матрицах более 
высоких порядков возникают чересчур громоздкие вычисления, свя-
занные с большим количеством алгебраических дополнений, а также 
с нахождением определителя.  

Чуть позже мы представим более эффективный и универсальный 
метод нахождения обратной матрицы. 

Элементарные преобразования матрицы 

Преобразования бывают двух типов. Остановимся на них более 
подробно. 
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Пусть дана матрица A порядка m n× . Определим элементарные 
преобразования над строками этой матрицы 1 2, ,..., na a a , где 

1 2( , ,..., )i i i ina a a a= , 1,...,i m= . Запись A B→  означает, что матрица B  по-
лучена из A с помощью преобразований. Строки матрицы B  обозна-
чим 1 2, ,..., nb b b . 

1. К одной из строк A, скажем к ia , прибавляется другая строка ja , 
умноженная на какое-то число α , другие строки в  не изменяются,  
а переписываются в B  без изменений. То есть i i jb a aα= + , k kb a=  при 
k i≠ . 

Например, 
2 1 2
3 4 2
1 3 1

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. Прибавим к 1-й строке ( 1i = ) третью 

строку 3i = , умноженную на 2α = . Результат запишется на месте пер-
вой строки, остальные строки не изменятся:  

2 1 2 0 7 0
3 4 2 3 4 2
1 3 1 1 3 1

A B
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

2. Две строки матрицы A можно поменять местами, остальные 
строки оставляем без изменения. То есть j ib a= , i jb a= , k kb a= , ,k i j≠ . 
Например, поменяем в той же матрице  вторую и третью строки:  

2 1 2 2 1 2
3 4 2 1 3 1
1 3 1 3 4 2

A B
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

О пользе данных элементарных преобразований говорит следую-
щая теорема. 
Теорема 3. Каждую прямоугольную матрицу с помощью элемен-

тарных преобразований над строками можно привести к ступенча-
тому виду. 

Доказательство этой теоремы дает практический способ приведе-
ния матрицы к ступенчатому виду. Сам ступенчатый вид схематиче-
ски можно изобразить так:  

A

A
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Незаштрихованная часть матрицы занята нулями. Клетки с двой-
ной штриховкой называются угловыми элементами. Остальные 
элементы могут быть произвольными. Если в ступенчатой матрице 
есть нулевые строки, их принято располагать внизу. Например, мат-

рица 

1 2 1 1
0 3 1 1
0 0 2 1
0 0 0 0

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 является ступенчатой. 

Рассмотрим алгоритм приведения к ступенчатому виду на примере: 
0 1 1 3
2 2 4 4
1 0 1 1

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

1. Начнем с левого верхнего угла. Получим там число 1 или (-1). 
Для этого с помощью элементарного преобразования 2-го рода поме-
няем местами первую и третью строку. После этого первую строку 
больше не трогаем.  

1 0 1 1
2 2 4 4
0 1 1 3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Далее с помощью элемента 11 1a =  получим нули всюду в первом 
столбце. Для этого умножим первую строку на 2α = −  и прибавим ко 
второй строке. Третью строку не меняем, потому как нуль там уже 
есть:  

1 0 1 1 1 0 1 1
2 2 4 4 0 2 2 6
0 1 1 3 0 1 1 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

После этого первый столбец, как и вторая строка, далее меняться 
не будет. Их можно мысленно выключить из рассмотрения. 
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2. Теперь в оставшейся матрице выбираем следующий ведущий 
элемент. Это будет 22a . Его тоже сделаем равным 1 или (-1). Для этого 
поменяем местами вторую и третью строки. После этого во втором 
столбце по аналогии с первым необходимо получить нули всюду, 
кроме ведущего элемента. Для этого умножим вторую строку на 

2α = −  и прибавим к третьей строке:  
1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1
0 2 2 6 0 1 1 3 0 1 1 3
0 1 1 3 0 2 2 6 0 0 0 0

B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − → − → − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Итак, матрица приведена к ступенчатому виду. Все ненулевые уг-
ловые элементы равны единице. 

Стоит отметить, что последовательность элементарных преобразо-
ваний, приводящая матрицу к ступенчатому виду, определена неодно-
значно. Это значит, что приводить матрицу  к виду B  можно лю-
бым удобным способом, однако число ненулевых угловых элементов 
в B  не зависит от выбора преобразований. 

Понятие ранга матрицы 

Пусть имеется матрица A порядка m n× . Рассмотрим в этой матри-
це строку с номером i . Она является набором упорядоченных чисел 
или же вектором. Обозначим этот вектор через ia ( 1,..., )i m= , 

1 2( , ,..., )i i i ina a a a= . После этого матрицу A можно переписать в виде 
столбца:  

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

m m m mn

a a a a
a a a a

A

a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

#
. Аналогично, если обозначить вектор-

столбец матрицы, стоящий на j -м месте, через ja , будем иметь 
1

2

j

jj

mj

a
a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
, а сама матрица запишется в виде строки: 1 2( , ,..., )nA a a a= .  

A
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В начале этой главы мы рассматривали понятие линейной незави-
симости в линейном пространстве. Напомним, что совокупность век-
торов , ,...,x y t называется линейно независимой, если ни один из этих 
векторов не является линейной комбинацией других. Мы будем счи-
тать строки (столбцы) матрицы A линейно зависимыми, если хотя бы 
одну из них можно выразить через другие строки (столбцы). Напри-

мер, в матрице 
2 2 1
1 1 2
5 3 4

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 третья строка получается, если пер-

вую строку умножить на 2 и прибавить к ней вторую, иначе говоря, 
3 1 22a a a= + . Векторы 1 2,a a  линейно независимы, если же к ним при-

соединить вектор 3a , система 1 2 3, ,a a a  станет уже линейно зависимой, 
т. е. максимальное число линейно независимых строк в A равно 2. 
Это число принято называть рангом матрицы. Кроме ранга по стро-
кам выделяют также ранг по столбцам и ранг по минорам.  

Следующая теорема объединяет все три понятия рангов. 
Теорема 4 (о ранге матрицы). Наивысший порядок отличных от 

нуля миноров матрицы A равен рангу этой матрицы. 
Как следствие из теоремы можно получить, что ранг по строкам 

равен рангу по столбцам, рангу по минорам и рангу матрицы A. 
Ранг по минорам приводит к следующему правилу вычисления 

ранга матрицы: при вычислении ранга матрицы следует переходить 
от миноров меньших порядков к минорам больших. Если найден ми-
нор k -го порядка D , отличный от нуля, то требуется найти лишь 
миноры порядка 1k + , окаймляющие минор D . Если все они равны ну-
лю, то ранг матрицы равен D . 
Пример 19. Найдем по этому правилу ранг матрицы A, представ-

ленной выше.  
Найдем минор первого порядка, стоящий в левом верхнем углу: 

1 11 2d a= = . Далее, минор второго порядка из левого верхнего угла:  



— 199 — 

11 12
2

21 22

2 2
4 0

1 1
a a

d
a a

= = = − ≠
−

. Теперь найдем минор третьего порядка, 

совпадающий с определителем A: 
11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

2 2 1
1 1 2 0
5 3 4

a a a
d a a a

a a a

−
= = − − =

−
. 

Так как минор третьего порядка равен нулю, то ранг матрицы A 
( ) 2rang A = , что совпадет с результатом, полученным ранее. 

Предложим еще один способ нахождения ранга матрицы. Для этого 
воспользуемся замечанием о том, что при элементарных преобразова-
ниях число линейно независимых строк матрицы не изменяется, то 
при таких преобразованиях не меняется и ранг матрицы. Исходя из 
этого, возникает следующее утверждение: Число ненулевых элемен-
тов в ступенчатой форме матрицы A равняется рангу матрицы A. 

Пример 20. Найти ранг матрицы 
1 2 3
1 1 4

2 3 5
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

В результате цепочки элементарных преобразований получаем: 
1 2 3 1 2 3
1 1 4 0 1 7

2 3 5 0 1 1
A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 3
0 1 7
0 0 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B= .  

Прокомментируем каждое действие. На первом шаге ко второй 
строке прибавили первую, к третьей строке — первую, умноженную 
на –2. На втором шаге к третьей строке прибавили вторую. В резуль-
тате получили ступенчатую матрицу B . Число угловых элементов 
равно 3 (отмечены), значит ( ) 3rang B = . А так как элементарные пре-
образования не меняют ранг, то и ( ) 3rang A = . 

Связь с линейными пространствами 

Множество всех вещественнозначных матриц порядка m n× являет-
ся линейным пространством. В самом деле, операциям сложения и 
умножения элементов в линейном пространстве соответствует опре-
деленное нами выше сложение двух матриц, а также умножение мат-
рицы на число. Нулевая матрица будет нулевым элементом линейного 
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пространства. Противоположным элементом мы будем считать мат-
рицу, все элементы которой умножены на ( 1)− .  

Что касается остальных аксиом линейного пространства, то они 
также верны, т. к. сводятся к операциям над числами (элементам мат-
рицы). 

§ 3. ëàëíÖåõ ãàçÖâçõï ìêÄÇçÖçàâ 

Основные понятия и определения 

Системы линейных уравнений (или кратко — СЛУ) считаются ос-
новным разделом в алгебре. Нет такой области или приложения, где 
бы они не использовались. При решении экономических и управлен-
ческих задач СЛУ могут быть употребимы как в аппарате исследова-
ния, так и при рассмотрении частных задач. 

Общая система из n  линейных уравнений с m  неизвестными (пе-
ременными) 1 2, ,..., mx x x  записывается в следующем виде:  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

31 1 32 2 3 3

1 1 2 2

...

...

...
................................................

...

n n

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪⎪ + + + =⎨
⎪
⎪

+ + + =⎪⎩

,  (4)  

где ija ( 1,..., , 1,...,i m j n= = ) — произвольные числа, называемые коэф-
фициентами при неизвестных. Отметим сразу, что число уравнений 
mне обязательно должно совпадать с количеством переменных n . 
В качестве примера такой системы уравнений предложим следую-

щую задачу: поставщик продавал заказчику в течение 4-х кварталов  
4 вида товаров. И пусть ija  — это известное количество товара j -го 
вида ( 1,2,3,4j = ), проданного в i -м квартале ( 1,2,3,4i = ). Цена услов-
ного вида товара 1 2 3, ,x x x , х4 не известна. Требуется найти значения 
этих цен по известным значениям сумм квартальных платежей  

1 2 3, ,b b b , b4. Математическая модель данной задачи будет представлена 
в виде системы из 4-х линейных уравнений с 4 неизвестными:  
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11 1 12 2 13 3 14 4 1

21 1 22 2 23 3 24 4 2

31 1 32 2 33 3 34 4 3

41 1 42 2 43 3 44 4 4

a x a x a x a x b
a x a x a x a x b
a x a x a x a x b
a x a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨ + + + =⎪
⎪ + + + =⎩ .

 

В общем случае из коэффициентов при неизвестных в СЛУ можно 
построить матрицу порядка m n× :  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

которая называется матрицей системы уравнений. Вектор, коорди-
натами которого являются переменные СЛУ, 1 2( , ,..., )nx x x x=  называют 
вектором неизвестных, а вектор 1 2( , ,..., )nb b b b= называют вектором 
свободных членов. Обычно эти вектора записывают в виде столбцов  

1

2

n

x
x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
,

1

2

n

b
b

b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#
.  

Учитывая все обозначения, систему (4) перепишем в более удобной 
матричной форме: Ax b= . 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...
... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

A

a a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

называется расширенной матрицей системы. Ее последний столбец 
состоит из свободных членов СЛУ, поэтому мы будем отделять его 
вертикальной чертой. Если хотя бы одно из чисел 1 2, ,..., nb b b  не равно 
нулю, то такую систему называют неоднородной. В противном слу-
чае, если в правой части находятся одни нули, 1 2 ... 0nb b b= = = =  сис-
тему считают однородной.  

Вектор-столбец 1 2( , ,..., )nx x x x=  называется решением системы  
линейных уравнений, если при подстановке чисел 1 2, ,..., nx x x  в урав-



— 202 — 

нения системы получаются верные равенства. Поэтому решить сис-
тему (4) — это значит найти все такие векторы-решения. 

Соответствующая матричная форма для однородной системы будет 

таковой: 0Ax = , где 

0
0

0

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

 

— нулевой вектор. 

Система уравнений (4) может совсем не иметь решений.  

Пример 21. 1 2

1 2

3 3 0
1

x x
x x

− =⎧
⎨ − =⎩ .

 

В самом деле, из первого уравнения получаем, что 1 2x x= , но тогда 
разность 1 2x x−  не может принять значение 1 ни при каких значениях 

1 2x x= . Система уравнений, у которой не существует решений, назы-
вается несовместной. Если же система совместна, то она может 
иметь одно решение или даже бесчисленное множество решений. 

Пример 22. 1 2

1 2

4 4 4
1

x x
x x

− =⎧
⎨ − =⎩

.
 
Эта система будет совместной, и любой 

вектор 1

2

x
x

x
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, компонентами которого являются 1 21x x= + , будет 

решением системы. 
Совместная система уравнений называется определенной, если она 

имеет единственное решение, и неопределенной, если имеет более 
одного решения. 

Две системы называются эквивалентными, если каждое решение 
первой является решением второй и, наоборот, каждое решение вто-
рой системы есть решение первой. Если к некоторому уравнению 
системы прибавить другое уравнение, умноженное на число, то реше-
ния системы не меняется, т. е. новая система остается эквивалентной 
прежней. При перестановке двух уравнений в (4) она также заменяет-
ся на эквивалентную.  

Системы линейных однородных уравнений 

Рассмотрим однородную систему линейных уравнений:  
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11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

31 1 32 2 3

1 1 2 2

... 0

... 0

... 0
...............................................

... 0

n n

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪⎪ + + + =⎨
⎪
⎪

+ + + =⎪⎩ .

 (5) 

Она всегда будет иметь решение. В самом деле, вектор-столбец 
1 0

0n

x
x

x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

# # , т. е. нуль-вектор является решением системы (5). 

Отметим некоторые свойства, относящиеся к однородным систе-
мам: 
Свойство 1. Если вектор-столбец x  является решением системы 

(5), а α  — некоторое число, то вектор-столбец xα  также является ре-
шением (5). Это следует из того, что числовой множитель можно вы-
носить при умножении матриц. 
Свойство 2. Если x и y  — два решения однородной системы, то и 

их сумма — вектор z x y= +  — тоже решение этой системы. Действи-
тельно, подставим z в уравнение (5): ( ) 0 0 0Az A x y Ax Ay= + = + = + = . 

Таким образом, мы можем складывать и умножать на числа реше-
ния системы (5) и снова получать решения этой системы. Исходя из 
этого, можно говорить о том, что однородная система имеет «линей-
ное пространство» решений. 

Общее решение системы линейных однородных уравнений 

Для определения структуры общего решения системы (5) исполь-
зуется понятие ранга матрицы. Пусть A — матрица, составленная из 
коэффициентов системы (5), тогда: 

1. Если ( )r rang A n= = , где n  — число переменных системы, то су-
ществует только нулевое решение (0,...,0)x = . Это решение также на-
зывают тривиальным. 



— 204 — 

2. Если r n< , то существует ( )n r−  линейно независимых решений 
1 2
, ,...,

n r
x x x

−
, причем общее решение системы имеет вид: 

1 2

1 2 ...
n r

оо n rx c x c x c x
−

−= + + + , где 1,..., n rc c −  — некоторые константы. 

Набор векторов 
1 2
, ,...,

n r
x x x

−
называется фундаментальной систе-

мой решений системы (5), причем для любого решения *
x системы (5) 

1,..., :n rc c R−∃ ∈  
* 1 2

1 2 ...
n r

n rx c x c x c x
−

−= + + + . 
Для нахождения общего решения системы (5) будем пользоваться 

одним из самых универсальных методов — методом Гаусса.  

Метод Гаусса для решения системы  
линейных уравнений 

Этот метод может применяться для решения не только однород-
ных, но и всех других систем линейных уравнений. Алгоритм метода 
Гаусса можно разбить на два этапа: на прямой и обратный ход.  
Прямой ход метода Гаусса заключается в приведении системы 

уравнений к ступенчатому виду с помощью элементарных преобра-
зований.  

Мы рассмотрели приведение к ступенчатому виду на примере мат-
риц, теперь покажем, как оно осуществляется в однородных уравне-
ниях. 

Пусть дана система линейных уравнений:  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

0
2 0

2 2 0
2 2 4 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ − + + =⎧
⎪ + + + − =⎪
⎨ + + − + =⎪
⎪ + − − + =⎩

. (6) 

Очевидно, что все преобразования над системой можно свести к 
преобразованиям над матрицей, составленной из коэффициентов при 
переменных ix . 
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Прямой ход 
1 1 1 1 1
1 1 1 2 1
1 2 1 1 2
1 2 1 2 4

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

.  

В левом углу уже есть 1, поэтому, чтобы получить в остальных 
строках нули, умножим первую строку на -1 и добавим к строкам  

2, 3, 4: 

1 1 1 1 1
0 0 2 1 2
0 1 2 2 1
0 1 0 3 3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

.  

Переставим местами вторую и третью строку, умножим вторую 

строку на -1 и прибавим к четвертой:

1 1 1 1 1
0 1 2 2 1
0 0 2 1 2
0 0 2 1 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

.  

Наконец, третью строку прибавим к 4-й:  
1 1 1 1 1
0 1 2 2 1
0 0 2 1 2
0 0 0 0 0

B

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→ =
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Матрица B  — ступенчатая, и на этом первый шаг алгоритма закон-
чен. Перейдем к системе уравнений, которая соответствует матрице B : 

1 2 3 4 5

2 3 4 5

3 4 5

0
2 2 0

2 2 0

x x x x x
x x x x

x x x

+ − + + =⎧
⎪ + − + =⎨
⎪ + − =⎩

. 

В результате мы отбросили нижнюю нулевую строку, оставив  
3 уравнения и 5 переменных. При этом коэффициенты при перемен-
ных 4 5,x x  не являются угловыми. Такие переменные мы будем назы-
вать свободными, а все переменные с угловыми коэффициентами — 
базисными. Число свободных переменных равно в точности n r− , где  
n  — общее число переменных (в нашем случае 5n = ), а r  — число 
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угловых элементов в системе (у нас 3r = ). Значит и ( ) 3rang A = . Пе-
рейдем ко второму этапу метода Гаусса. 
Обратный ход 
Мы будем искать вектор-решение, которое соответствует приве-

денной матрице B , но начнем рассмотрение с последнего уравнения 
системы и затем станем «подниматься наверх» до первого уравнения.  

Перенесем свободные переменные 4 5,x x  в правую часть системы:  

1 2 3 4 5

2 3 4 5

3 4 5

2 2
2 2

x x x x x
x x x x

x x x

+ − = − −⎧
⎪ + = −⎨
⎪ = − +⎩

.  (7) 

Выразим зависимую переменную 3x  через свободные: 4 5
3

2
2

x xx − +
=

(это всегда можно сделать, т. к. угловые коэффициенты отличны от 
нуля). Полученное уравнение поставим в предпоследнее уравнение 
системы (7) и выразим из него зависимую переменную 2x :  

4 5
2 4 5

22 2
2

x xx x x− +⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 2 4 5 4 52 2x x x x x− + = − ; 2 4 53 3x x x= − .  

Теперь подставляем полученные выражения для 2x  и 3x  в первое 

уравнение системы (7). Откуда и получаем 1 4 5
9 3
2

x x x= − + . 

Окончательно формулы, выражающие зависимые переменные че-

рез свободные, будут таковыми:  

1 4 5

2 4 5

4 5
3

9 3
2

3 3
2

2

x x x

x x x
x xx

⎧ = − +⎪
⎪

= −⎨
⎪ − +⎪ =
⎩

.  (8) 

Выберем определитель D  порядка 2n r− = , у которого на главной 
диагонали находятся единицы, а все остальные — нули. Придадим 
свободным переменным 4 5,x x  поочередно значения, равные элементам 
первой и второй строк определителя D . При этом находим и соответ-
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ствующие значения базисных переменных: 
1 2 3 4 5

1

2

4,5 3 0,5 1 0

3 3 1 0 1

x x x x x

x

x

− −

−

. 

Тогда общее решение системы (6) можно записать в виде: 

1 2( 4,5;3; 0,5;1;0) (3; 3;1;0;1)T T
ооx c c= − − + − . Подставляя вместо 1 2,c c  произ-

вольные значения, мы получим бесконечное множество решений. 

Векторы 
1

( 4,5;3; 0,5;1;0)x = − − , 
2

(3; 3;1;0;1)x = −  представляют собой 
фундаментальную систему решений системы (6). 

Особую роль играют системы уравнений, имеющие единственное 
решение. В таких системах нет свободных переменных, а ступенчатая 
матрица приобретает треугольный вид. Покажем это на примере. 

Пример 23. Пусть дана система 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 0
2 0

3 0

x x x
x x x

x x x

+ − =⎧
⎪ − − =⎨
⎪− + + =⎩

. Решим ее мето-

дом Гаусса. 

Прямой ход. 
2 2 1
1 1 2
1 1 3

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 1 2
2 2 1
1 1 3

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 1 2
0 4 3
0 0 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B= . 

Преобразованная система имеет вид: 
1 2 3

2 3

3

2 0
4 3 0

0

x x x
x x

x

− − =⎧
⎪ + =⎨
⎪ =⎩

. 

Обратный ход. Из последнего уравнения 3 0x = . Подставив его во 
второе, получим 2 0x = . Подставив оба в первое уравнение, получим 

1 0x = . Единственным решением исходной системы будет вектор 
(0,0,0) 0x =  или же нуль-вектор.  
Таким образом, если в однородной системе число угловых эле-

ментов 3r =  равно числу всех переменных ( 3n = ), то система имеет 
только нулевое решение. Такое решение еще называют тривиаль-
ным.  
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Неоднородные системы уравнений 

Напомним общий вид системы линейных неоднородных уравне-
ний:  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

31 1 32 2 3 3

1 1 2 2

...

...

...
................................................

...

n n

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪⎪ + + + =⎨
⎪
⎪

+ + + =⎪⎩  

 (9) 

или же матричная запись: Ax b= , (10)  
где b  — столбец из свободных членов. 

В отличие от систем однородных совокупность решений системы 
(9) не является линейным пространством, однако справедливы сле-
дующие утверждения. 

1. Пусть x  и y  — два вектора, являющиеся решением неоднород-
ной системы, тогда вектор z x y= −  является решением соответст-
вующей однородной системы. Проверим это, подставив z  в (10):  

( ) 0Az A x y Ax Ay b b= − = − = − = .   
2. Пусть теперь x  — некоторое частное решение системы (10),  

а y  — решение соответствующей однородной системы 0Ay = , тогда 
вектор z x y= +  будет решением неоднородной системы. Подставим 
z  в (10): ( ) 0Az A x y Ax Ay b b= + = + = + = . То есть если к решениям 
неоднородной системы прибавлять решения однородной, то мы снова 
будем получать решения неоднородной системы.  

Исходя и этих утверждений, получаем следующее: Чтобы полу-
чить общее решение неоднородной системы (10), нужно к общему 
решению соответствующей однородной системы прибавить част-
ное решение неоднородной. Более того, в этой сумме будут содер-
жаться все решения системы (10). 

Критерий совместности неоднородных  
систем уравнений 

Неоднородная система (10), опять же в отличие от однородной, не 
всегда бывает совместной, т. е. не всегда имеет решения. Поэтому, 
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прежде чем находить решения системы (10), нужно определить, имеет 
ли она хотя бы одно решение. 

Чтобы прояснить этот вопрос, рассмотрим пример: 
Пример 24. Пусть дана система неоднородных уравнений.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

5 0
3 2 2 1

4 11 0

x x x x
x x x x

x x x

− + + =⎧
⎪ − + − =⎨
⎪ + − =⎩

. 

Перепишем ее в матричной форме:  

1 1 1 5
3 2 2 1
1 4 0 11

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 

1

2

3

4

x
x

x
x
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
0
1
0

b
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Теперь расширенную матрицу A приведем методом Гаусса к сту-
пенчатому виду:  

1 1 1 5 0 1 1 1 5 0
3 2 2 1 1 0 5 1 16 1
1 4 0 11 0 0 5 1 16 0

A
⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
1 1 1 5 0
0 5 1 16 1
0 0 0 0 1

B
⎛ − ⎞
⎜ ⎟→ − − =⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

.  

Матрица B  приведена к ступенчатому виду и имеет три угловых 
элемента, значит ( ) 3rang B = . Заметим, что и нерасширенная матрица 
(до вертикальной черты) также приведена к ступенчатому виду, но 
имеет только 2 угловых элемента, и ее ранг равен 2, ( ) 2rang A = . 

Перейдем обратно к системе уравнений: 
1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

5 0
5 16 1
0 0 0 0 1

x x x x
x x x
x x x x

− + + =⎧
⎪ − − =⎨
⎪ + + + = −⎩ .

  

Мы видим, что не существует таких чисел 1 2 3 4, , ,x x x x , чтобы вы-
полнялось последнее уравнение, а значит, исходная система является 
несовместной. Несовместность системы появилась из-за различия в 
рангах матриц A и A. У нас получилось, что ранг основной матрицы 
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( ) 2rang A = , а ранг расширенной больше на единицу, ( ) 3rang A = . Если 
бы ( ) ( )rang A rang A= , то последняя строка состояла бы полностью из 
нулей.  

Следующая теорема является критерием совместности неоднород-
ной системы: 
Теорема 5 (Кронекера-Капелли). Система (10) совместна тогда 

и только тогда, когда ранг основной матрицы равен рангу расширен-
ной, т. е. ( ) ( )rang A rang A= . 

Метод Крамера для решения неоднородных  
систем уравнений 

Предложим способ решения линейных неоднородных уравнений. 
Он может быть использован только в том случае, если количество 
уравнений n  в системе совпадает с количеством переменных n , т. е. 
матрица A, составленная из коэффициентов системы, является квад-
ратной. 

Итак, пусть дана система (9). 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

n n nn n

a a a b
a a a b

A

a a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

… … … ……
…  

— расши-

ренная матрица системы и пусть A  — определитель матрицы. Поло-
жим iΔ  — определитель матрицы, получаемой из матрицы A заменой 
i -го столбца столбцом из свободных членов. Тогда если 0A ≠ , то 
система (9) имеет единственное решение, определяемое по формулам: 

1 2
1 2, ,..., n

nx x x
A A A
Δ Δ Δ

= = = . 

Пример 25. Решить систему методом Крамера 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3
2 11

2 8

x x x
x x x

x x x

− + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

.  

Составим расширенную матрицу системы: 
1 1 1 3
2 1 1 11
1 1 2 8

A
⎛ − ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  
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Найдем определитель матрицы A, например, по правилу треуголь-

ника: 
1 1 1
2 1 1 5 0
1 1 2

A
−

= = ≠ . Исходная система имеет единственное ре-

шение.  
Подсчитаем 1 2 3, ,Δ Δ Δ . Чтобы получить 1Δ , заменим первый столбец 

в определителе A на столбец 
3

11
8

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1

3 1 1
11 1 1 20
8 1 2

−
Δ = = .  

Аналогично, 2

1 3 1
2 11 1 10
1 8 2

Δ = =  и 3

1 1 3
2 1 11 5
1 1 8

−
Δ = = .  

Тогда 1
1

20 4
5

x
A
Δ

= = = , 2
10 2
5

x = = , 3
5 1
5

x = =  и вектор (4,2,1)a  — 

единственное решение системы. 
Метод Крамера весьма прост и эффективен, но из-за требований на 

вид матрицы A позволяет решать только очень узкий класс линейных 
уравнений. Мы предложим алгоритм для решения произвольной 
СЛУ. 

Алгоритм решения неоднородной системы уравнений 

Пусть дана система 
11 1 1 1

1 1

...

...

n n

n nn n n

a x a x b

a x a x b

+ + =⎧
⎪
⎨
⎪ + + =⎩

"""""""" . (*) 

1. Выпишем основную матрицу A и расширенную матрицу A , со-
ставленные из коэффициентов системы (*). 

Найдем ( )rang A  и ( )rang A  приведением с помощью элементарных 
преобразований матрицы A  к матрице B , имеющей ступенчатый вид. 
Сделаем вывод о совместности системы (*). Напомним, что СЛУ со-
вместна тогда и только тогда, когда ( ) ( )rang A rang A r= = . 
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2. Если r n= , где n  — число переменных системы, то система (*) 
имеет единственное решение. Это решение можно найти, применив 
обратный ход метода Гаусса к преобразованной матрице B . 

Если r n< , то система (*) имеет бесконечное множество решений. 
Отбросим в матрице B  строки из нулей и перепишем укороченную 
систему. В оставшихся r  строках назовем переменные 1,..., rx x  при уг-
ловых элементах B  базисными, а оставшиеся n r−  переменных 

1,...,r nx x+  — свободными. Перенесем свободные переменные с соот-
ветствующими коэффициентами в правую часть и получим систему 
относительно базисных переменных. Положим для простоты 

1 1,...,r n n rx c x c+ −= = : 
11 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ...

... ...

r r r n n r

r rr r r rr rn n r

a x a x b a c a c

a x a x b a c a c

+ −

+ −

+ + = − − −⎧
⎪
⎨
⎪ + + = − − −⎩

""""""""""""
.
 (**) 

3. Решим систему (**) методом Крамера. Она для каждого набора 
1,..., n rc c −  будет иметь единственное решение: 

1 1

1
1

1

( ,..., )

( ,..., )
( ,..., ) (

n r

r n r
n r

n r

x c c

x c c
x c c

c

c

−

−
−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

"

.  (***) 

Формула (***) представляет собой общее решение системы (*). 
4. Придавая неизвестным 1,..., n rc c − любые числовые значения, из 

общего решения находим значения базисных переменных и тем са-
мым получаем решение исходной системы (*). Такое решение назы-
вают частным решением неоднородной системы (*). 

Пример 26. Рассмотрим систему 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

2 1
2 3 2
3 11 0
3 5 2 3

x x x x
x x x x
x x x x
x x x

− + + =⎧
⎪ − − + =⎪
⎨ − − − =⎪
⎪ − + =⎩

. (11) 



— 213 — 

1. Выпишем расширенную матрицу коэффициентов и приведем ее 
к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований. 

1 2 1 1 1
2 3 1 1 2
3 1 11 1 0
3 5 0 2 3

A

⎛ − ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 2 1 1 1
0 1 3 1 0
0 5 14 4 3
0 1 3 1 0

⎛ − ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠  

1 2 1 1 1
0 1 3 1 0
0 0 1 1 3
0 0 0 0 0

B

⎛ − ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→ =
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Так как ( ) 3rang A = (3 угловых элемента) и ( ) 3rang A = , то система 
совместна.  

2. Так как 3 4r n= < = , то система имеет бесконечное множество 
решений. Отбросим в B  строку из нулей. Эквивалентная исходной 

ступенчатая система имеет вид: 
1 2 3 4

2 3 4

3 4

2 1
3 0

3

x x x x
x x x
x x

− + + =⎧
⎪ − − =⎨
⎪ + = −⎩

.  

Объявим 1 2 3, ,x x x  — базисными, а 4x  — свободной. Перенесем 4x  в 
правую часть системы и обозначим ее через 1c .  

1 2 3 1

2 3 1

3 1

2 1
3

3

x x x c
x x c
x c

− + = −⎧
⎪ − =⎨
⎪ = − −⎩

. (12) 

3. Решив систему (12) методом Крамера, получим общее решение 

исходной системы 

1

1
1

1

1

4 14
2 9

( )
3

c
c

x c
c

c

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (13) 

4.  Придавая переменной 1c  различные числовые значения, мы мо-
жем получить все решения системы. Например, если 1 0c = , то вектор 

(0) ( 14, 9, 3,0)x = − − −  будет частным решением нашей неоднородной 
системы. 
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Отметим один важный факт. Общее решение соответствующей од-
нородной системы для системы (11) будет иметь вид: 

1

1
1 1

1

1

4 4
2 2

( )
1

1

оо

c
c

x c c
c

c

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

. Из формулы (13) видно, что общее решение 

неоднородной системы является суммой общего решения однород-
ной системы и частного решения ( 14, 9, 3,0)чнx = − − − неоднородной 
системы. Частное решение неоднородной системы может быть вы-
брано совершенно произвольно. 

Метод обратной матрицы для решения неоднородных систем 

Кроме метода Крамера для неоднородных систем вида (9), у которых 
количество строк n  совпадает с количеством переменных n , существу-
ет метод решения, связанный с нахождением обратной матрицы. 

Перепишем систему (9) в матричной форме: Ax b= , где A— мат-
рица, составленная из коэффициентов при неизвестных 1 2, ,..., nx x x . 
Пусть 0A ≠ , т. е. квадратная матрица A — невырожденная. В этом 
случае существует обратная матрица 1A− . 

Умножим обе части уравнения Ax b=  слева на 1A− : 1 1( )A Ax A b− −= . 
Так как по свойствам произведения матриц 1( ) ( )Ax A A x Ex x−= = = , то 

1x A b−= .  

То есть, чтобы получить столбец из неизвестных 
1

n

x
x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# , нужно 

обратную матрицу 1A−  умножить на столбец из свободных членов 
1

n

b
b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# . Если бы матрица A не была квадратной, такое произведение 

было бы невозможным, потому как обратная матрица сохраняет по-
рядок. 

Решение систем уравнений методом Крамера и методом обратной 
матрицы представляет скорее теоретический интерес. С увеличением 
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количества переменных и уравнений в системе вычисление определи-
телей, а тем более — обратной матрицы, становится весьма затрудни-
тельным. Поэтому в экономике, как правило, эти методы не приме-
няют. 

Нахождение обратной матрицы методом Гаусса 

Дадим еще один метод вычисления обратной матрицы, позволяю-
щий находить вручную обратные матрицы высоких порядков. Для это-
го применим метод Гаусса приведения матрицы к ступенчатому виду. 

Расширим набор элементарных преобразований, добавив еще од-
ну операцию — возможность умножать (делить) строку на любое 
действительное число. Напомним, что к элементарным преобразова-
ниям относились два: прибавление к одной строке матрицы другой 
строки, умноженной на любое число, а также перестановка двух лю-
бых строк. 

Напишем исходную невырожденную матрицу A. Припишем к ней 
справа за вертикальной чертой единичную матрицу того же порядка 
( | )A E .  
Теперь будем приводить матрицу A к ступенчатому виду. Причем, 

совершая преобразования со строкой матрицы A, будем совершать их 
и с соответствующей строкой матрицы E . После конечного числа ша-
гов матрица A перейдет к ступенчатому виду P . Матрица P  будет 
треугольной с угловыми коэффициентами, отличными от нуля, т. к. 
исходная матрица A является невырожденной.  

В результате тех же преобразований матрица E  перейдет в некото-
рую матрицу F . Получим промежуточную расширенную матрицу 
( | )P F . Будем продолжать преобразования над матрицей P  до тех пор, 
пока она не превратится в единичную матрицу E . Тогда присоеди-
ненная матрица F  станет обратной к A, т. е. 1A− . Весь процесс пред-
ставим следующей цепочкой: 1( | ) ( | ) ( | )A E P F E A−→ → → →… … . 
Пример 27. 

1 1 1 1 0 0
( | ) 2 0 1 0 1 0

1 3 2 0 0 1
A E

⎛ − ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 1 1 1 0 0
0 2 3 2 1 0
0 4 1 1 0 1

⎛ − ⎞
⎜ ⎟→ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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1 1 1 1 0 0
0 2 3 2 1 0
0 0 7 3 2 1

⎛ − ⎞
⎜ ⎟→ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

( | )P F→

1 1 1 1 0 0
0 1 3 / 2 1 1/ 2 0
0 0 1 3 / 7 2 / 7 1/ 7

⎛ − ⎞
⎜ ⎟→ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠  

1 1 0 4 / 7 2 / 7 1/ 7
0 1 0 5 /14 1/14 3 /14
0 0 1 3 / 7 2 / 7 1/ 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 0 0 3 /14 5 /14 1/14
0 1 0 5 /14 1/14 3 /14
0 0 1 3 / 7 2 / 7 1/ 7

⎛ − ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

1( | )E A−→ . Итак, 1

3 /14 5 /14 1 /14
5 /14 1 /14 3 /14
3 / 7 2 / 7 1 / 7

A−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

3 5 1
1 5 1 3

14
6 4 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

.  

Удостоверимся в полученном результате с помощью проверки: 
1A A E− = .  

§ 4. ëéÅëíÇÖççõÖ áçÄóÖçàü  
à ëéÅëíÇÖççõÖ ÇÖäíéêõ 

Основные определения 

При рассмотрении линейных пространств мы говорили о линейных 
функционалах. Линейное преобразование — это линейный функцио-
нал, отображающий линейное пространство в то же самое простран-
ство, т. е. каждый вектор меняет свое положение и переходит в свой 
образ. Можно сказать, что преобразование пространства — это изме-
нение окружающего пространства, а преобразование координат — это 
изменение положения наблюдателя. Эта физическая аналогия пока-
зывает, в чем различие между двумя понятиями. 
Определение 4. Матрицей линейного преобразования :A L L→  в 

базисе 1( ,..., )ne e e=  называется матрица, столбцами которой являются 
координатные столбцы векторов 1( ),..., ( )nA e A e  в базисе e .  
Определение 5. Ненулевой вектор x  называется собственным 

вектором линейного преобразования A, если ( )A x xλ= , где λ  — не-
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кое число, соответствующее каждому собственному вектору. Будем 
называть λ  — собственным значением преобразования A. 

Совокупность всех собственных значений преобразования A ко-
нечномерного линейного пространства называется спектром.  

Например, если L  является двумерным или трехмерным линейным 
пространством, то собственный вектор линейного преобразования A — 
это такой вектор, что его образ коллинеарен исходному вектору. Дру-
гими словами, после применения преобразования (в вещественном 
случае) может измениться длина вектора, а направление или сохра-
нится, или изменится на противоположное. Также вектор может стать 
равным нулевому, если 0λ = . 

Особое значение уделяют собственным значениям и собственным 
векторам квадратных матриц. При этом имеют в виду следующее. 
Каждая матрица A порядка n  является матрицей некоторого линей-
ного преобразования :A L L→ , действующего в линейном простран-
стве. Поэтому естественно отождествить линейный оператор A с его 
матрицей A.  

Характеристический многочлен и его корни 

Для произвольной квадратной матрицы ( )ijA a=  порядка nрассмот-
рим следующий определитель:  

11 12 1

21 22 2

1 2

det( )

n

n

n n nn

a a a
a a a

A E

a a a

λ
λ

λ

λ

−
−

− =

−

…
…

… … … …
…

, где E  — единичная мат-

рица, а λ  — действительная переменная. Относительно переменной 
λ  этот определитель можно записать в виде многочлена n -й степени 
от λ . Обозначим его через ( ) det( )AP A Eλ λ= −  и назовем характери-
стическим многочленом матрицы A, а ( ) 0AP λ =  — характеристи-
ческим уравнением матрицы A. 

Множество значений λ , для которых выполняется ( ) 0AP λ = , назы-
вается корнями характеристического уравнения матрицы A. 
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Пример 28. Найдем характеристическое уравнение матрицы  
4 2 0
0 5 2
0 3 6

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Теперь раскроем определитель  
4 2 0

( ) 0 5 2
0 3 6

AP
λ

λ λ
λ

−
= − =

−
  

2 3 2(4 )((5 )(6 ) 6) (4 )(24 11 ) 15 68 96λ λ λ λ λ λ λ λ λ= − − − − = − − + = − + − + . 
Итак, характеристическое уравнение матрицы A имеет вид:  

3 215 68 96 0λ λ λ− + − + = . 
Понятие характеристического многочлена матрицы и характери-

стического многочлена оператора мы также будем отождествлять. 
При этом характеристический многочлен не зависит от выбора бази-
са. Также не зависят от базиса и его коэффициенты. 

Представим без доказательства следующую теорему. 
Теорема 6. Для того, чтобы λ  являлось собственным значением 

линейного оператора A, необходимо и достаточно, чтобы оно было 
корнем характеристического уравнения ( )P Aλ этого оператора. 

Другими словами, корни характеристического многочлена (множе-
ство значений λ , для которых ( ) 0P Aλ = ) являются собственными зна-
чениями оператора A. Каждому собственному значению λ  матрицы 
сопоставляют его кратность, полагая ее равной кратности корня λ  
характеристического уравнения этой матрицы.  

Множество всех собственных векторов, отвечающих данному соб-
ственному значению, не является линейным подпространством, т. к. 
оно не содержит нулевого вектора, который по определению не мо-
жет быть собственным. Однако если мы добавим к этому множеству 
нулевой вектор, то множество собственных векторов, которое приня-
то обозначать ( , )S A λ , будет являться линейным подпространством.  

Отметим теорему про диагональную матрицу. 
Теорема 7. Матрица линейного преобразования A, действующего 

в линейном пространстве, в данном базисе является диагональной то-
гда и только тогда, когда все векторы базиса являются собственными 
для оператора A. 
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Следствие. Если характеристическое уравнение линейного опера-
тора, действующего в n -мерном пространстве, имеет n попарно раз-
личных корней, то существует базис, в котором матрица этого преоб-
разования является диагональной. 

Для того, чтобы линейный оператор в некотором базисе имел диа-
гональную матрицу, оператор должен иметь базис из собственных 
векторов. Необходимо произвести замену матрицы A матрицей А',  
т. е. подобрать для матрицы A такую невырожденную матрицу P , что 
матрица А' 

1P AP−=  является диагональной. Такую замену называют 
приведением матрицы к диагональному виду. 

Алгоритм вычисления собственных векторов  
линейного оператора 

1. Выбрать в линейном пространстве базис и сопоставить линейно-
му оператору A матрицу A в выбранном базисе. 

2. Составить характеристическое уравнение det( ) 0A Eλ− = , найти 
все его корни iλ , которые и будут собственными значениями операто-
ра A. 

3. Для каждого из собственных значений iλ  найти фундаменталь-
ную систему решений для однородной системы линейных уравнений 
( ) 0iA E xλ− = . Столбцы фундаментальной системы решений есть ко-
ординаты векторов некоторого базиса в подпространстве ( , )iS A λ ли-
нейного оператора A. 

Пример 29. Пусть дана матрица линейного оператора 
5 4
2 3

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Найти его собственные значения и собственные векторы. 
Нахождение будем производить по представленному выше алго-

ритму. Первое действие можно опустить, т. к. оператор A уже пред-
ставлен своей матрицей в некотором базисе.  

Второе действие: найдем собственные значения, составив и решив 
характеристическое уравнение. 

5 2
( ) (5 )(3 ) 8 0

4 3
A E

λ
λ λ λ

λ
−

− = = − − − =
−

 или 2 8 7 0λ λ− + = .  

Собственными числами будут корни этого уравнения, т. е. числа 
1 21, 7λ λ= = .  
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Третье действие: составим и решим для каждого из этих корней 

систему линейных уравнений 1

2

5 2 0
4 3 0

x
x

λ
λ

− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

При 1 1λ = . 1

2

4 2 0
4 2 0

x
x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 или же 1 2

1 2

4 2 0
4 2 0

x x
x x

+ =⎧
⎨ + =⎩

, т. е. 1 24 2 0x x+ = . 

Если положить 1 1x = , то 2 2x = − и собственным вектором будет вектор 
2a i j= − . 

Пусть теперь 2 7λ = . 1

2

2 2 0
4 4 0

x
x

− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 или же 1 2

1 2

2 2 0
4 4 0

x x
x x

− + =⎧
⎨ − =⎩

, т. е. 

1 2 0x x− = . Откуда 1 2 1x x= = , и собственным вектором для 2 7λ =  будет 
вектор a i j= + . 
Пример 30. Выяснить, можно ли привести матрицу к диагональ-

ному виду 
7 12 6

10 19 10
12 24 13

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Решение. Найдем собственные значения данной матрицы. Ее ха-
рактеристическое уравнение имеет вид:  

7 12 6
( ) 10 19 10 0

12 24 13
AP

λ
λ λ

λ

− −
= − − =

− −
.  

Раскрывая определитель и решая уравнение, получаем: 
1 2 31, 1λ λ λ= − = = . Получились два собственных значения, причем у од-
ного из них кратность равна двум. Матрицу можно привести к диаго-
нальному виду, если сумма размерностей всех собственных подпро-
странств равна размерности линейного пространства. В нашем случае 
размерность равна 3. Найдем ранг матрицы iA Eλ−  каждого из собст-
венных значений. Для 1 1λ = −  получаем: 

1

8 12 6
( ) 10 18 10 2

12 24 14
rang A E rangλ

−
− = − =

−
.  

Напомним, что ранг матрицы можно найти, например, приведени-
ем к ступенчатому виду. Значит, размерность собственного простран-
ства равна 3 2 1− = .  



— 221 — 

Аналогично находим ранг 2

6 12 6
( ) 10 20 10 1

12 24 12
rang A E rangλ

−
− = − =

−
.  

Откуда размерность равна 3 1 2− = . Сумма размерностей обоих про-
странств равна трем, значит, базис из собственных векторов сущест-
вует. Следовательно, существует и диагональная матрица.  

Отметим, что ранг собственного пространства не превышает крат-
ности соответствующего собственного значения. В чем мы и убеди-
лись выше. 

§ 5. ÇÖäíéêõ 

Основные определения 

Определение 6. Вектором называется направленный отрезок, 
имеющий начальную и конечную точки. Вектор с началом в точке A 
и концом в точке B  принято обозначать через AB  или же строчной 

буквой a :  
Если точка A совпадает с точкой B , т. е. A B= , то 0AB =  (нуль-

вектор). Направление нулевого вектора не определено. 
Определение 7. Длиной или модулем вектора называется расстоя-

ние между точками A, B  и обозначается | |AB  или же | |a . 
Единичный вектор (орт) — это вектор, длина которого равна еди-

нице. Он обозначается символом e . 
Если два вектора a  и b  лежат на одной прямой или же на парал-

лельных прямых, то они называются коллинеарными (параллельны-
ми). Их обозначение: ||a b . Коллинеарные векторы могут быть оди-
наково направленными (a b↑↑ ) и противоположно направленными  
(a b↑↓ ). 

Два вектора называются равными, если они одинаково направлен-
ные и модули их равны.  

Следующие условия выполняются для всех равных векторов: 
1. Всякий вектор равен себе (рефлексивность) AB AB= . 
2. Если AB CD= , то CD AB=  (симметричность). 
3. Если AB CD=  и CD EF= , то AB EF=  (транзитивность). 
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Множество векторов, равных одному и тому же вектору, назовем 
свободным вектором.  
Определение 8. Три или более вектора называются компланарны-

ми, если они лежат в одной плоскости или в параллельных плоско-
стях. Любые два вектора всегда компланарны, т. к. с помощью парал-
лельного переноса их можно приложить к одной точке, а затем про-
вести через них плоскость. 

Линейные операции над векторами 

Рассмотрим операции, которые можно совершать с векторами. 
1. Суммой векторов a  и b  называется вектор 

c a b= + , соединяющий начало вектора a  и конец век-
тора b , если вектор b отложен от конца вектора a . Это 
правило принято называть правилом треугольника.  

По аналогии, суммой из n  векторов , 1,...,ia i n=  называется вектор 

1

n

i
i

s a
=

= ∑ , начало которого совпадает  

с началом первого вектора 1a , а ко-
нец — с концом последнего na .  

Такое правило называется правилом многоугольника. 
Сложение векторов удовлетворяет условиям коммутативности  

и ассоциативности, т. е. для любых векторов a  и b  имеем:  
(а) a b b a+ = + ; б) ( ) ( )a b c a b c+ + = + + .  

2. Под разностью двух векторов a  и b понимаем, 
что a b c− = , т. е. это такой вектор a , что a b c= + .  

3. Под умножением вектора a  на скаляр 0λ ≠ будем 
понимать вектор b aλ= , который удовлетворяет сле-
дующим условиям:  

а) | | | || |b aλ= , где | |b  — длина вектора b ; 
б) если 0λ > , то a b↑↑ , если же 0λ < , то a b↑↓  (противоположно 

направлены).  
Таким образом, два вектора коллинеарны тогда и только тогда, ко-

гда один из них является произведением другого на скаляр, т. е. 
||a b b aλ⇔ = .  
 

na1a
s

b

c
a

c

b

a



— 223 — 

Умножение вектора на скаляр обладает следующими свойствами: 
а) 1 2 1 2( )a a aλ λ λ λ+ = + ; 
б) ( )a b a bλ λ λ+ = + ; 
в) 1 2 1 2( ) ( )a aλ λ λ λ= . 

Связь векторов с линейным пространством 

Множество 3V  свободных векторов в трехмерном пространстве яв-
ляется типичным примером линейного пространства.  

Действительно, операцией сложения в линейном пространстве 
служит операция сложения двух векторов. В результате сложения 
снова получается вектор из 3V . Операцией умножения на число слу-
жит операция умножения вектора на число λ , в результате которой 
получается вектор, коллинеарный исходному и увеличенный в λ  раз. 
Операции над векторами сводятся к операциям над координатами 
векторов. В качестве нулевого элемента линейного пространства 
возьмем нулевой вектор, а в качестве противоположного — вектор, 
имеющий с исходным равную длину и противоположный ему по на-
правлению. Итак, все аксиомы линейного пространства выполнены. 

Линейная зависимость векторов 

Раз множество векторов  является линейным пространством, то 
все понятия из линейного пространства переходят без изменений. Да-
дим, например, определение линейной комбинации векторов. 
Определение 9. Пусть дана система векторов 1 2, ,... nu u u и система 

скаляров 1 2, ,... nλ λ λ . Будем говорить, что вектор u  разложен по векто-
рам данной системы, если он представим в виде:  

1 1 2 2 ... n nu u u uλ λ λ= + + + ,  
т. е. вектор u  является линейной комбинацией векторов 1 2, ,... nu u u . 

Понятия линейной зависимости, а также линейной независимости в 
векторном пространстве нет нужды приводить, потому что они также 
абсолютно идентичны этим понятиям в линейном пространстве. От-
метим лишь без доказательства некоторые теоремы: 
Теорема 8 (необходимое и достаточное условие коллинеарности 

двух векторов). Два ненулевых вектора a и b линейно зависимы тогда 
и только тогда, когда они коллинеарны. 

3V
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Теорема 9 (необходимое и достаточное условие компланарности 
трех векторов). Три ненулевых вектора a , b , c  линейно зависимы то-
гда и только тогда, когда они компланарны. 
Теорема 10. Система, состоящая из 4-х и более векторов всегда 

линейно зависима. 

Базис. Разложение вектора по базису 

Определение 10. Любая пара неколлинеарных векторов 1 2,e e  и лю-
бая тройка некомпланарных векторов 1 2 3, ,e e e  называется векторным 
базисом пространства . Это определение полностью согласуется с 
определением базиса в произвольном линейном пространстве, где для 
образования базиса требуется линейная независимость элементов 
пространства.  

Базис называется ортонормированным, если 1 2 3| | | | | | 1e e e= = = , т. е. 
модуль каждого вектора базиса равен 1. Векторы базиса называются 
базисными, или единичными. 

Любой вектор a  на плоскости можно единственным образом пред-
ставить в виде линейной комбинации базисных векторов 1 2,e e , 

1 1 2 2a e eλ λ= + . Эта запись означает, что вектор a  разложен по базису 
1 2{ , }e e . Соответственно, в трехмерном пространстве любой вектор a

единственным образом представляется в виде: 1 1 2 2 3 3a e e eλ λ λ= + + , где 
1 2 3{ , , }e e e  — базис трехмерного пространства.  
Определение 11. Под координатами вектора a  в заданном базисе 

будем понимать коэффициенты разложения этого вектора по базис-
ным векторам. Для плоскости это будут коэффициенты 1 2,λ λ , и вектор 
запишется так: 1 2( ; )a λ λ , а для трехмерного пространства — 1 2 3, ,λ λ λ , и 
запись будет таковой: 1 2 3( ; ; )a λ λ λ .  

Выведем несколько следствий, связанных с координатами векто-
ров. 

1. Если векторы 1 1 1( ; ; )a x y z  и 2 2 2( ; ; )b x y z  — равны, то равны и их 
соответствующие координаты, т. е. 1 2 1 2 1 2, ,x x y y z z= = = . 

2. При сложении векторов 1 1 1( ; ; )a x y z  и 2 2 2( ; ; )b x y z  их координаты 
складываются, т. е. если u b a= + , то 1 2 1 2 1 2( ; ; )u x x y y z z+ + + . 

3V
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3. Если вектор 1 1 1( ; ; )a x y z  умножается на скаляр λ , то его коорди-
наты умножаются на скаляр: u aλ= , 1 1 1( ; ; )u x y zλ λ λ . 

4. Если векторы коллинеарны, то их координаты пропорциональ-
ны. Верно и обратное. 

5. Три вектора 1 1 1( ; ; )a x y z , 2 2 2( ; ; )b x y z , 3 3 3( ; ; )c x y z  компланарны то-
гда и только тогда, когда определитель третьего порядка, составлен-

ный из их координат, равен нулю: 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

| | 0
x y z

A x y z
x y z

= = . 

Рассмотрим несколько типовых примеров. 
Пример 31. В базисе { 1e ; 2e ; 3e } даны векторы 1a =(0; 1; –2); 2a = 

=(2; 1; 1); 3a =(1; 0; 1). Доказать, что векторы { 1a ; 2a ; 3a } тоже обра-
зуют базис. 
Решение. Если векторы 1a , 2a , 3a  образуют базис, то равенство ну-

лю их линейной комбинации ∑
=

3

1i
ii aλ = 0 возможно лишь тогда, когда 

2 2 2
1 2 3 0λ λ λ+ + = . Найдем все значения iλ . Подставим в данную линей-
ную комбинацию вместо векторов ia ( 3,1=i ) их разложение по базису 

{ 1e ; 2e ; 3e }. Получим 
3

1
i i

i
aλ

=
∑ = 1λ 1a + 2λ 2a + 3λ 3a = 1λ ( 2e  – 2 3e ) + 2λ (2 1e + 2e + 

+ 3e ) + 3λ ( 1e + 3e ) = 1e (2 2λ + 3λ ) + 2e ( 1λ + 2λ ) + 3e (–2 1λ + 2λ + 3λ ) = 0. 
Так как векторы 1e , 2e , 3e  образуют базис, то они линейно незави-

симы. Следовательно, последнее равенство выполняется только тогда, 
когда равны нулю все коэффициенты при векторах 1e , 2e , 3e . Выписав 
все коэффициенты и приравняв их нулю, получили систему однород-

ных уравнений: 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=++

=++

02
00

020

321

321

321

λλλ
λλλ

λλλ
. Из высшей алгебры мы знаем, что 

однородная система имеет только тривиальное решение 1 2 3 0λ λ λ= = = , 
если ее ранг совпадает с количеством неизвестных 3n = .  

Составим матрицу из коэффициентов системы: 
0 2 1
1 1 0
2 1 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Найдем ранг этой матрицы, используя понятие минорного ранга. 
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1 0M ≠ , 2

0 2
0 2 2 0

1 1
M = = − = − ≠ , 3

0 2 1
1 1 0 1 2 2 1 0
2 1 1

M = = + − = ≠
−

. Ранг 

по минорам равен 3, а значит и ( ) 3rang A n= = .  
Исходная система имеет единственное решение при 1 2 3 0λ λ λ= = = . 

Итак, { 1a ; 2a ; 3a } — базис.  
Пример 32. Даны три вектора (1;2;3), (0;2;4), ( 1;2;5)a b c − . Нужно 

проверить, будут ли эти векторы компланарны. 
Решение. Воспользуемся следствием 5. Составим определитель 

третьего порядка из координат данных векторов: 
1 2 3

| | 0 2 4
1 2 5

A =
−

. Най-

дем его, например, по правилу треугольника: | | 1 2 5 2 4 ( 1)A = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − +
0 2 3 3 2 ( 1) 1 2 4+ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ 0 2 5 10 8 6 8 0− ⋅ ⋅ = − + − = . Так как | | 0A = , то 

векторы , ,a b c  — компланарны. 

Проекция вектора на ось 

Осью называется прямая с заданным на ней направлением. Поло-
жительное направление оси L  задается ее ортом e . 
Определение 12. Назовем углом между двумя векторами такой 

угол ϕ , на который нужно повернуть один из векторов, чтобы он сов-
пал с другим по направлению. Положительным мы будем считать 
поворот против часовой стрелки, а отрицательным — по часовой 
стрелке. На рис. 5.2 показан угол ϕ  между двумя ортами 1e  и 2e . Обо-
значать этот угол будем через 1 2( )e e∧ . 

 

 
Рис. 5.2 

2e
ϕ

1e
1L

2L
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Из определения угла между векторами вполне естественно получа-
ется определение проекции вектора на ось.  

Пусть дана ось L  и произвольный вектор AB . 

 

Определение 13. Проекцией вектора AB  на ось L  называется чис-
ло, равное длине вектора 1 1A B , начало и конец которого получаются 
как основания перпендикуляров, опущенных соответственно из нача-
ла и конца вектора AB  на ось L . Обозначают проекцию символом 

L La пр AB= , где индекс L  указывает название оси, на которую нахо-
дится проекция вектора. Проекция берется со знаком «+», если на-
правление 1 1A B  совпадает с направлением оси L , т. е. 1 1| |La A B= , если 

1 1A B L↑↑ , и со знаком «–» в противном случае, 1 1| |La A B= − , если 

1 1A B L↑↓ .  
Следовательно, через угол ϕ  проекция выразится следующим об-

разом:  
Проекция вектора AB  на ось L  равна произведению модуля векто-

ра AB  на косинус угла ( )AB Lϕ = ∧  между этим вектором и осью: 

L La пр AB= = | | cosAB ϕ . 
Выделим основные свойства проекций:  
• Проекция вектора на ось положительна (отрицательна), если век-

тор образует с осью острый (тупой) угол, и равна нулю, если этот 
угол прямой. 

• Проекции равных векторов равны. 
• Проекция вектора на параллельную ему ось равна модулю этого 

вектора. 
• Проекция суммы векторов на ось равна сумме проекций этих 

векторов: ( )L L L Lпр a b c пр a пр b пр c+ + = + + . 
Если вектор умножить на какое-то число λ , то и его проекция на 

ось также умножится на это число: ( )L Lпр a пр aλ λ= . 

A

ϕ L

B

1A 1B
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Общая или аффинная система координат на плоскости  
и в пространстве 

Определение 14. Общая или аффинная система координат зада-
ется векторным базисом, приложенным к некоторой фиксированной 
начальной точке.  

Например, на плоскости две взаимно перпендикулярные оси Ох и 
Оу, имеющие общее начало в точке О, образуют декартову систему 
координат на плоскости. Соответственно, в пространстве такую сис-
тему образуют три перпендикулярные оси Ох, Оy, Оz.  

Ось Ох называют осью абсцисс,  
Оy — это ось ординат, Оz — ось аппли-
кат. 

Орты , ,i j k  сонаправлены осям Ох, 
Оy, Оz. 

И ввиду того, что орты являются еди-
ничными векторами, то тройка , ,i j k  об-
разует ортонормированный базис. 

Далее мы будем пользоваться только 
этим базисом, который обозначается { , , }i j k . 

Радиус-вектор точки 
Выберем произвольную точку пространства — M .  
Определение 15. Радиус-вектор точки M  — это вектор r OM=  с 

началом в точке О (начало системы координат), и концом — в точке M . 
Опустим из точки M перпендикуляры на плоскости Охy, Оxz, Оyz, 

как показано на рис. 5.3.  

 
Рис. 5.3 
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Мы видим, что OA x i= ⋅ , OB y i= ⋅ , OC z i= ⋅ , где , ,x y z  — соответ-
ствующие расстояния от точки M до плоскостей Охy, Оxz, Оyz.  
Те же расстояния получаются, если взять проекции точки M на оси 
Ох, Оy и Оz. Из всего этого получаем: 
Определение 16. Декартовыми координатами радиус-вектора 

r OM= называются проекции этого вектора на координатные оси: 
xx пр r= , yy пр r= , zz пр r= .  

Таким образом, числа , ,x y z  есть декартовы координаты радиус-
вектора r . Записываются они так: ( ; ; )r x y z= , и эта запись читается 
«радиус-вектор r  имеет координаты ( ; ; )x y z ». 

Длина радиус-вектора r выражается через его координаты по тео-
реме Пифагора: 2 2 2| |r x y z= + + . 

Радиус-вектор r с каждой из осей образует угол. Так, для оси Ох, 
это будет угол α , для Оy — угол β , для Оz — γ . Поэтому мы можем 
определить направление r  с помощью так называемых направляю-
щих косинусов cos ,cos ,cosα β γ , которые легко находятся из следую-
щего соотношения: 

r x i y j z k= ⋅ + ⋅ + ⋅ | | cos | | cos | | cosr r rα β γ= + +
| | cos
| | cos
| | cos

x r
y r
z r

α
β
γ

=⎧
⎪⇒ =⎨
⎪ =⎩

.  

После нескольких преобразований последних равенств можно по-
лучить следующую формулу: 2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + = . Рассмотрим 
пример: 
Пример 33. Радиус-вектор r  составляет с осями координат углы 

, ,α β γ , причем
4
πα = , 

3
πβ = . Найти координаты радиус-вектора r , ес-

ли | | 3r = . 
Решение. 
Найдем угол γ . Выразим из соотношения для направляющих коси-

нусов  
2 2cos 1 cos cosγ α β= ± − − 2 21 cos cos

4 3
π π

= ± − − = 

1 0,5 0,25 0,5= ± − − = ± .  
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Откуда получаем, что 1 2
2,

3 3
π πγ γ= = . Далее координаты радиус-

вектора r  найдем по формулам: | | cos
4

x r π
=

3
2

= , 3| | cos
3 2

y r π
= = ,  

и т. к. получилось два угла 1 2,γ γ , то 1
3| | cos

3 2
z r π

= = , 2
2 3| | cos
3 2

z r π
= = − . 

Окончательно получаем: 1
3 3 3( ; ; )

2 22
r = , 2

3 3 3( ; ; )
2 22

r = − . 

 

Декартовы координаты произвольного вектора  
в пространстве 

Пусть у нас есть произвольный вектор 
в пространстве a AB=  и пусть известны 
координаты точек 1 1 1( ; ; )A x y z  и 

2 2 2( ; ; )B x y z , найдем координаты этого 
вектора. Вектор AB  представляет собой 
разность радиус-векторов AB OB OA= − =

2 2 2x i y j z k= ⋅ + ⋅ + ⋅ − 1 1 1x i y j z k⋅ + ⋅ + ⋅ =

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )x x i y y j z z k= − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ . 
Значит проекции вектора AB  на соответствующие координатные 

оси равны: 2 1x aпр a x x x= = − , 2 1y aпр a y y y= = − , 2 1z aпр a z z z= = − . Числа 
, ,a a ax y z  и будем называть координатами произвольного вектора 

a AB= в пространстве.  
Длина вектора a по теореме Пифагора представляется в виде: | |a =

= 2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )x x y y z z− + − + − . 

Пример 34. Найти координаты вектора a AB= , его длину и на-
правляющие косинусы, если (1;3;2)A , (5;8; 1)B − . 
Решение. Найдем координаты вектора a : 2 1 5 1 4ax x x= − = − = , 

2 1 8 3 5ay y y= − = − = , 2 1 1 2 3az z z= − = − − = − (4;5; 3)a⇒ − . Модуль 

O

x

i j

k
y

z
A

B
a
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2 2 2| | (5 1) (8 3) ( 1 2)a = − + − + − − = 50 5 2= . Наконец, 4cos
| | 5 2

xa
a

α = = , 

5cos
| | 5 2

ya
a

β = = , 3cos
| | 5 2

za
a

γ −
= = . 

Свойства векторов, заданных в декартовой  
системе координат 

Очень кратко отметим основные свойства, поскольку декартова 
система координат является частным случаем общей аффинной сис-
темы и свойства переходят без изменений. Пусть в пространстве за-
даны два произвольных вектора 1 1 1( ; ; )a x y z , 2 2 2( ; ; )b x y z . 

1. 2 1 2 1 2 1( ; ; )a b x x y y z z± = ± ± ± . 
2. 1 1 1( ; ; )a x y zλ λ λ λ= . 
3. Два вектора равны a b= , если равны их соответствующие коор-

динаты, т. е. 2 1 2 1 2 1, ,x x y y z z= = = . 
4. Два вектора коллинеарны ||a b , если их координаты пропорцио-

нальны: 2 2 2

1 1 1

x y z
x y z

λ= = = . 

Пример 35. При каких значениях ,α β  будут коллинеарны векторы 
( ;3; 1)a α= − , (2;6; )b β= .  
Решение. Воспользуемся условием пропорциональности векторов. 

Должны выполняться соотношения: 3 1
2 6
α

β
−

= = . Выразим из первых 

двух равенств α : 1α = . Из второго и третьего получим 2β = − .  

Деление отрезка в заданном отношении 

Пусть в пространстве дан отрезок AB  и две различные точки 
1 1 1 2 2 2( ; ; ), ( ; ; )A x y z B x y z , являющиеся его началом и концом. Найдем ко-

ординаты точки ( ; ; )C x y z , которая делит AB  в указанном соотноше-

нии AC
CB

λ = . Но так как операция деления векторов не определена, 

воспользуемся эквивалентным равенством: CB ACλ⋅ = . 
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В зависимости от расположения точки C  получается несколько со-

отношений на λ : 
1. Если C  принадлежит отрезку AB , то говорят, что точка C  делит 

отрезок внутренним образом. В этом случае, CB AC↑↑  и 0λ > . 
2. Если C  не принадлежит AB , то точка делит отрезок внешним 

образом. Тогда CB AC↑↓  и 0λ < . 
3. 1λ ≠ − . В самом деле, если 1λ = − , то CB AC− = 0CB AC⇒ + = . Ра-

венство нулю возможно только, если точка A B= , а это противоречит 
тому, что точки различны. 

4. Если 0λ = , то точка C A= . 
5. Если λ = ∞ , то C B= . 

Запишем равенство CB ACλ⋅ =  в виде координат: 
1 2

1 2

1 2

( )
( )
( )

x x x x
y y y y
z z z z

λ
λ
λ

− = −⎧
⎪ − = −⎨
⎪ − = −⎩

. 

После раскрытия скобок и приведения подобных получим выражения 

для координат точки ( ; ; )C x y z : 1 2

1
x xx λ

λ
+

=
+

, 1 2

1
y yy λ

λ
+

=
+

, 1 2

1
z zz λ

λ
+

=
+

. 

Также можно пользоваться более компактной записью через радиус-

векторы: 1 2

1
r rr λ

λ
+

=
+

. 

Пример 36. ( 3;2;4), (6;0;4)A B− . Определить координаты точки 
( ; ; )C x y z , делящей отрезок AB  в отношении 2λ = . 
Решение. Воспользуемся формулами для координат точки ( ; ; )C x y z . 

3 2 6 3
1 2

x − + ⋅
= =

+
, 2 2 0 2

1 2 3
y + ⋅

= =
+

, 4 2 4 4
1 2

z + ⋅
= =

+
. Откуда 2(3; ;4)

3
C . 

O 

A

B

z

y

x

C
1r

2r
r
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Пример 37. Найти координаты точки ( ; ; )C x y z , которая делит век-
тор AB  пополам, если (2;8;6), (4; 6;0)A B − . 
Решение. Так как точка C  делит ABпополам, то CB AC=  и значит, 

1λ = . Подставим λ  в формулы для координат C : 2 1 4 3
1 1

x + ⋅
= =

+
, 

8 1 ( 6) 1
1 1

y + ⋅ −
= =

+
, 6 1 0 3

1 1
z + ⋅

= =
+

. Итак, (3;1;3)C . 

Скалярное произведение векторов 

Определение 17. Скалярным произведением двух векторов ,a b на-
зывается число, равное произведению модулей этих векторов на ко-
синус угла ( )a bϕ = ∧  между ними: ( , ) | | | | cosa b a b a b ϕ= ⋅ = ⋅ .  
Основные свойства скалярного произведения. 
Скалярное произведение очевидно коммутативно: ( , ) ( , )a b b a= . 
Подчиняется распределительному закону: ( , ) ( , ) ( , )a b c a c b c+ = + . 
( , ) ( , ) ( , )a c a c a cλ λ λ= = , где  λ  — какой-то множитель. 
Скалярный квадрат равен квадрату модуля вектора: 2a a a= ⋅ =  

2| || | cos0 | |a a a= . Откуда получается, что модуль вектора равен корню 
из скалярного квадрата этого вектора: 2| |a a= . 

Два ненулевых взаимно перпендикулярных вектора ,a b  перпенди-
кулярны, если их скалярное произведение равно нулю: 

( , ) 0a b a b⊥ ⇒ = . На основании этого свойства вводится понятие ор-
тогональности векторов. 
Определение 18. Два вектора ортогональны, если их скалярное 

произведение равно нулю. 
Кроме основной формулы скалярного произведения очень часто 

пользуются формулой выражения скалярного произведения через ко-
ординаты векторов. Изложим ее в виде теоремы. 
Теорема 11. Пусть даны два вектора 1 1 1 2 2 2( ; ; ), ( ; ; )a x y z b x y z , тогда 

скалярное произведение этих векторов равно сумме произведений их 
соответствующих одноименных координат: 1 2 1 2 1 2( , )a b x x y y z z= + + . 

Из этой теоремы можно выделить несколько полезных следствий: 
1. Если a b⊥ и 0, 0a b≠ ≠ , то 1 2 1 2 1 2( , ) 0a b x x y y z z= + + = . 



— 234 — 

2. Модуль вектора 1 1 1( ; ; )a x y z  равен квадратному корню из суммы 

квадратов его координат: 2 2 2 2
1 1 1| |a a x y z= = + + . 

3. Из основной формулы скалярного произведения получаем, что 
( , )cos
| || |

a b
a b

α = = 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

x x y y z z
x y z x y z

+ +

+ + + +
. 

Пример 38. Дано (2; 2;1), (4; 1; 1)a b− − − . Найти ( , )a b , | |,| |a b , 
( )a bα = ∧ . 
Решение. Применим следствия из предыдущей теоремы.  
( , ) 2 4 ( 2) ( 1) 1 ( 1) 9a b = ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − = ,  

2 2 2| | 2 ( 2) 1 3a = + − + = ,  
2 2 2| | 4 ( 1) ( 1) 3 2b = + − + − = ,  
( , ) 9 1cos
| || | 3 2 3 2

a b
a b

α = = =
⋅ 4

πα⇒ = . 

Пример 39. Даны следующие векторы: (3; 2;4), (5;1;6), ( 3;0;2)a b c− − . 
Найти координаты вектора d , если выполнены условия: ( , ) 4a d = ,
( , ) 35b d = , ( , ) 0c d = . 
Решение. Пусть вектор d  имеет координаты ( ; ; )d x y z . Распишем 

каждое из условий по теореме о скалярном произведении.  
( , ) 3 2 4 4
( , ) 5 6 35
( , ) 3 2 0

a d x y z
b d x y z
c d x z

⎧ = − + =
⎪

= + + =⎨
⎪ = − + =⎩

.  

Получили систему из трех уравнений с тремя неизвестными. Ре-
шим ее, например, методом Гаусса. Приведем расширенную матрицу 
системы к ступенчатому виду:  

Прямой ход. 
3 2 4 4
5 1 6 35
3 0 2 0

⎛ − ⎞
⎜ ⎟ →⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

0 2 6 4
1 1 10 35
3 0 2 0

⎛ − ⎞
⎜ ⎟− →⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠  

0 1 3 2
1 1 10 35

0 3 28 105

⎛ − ⎞
⎜ ⎟− →⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

1 1 10 35
0 1 3 2
0 0 37 111

⎛ − ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  
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Обратный ход. 
10 35

3 2
37 111

x y z
y z
z

− + + =⎧
⎪− + =⎨
⎪ =⎩

3
3 2 7

10 35 2

z
y z
x y z

=⎧
⎪⇒ = − =⎨
⎪ = + − =⎩

.  

Откуда получаем, что (2;7;3)d . 

Векторное произведение двух векторов 

Рассмотрим еще одну операцию между двумя векторами, которая 
принципиально отличается от скалярного произведения.  
Определение 19. Векторное произведение двух векторов ,a b есть 

вектор c , модуль которого численно равен площади параллелограм-
ма, построенного на векторах a  и b , т. е. | | | || | sinc a b ϕ= , где 

( )a bϕ = ∧ . Обозначать векторное произведение мы будем так: [ , ]a b . 

 
 
 
 
 

 
Важным отличием является то, что в результате произведения век-

торов получается вектор. При этом c  перпендикулярен обоим пере-
множаемым векторам (a c⊥ , b c⊥ ). 

По рисунку видно, что площадь параллелограмма, построенного на 
a и b , вычисляется по формуле:  

. . | |парал прямоугS S a h= = | || | sina b ϕ= =[ , ]a b c= .  
Также можно заметить, что площадь треугольника, построенного 

на векторах a  и b , равна половине площади параллелограмма: 
1 | || | sin
2

S a b ϕΔ = . 

Основные свойства векторного произведения. 
1. Антикоммутативность. При перестановке множителей меняется 

знак. [ , ] [ , ]a b b a= − . 
2. Ассоциативность относительно скалярного множителя.  

. 
[ , ]a bλ =

[ , ] [ , ]a b a bλ λ= =

A

B

b

D

c

a

C

ϕ
| | sinh b ϕ=
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3. Дистрибутивность относительно сложения или вычитания. 
[ , ] [ , ] [ , ]a b c a b a c± = ± . 

4. Если 0a =  или 0b = или же ||a b , то [ , ] 0a b = . В частности, для 
любого a  получаем [ , ] 0a a = . На основании этого свойства можно 
ввести критерий коллинеарности. 
Определение 20. Два ненулевых вектора коллинеарны тогда и 

только тогда, когда их векторное произведение равно нулевому век-
тору. 

По аналогии со скалярным произведением выразим векторное про-
изведение через координаты векторов. 
Теорема 12. Векторное произведение двух векторов 1 1 1( ; ; )a x y z , 

2 2 2( ; ; )b x y z , заданных своими координатами, вычисляется по формуле:  

1 1 1

2 2 2

[ , ]
i j j

a b x y z
x y z

= .  

Разложив этот определитель по первой строке, получим более 

удобную запись: 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

[ , ]
y z z x x y

a b i j k c
y z z x x y

= + + = . То есть ко-

ординатами вектора c  являются определители второго порядка: 
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

( ; ; )
y z x z x y

c
y z x z x y

. 

Следствие. Площадь параллелограмма, построенного на векторах 

,a b , представляется в виде: 
2 22

.
y z x yx z

парал
y z x yx z

a a a aa a
S

b b b bb b
= + + . 

Пример 40. Даны три точки (1;1;1), (2;2;2), (4;3;5)A B C . Найти пло-
щадь треугольника ABCS  и длину его вы-
соты | |h BD= . 
Решение. 
Площадь треугольника ABC  равняется 

половине площади параллелограмма, по-

строенного на векторах AB  и AC : 1
2ABC ABCES S= . Тогда  

A

B

h

D

E

C
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[ , ]AB AC = 1 1 1
3 2 4

i j k
=

1 1
2 4

i −
1 1
3 4

j +
1 1
3 2

k = 2i j k− − =(2; 1; 1)− − .  

Найдем длину полученного вектора:  
21 6|[ , ] | 4 1 1 ( . )

2 2ABCS AB AC ед= = + + = .  

С другой стороны, 1 | |
2ABCS AC h= ⋅ . Откуда можно выразить 

2
| |

ABCSh
AC
⋅

= =
6 6

299 4 16
= =

+ +
, где (4 1;3 1;5 1)AC = − − − .  

Итак, 6
29

h = . 

Пример 41. Дано a c⊥ , b c⊥ , где (4; 2; 3), (0;1;3)a b− −  и | | 26c = . 
Найти координаты вектора c . 
Решение. Так как a c⊥ и b c⊥ , то по свойствам векторного произ-

ведения вектор c коллинеарен некому вектору d , который получается 
при векторном произведении [ , ]a b d= . Значит, c dλ= [ , ]a bλ= =

4 2 3
0 1 3

i j k
λ= − − ( 3 12 4 )i j kλ= − − + ( 3 ; 12 ;4 )λ λ λ= − − . То есть, c =  

=( 3 ; 12 ;4 )λ λ λ− −  и 2| | (9 144 16)c λ= + + 169 13λ λ= ± = ± . По условию 
| | 26c = = 13λ± , поэтому 2λ = ± . Поставив λ , получаем 1 ( 6; 24;8)c = − − , 

2 (6;24; 8)c = − . 

Смешанное произведение трех векторов 

Определение 21. Смешанное произведение трех векторов , ,a b c
есть число, равное скалярному произведению вектора [ , ]a b d= на век-
тор c . Мы будем обозначать его через ( , , ) ([ , ], )a b c a b c= . Иногда это 
произведение называют векторно-скалярным.  

Рассмотрим геометрический смысл смешанного произведения. 
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Смешанное произведение ( , , )a b c  трех некомпланарных векторов 
, ,a b c , приведенных к общему началу, численно равно объему парал-

лелепипеда, построенного на этих векторах. 
Следствие. Ненулевые векторы , ,a b c  компланарны тогда и только 

тогда, когда их смешанное произведение равно нулю. 
Отметим также полезное свойство смешанного произведения. 

Смешанное произведение остается неизменным при перестановке 
знаков векторного и скалярного произведения, а также при цикличе-
ской перестановке перемножаемых векторов, т. е.  

( , , ) ( , , ) ( , , )a b c c a b b c a= = . 
Наконец, выражение смешанного произведения через координаты 

будет таковым: 
Теорема 13. Смешанное произведение трех векторов, заданных 

своими координатами, равно определителю третьего порядка, состав-

ленному из координат перемножаемых векторов: 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

( , , )
x y z

a b c x y z
x y z

= . 

Следствие 1. Три вектора компланарны, если определитель третье-
го порядка, составленный из их координат, равен нулю:  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( , , ) 0
x y z

a b c x y z
x y z

= = . 

Следствие 2. Объем параллелепипеда, построенного на векторах 
, ,a b c , равен модулю их смешанного произведения:  

1 1 1

. 2 2 2

3 3 3

modпараллеп

x y z
V x y z

x y z
= . 

Следствие 3. Объем треугольной пирамиды, построенной на , ,a b c , 

равен 1
6

 модуля их смешанного произведения:  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 mod
6пирамиды

x y z
V x y z

x y z
= . 

Решим несколько типовых задач. 
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Пример 42. Найти объем треугольной пирамиды, если известны 
координаты ее вершин (1;1;1)A , (4;4;4)B , (3;5;5)C , (2;4;7)D . 
Решение. Найдем координаты трех векторов, образующих ребра 

пирамиды ABCD  и приведенных к общему началу. В качестве общего 
начала можно выбрать любую из вершин пирамиды (мы возьмем точ-
ку A: (3;3;3)a AB= , (2;4;4)b AC= , (1;3;6)c AD= ).  

Тогда пирамидыV
3 3 3

1 mod 2 4 4
6

1 3 6
= .  

Воспользуемся свойствами определителя. Сначала вычтем из 
третьего столбца второй, а потом разложим определитель по третьему 
столбцу:  

3 3 3 3 3 0
3 3

2 4 4 2 4 0 3 3(12 6) 18
2 4

1 3 6 1 3 3
= = ⋅ = − = .  

Поэтому 31 18 3( )
6пирамидыV ед= ⋅ = . 

Пример 43. Даны координаты вершин треугольной пирамиды 
(2; 4;5)A − , ( 1; 3;4)B − − , (5;5; 1)C − , (1; 2;2)D − . Найти длину высоты h , 

проведенной из вершины A к основанию. 
Решение. Прежде всего, найдем пирамидыV . 

Составим тройку образующих векторов 
(3; 1;1)a BA= − , (6;8; 5)b BC= − , (2;1; 2)c DB= − .  

По следствию из теоремы о смешанном 
произведении получаем:  

1 mod( , , )
6пирамидыV a b c= .  

С другой стороны, 1
3пирамиды BCDV S h= ⋅ . Приравняв обе формулы и 

выразив h , имеем: 
3 пирaмиды

ВСD

V
h

S
=

mod( , , )
2 BCD

a b c
S

= , где, как мы знаем, 

1 | [ , ] |
2BCDS BD BC= .  

A

B
h

D

C



— 240 — 

Окончательно получаем mod( , , )
| [ , ] |

a b ch
b c

= . 
3 1 1

( , , ) 6 8 5 45
2 1 2

a b c
−

= − = −
−

;  

[ , ] 6 8 5
2 1 2

i j k
b c = − =

−

8 5 6 5 6 8
1 2 2 2 2 1

i j k
− −

− + =
− −

11 2 10i j k− + − ;  

| [ , ] |b c 121 4 100 225 15= + + = = . Итак, mod( 45) 3
15

h −
= = .  

§ 6. èêüåÄü ãàçàü çÄ èãéëäéëíà 

Различные способы записи уравнения прямой на плоскости 

Определение 22. Линией, заданной уравнением ( , ) 0F x y = , называ-
ется множество точек плоскости, обладающее следующими свойст-
вами: 

• Если какая-то точка принадлежит множеству, то ее координаты 
удовлетворяют этому уравнению. 

• Если координаты точки удовлетворяют этому уравнению, то точ-
ка принадлежит множеству. 
Определение 23. Линия называется алгебраической, если ( , )F x y  — 

многочлен, т. е. сумма конечного числа одночленов вида s tax y , где  
s, t — целые неотрицательные числа. При этом s t+  называется сте-
пенью одночлена. 
Порядком же линии ( , ) 0F x y =  мы будем называть наивысшую сте-

пень ее одночлена. В геометрии рассматриваются только линии 1-го и 
2-го порядка. Линию первого порядка также называют прямой. 

Существует несколько способов задания прямой. Подробно опи-
шем каждый из них. 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом 
Пусть задана декартова система координат на плоскости и некото-

рая прямая (непараллельная оси ординат), образующая с осью абс-
цисс Ox некоторый угол α .  
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Определение 24. Угловым коэффициентом прямой называется 
тангенс угла наклона прямой k tgα= к оси Ox. 

Выведем уравнение этой прямой, если известны коэффициент k  и 
величина отрезка b , который отсекает прямая 
на оси Oу. 

Выберем на прямой произвольную точку 
М  с координатами ,x y . Точка ( ; )M x y  будет 
принадлежать прямой только тогда, когда 

y bk
x
−

= .  

Выразив отсюда y , получим: y kx b= + .  (14) 
Уравнение (14) называется уравнением прямой с угловым коэффи-

циентом. Если же выбрать прямую, параллельную Oу, то уравнение 
примет вид x a= , где a  — отрезок, который отсекает прямая при пе-
ресечении с Ox. 

Общее уравнение прямой 
Общее уравнение 1-го порядка относительно переменных x  и y

имеет вид: 0Ax By C+ + = .  (15) 
Здесь , ,A B C  — произвольные числа и ,A B  одновременно не могут 

быть равны нулю, иначе уравнение не содержало бы переменных ,x y . 
Пусть 0B ≠ . Тогда разделив общее уравнение и выразив из него y , 

получим: A Cy x kx b
B B

= − − = + , где Ak
B

= − , а Cb
B

= − , т. е. получили 

уравнение (14). 
Рассмотрим частные случаи. 
Если 0C = , то уравнение (15) имеет вид 0Ax By+ =  и определяют 

прямую, проходящую через начало координат. 
1. Если 0B = , то 0Ax C+ =  и прямая параллельна оси Oy. 
2. При 0A =  0By C+ =  и прямая параллельна оси Ox.  

Уравнение прямой в отрезках 
Допустим, в уравнении (15) все коэффициенты отличны от нуля 

0A ≠ , 0B ≠ , 0C ≠ , тогда его можно привести к виду 1x y
a b

+ = ,  (16) 

( ; )M x yy

x

α
y b−

О
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где Ca
A

= − , Cb
B

= − . Уравнение (16) называется уравнением прямой в 

отрезках. Такая форма записи весьма удобна для построения прямой. 

Достаточно отметить две ее точки: при 0x =  получаем, Cy b
B

= = − . 

При 0y = ⇒
Cx a
A

= = − . 

Пример 44. Составить уравнение прямой, которая проходит через 
точку (1;1)C  и отсекает от координатного угла треугольник с площа-
дью 22( . )S едΔ = . 

Решение. Запишем уравнение искомой прямой в отрезках 1x y
a b

+ = . 

Так как прямая проходит через (1;1)C , то координаты этой точки 

удовлетворяют прямой, т. е. 1 1 1
a b

+ = . Или после приведения к обще-

му знаменателю: a b ab+ = . Теперь площадь треугольника равна 
1
2

S ab= ± . Подставив значение площади из условия, получим: 4ab = ± . 

Таким образом, нужно решить две системы уравнений: 
4

4
ab
a b

=⎧
⎨ + =⎩

 и 

4
4

ab
a b

= −⎧
⎨ + = −⎩

. После подстановки и решения квадратных уравнений 

имеем одну пару корней для первой системы 1 12, 2a b= =  и две — для 
второй: 2,3 2 2 2a = − ± , 2,3 2 2 2b = − ∓ .  

Условию задачи удовлетворяют три прямые: 1
2 2
x y

+ = , 

1
2 2 2 2 2 2

x y
+ =

− − −
, 1

2 2 2 2 2 2
x y

+ =
− − −

. 

Уравнение прямой с заданным направлением,  
проходящей через заданную точку 

Пусть на прямой задана какая-то точка 1 1 1( ; )M x y и угловой коэф-
фициент k , определяющий направление этой прямой. 
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Из рисунка видно, что точка 1 1 1( ; )M x y  бу-
дет лежать на прямой в том и только в том 

случае, если 1

1

y y tg k
x x

α−
= =

−
. Откуда получа-

ем 1y y− = 1( )(k x x− .  (17) 
Это и будет уравнение прямой с заданным 

направлением, проходящей через заданную точку. 

Уравнение прямой, проходящей через две точки 
Даны две точки 1 1 1( ; )M x y и 2 2 2( ; )M x y , находящиеся на прямой. То-

гда угловой коэффициент k  находится по формуле: 2 1

2 1

y ytg k
x x

α −
= =

−
. 

Подставив этот коэффициент в уравнение (17), получим 
2 1

1 1
2 1

( )y yy y x x
x x

−
− = −

−
 или 1 1

2 1 2 1

y y x x
y y x x

− −
=

− −
.  (18) 

Следует отметить, что когда один из знаменателей уравнения равен 
нулю ( 2 1x x=  либо 2 1y y= ), то и соответствующий числитель также ра-
вен нулю. Например, нужно провести прямую через точки 1(4;8)M  и 

2 (4; 2)M − . Подставим эти точки в (18): 8 4
2 8 4 4
y x− −

=
− − −

. Здесь знамена-

тель равен нулю. Полагая и числитель равным нулю, получим урав-
нение искомой прямой 4 0x − =  или 4x = . 

Нормальное уравнение прямой 
Пусть задана какая-нибудь прямая l . Проведем через начало коор-

динат прямую, перпендикулярную к этой прямой. Ее мы будем также 
называть нормалью. Точка A — точка пересечения нормали с исход-
ной прямой. Обозначим через | |OAρ =  и через α  — угол, образован-
ный нормалью с осью Ox. Выберем на l  ка-
кую-нибудь точку ( , )M x y .  

Получаем, | | cosx OM α= , | | siny OM α= , 
| | | | cos( )OA OMρ α ϕ= = − = cos cos sin sinα ϕ α ϕ+ =
cos sinx yα α= + . Окончательно получаем 

уравнение cos sin 0x yα α ρ+ − = , которое и на-
зывается нормальным уравнением прямой.  

( ; )M x yy

x
O α

1y y−α

1x x−

1M

1x

1y

( ; )M x y

y

x
O α

A
n

ϕ
x

y

O

O
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Предположим, что у нас задана прямая в виде общего уравнения
0Ax By C+ + =  и в виде нормального уравнения cos sin 0x yα α ρ+ − = . 

Так как оба уравнения определяют одну прямую, то их коэффициенты 
должны быть пропорциональны: cos sin

A B C
α α ρ μ= = − =  или cos Aα μ= , 

sin Bα μ=  и Cρ μ= − . Для того чтобы найти μ , возведем два первых 
равенства в квадрат и сложим. После этого выразим 2 2A Bμ = ± +  и 
назовем его нормирующим множителем. Его знак определяется 
третьим равенством Cρ μ= −  и следовательно, знак нормирующего 
множителя противоположен знаку свободного члена нормируемого 
уравнения, а если 0C = , то знак множителя выбирают произвольным. 

Нормирующий множитель помогает находить расстояние от точки 
до прямой. 
Пример 45. Пусть дана прямая : 3 4 1 0l x y+ − =  и точка (5;5)M . Не-

обходимо найти расстояние от этой прямой до точки М. 
Решение. Найдем нормирующий множитель исходной прямой: 

2 23 4 5μ = + = . Теперь подставим в левую часть прямой l  вместо те-
кущих координат координаты точки M : 5 3 4 5 1 34⋅ + ⋅ − = . Поделив 
полученное на нормирующий множитель и взяв его по модулю, полу-

чим расстояние от точки M до прямой l : 34 34
5 5

d = = . 

Пример 46. Вычислить расстояние между параллельными прямы-
ми 1 : 24 10 39 0l x y− + =  и 2 :12 5 26 0l x y− − = . 
Решение. Чтобы определить искомое расстояние, выберем произ-

вольную точку на одной прямой и найдем расстояние от этой точки 
до другой прямой. На 1l  выберем, например, 0x = , тогда 
0 10 39 0x y⋅ − + = 3,9y⇒ = . По аналогии с предыдущим примером по-
лучаем расстояние от (0;3,9)M  до прямой 12 5 26 0x y− − = : 

2 2

12 0 5 3,9 26 45,5 3,5
1312 5

d ⋅ − ⋅ −
= = − =

+
. 

Взаимное расположение двух прямых на плоскости 

Пусть даны две прямые 1 1 1 1: 0l A x B y C+ + =  и 2 2 2 2: 0l A x B y C+ + = , 
лежащие на плоскости. Рассмотрим вопрос о взаимном расположении 
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этих прямых. Для его выяснения нужно решить систему двух уравне-

ний: 1 1 1

2 2 2

0
0

A x B y C
A x B y C

+ + =⎧
⎨ + + =⎩

. Использовав для решения формулы Крамера, 

получим три различных случая. 
1. 1 2 2 1 0A B A BΔ = − ≠ , т. е. определитель отличен от нуля и коэффи-

циенты при текущих переменных не пропорциональны. Значит, пря-
мые пересекаются и система имеет единственное решение: 

1 2 2 1
1

1 2 2 1

x B C B Cx
A B A B

Δ −
= =

Δ −
, 1 2 2 1

1
1 2 2 1

y C A C Ay
A B A B

Δ −
= =

Δ −
. 

2. 0Δ =  и хотя бы один из определителей xΔ  или yΔ не равен нулю. 

Коэффициенты при неизвестных пропорциональны 1 1

2 2

A B
A B

=  или 

1 2

1 2

A A
B B

= (откуда 1 2k k= ). Система несовместна, и прямые параллельны. 

3. 0x yΔ = Δ = Δ = . То есть все коэффициенты пропорциональны  
и одно уравнение является следствием другого. Прямые совпадают. 

Угол между двумя прямыми. Условия параллельности  
и перпендикулярности двух прямых 

Пусть заданы две прямые 1 2,l l . Углом между двумя прямыми будем 
называть угол, на который нужно повернуть против хода часовой 
стрелки прямую 1l , чтобы она совпала с прямой 2l . Обозначим его  
за ϕ . 

Также обозначим через 1ϕ и 2ϕ  соответственно углы между осью 

Ox и прямыми 1 2,l l . Тогда 2 1
2 1

2 1

( )
1
tg tgtg tg

tg tg
ϕ ϕϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
−

= − =
+

. Так как 

1 1tg kϕ = , 2 2tg kϕ = , формула представляется в виде: 2 1

2 11
k ktg

k k
ϕ −

=
+

.  

Если же прямые заданы уравнениями 1 1 1 1: 0l A x B y C+ + =  и 

2 2 2 2: 0l A x B y C+ + = , то 1
1

1

Ak
B

= − , 2
2

2

Ak
B

= −
 
и  1 2 2 1

1 2 1 2

A B A Btg
A A B B

ϕ −
=

+
.  
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Рассмотрим частные случаи 
1. Если хотя бы одна из прямых параллельна оси Ox, то данная 

формула теряет смысл, и угол между прямыми вычисляется непо-
средственно 2 1 1( )

2
πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − = − . 

2. В случае, когда прямые параллельны, то угол между ними равен 
нулю. Тогда 0tgϕ =  и числитель 2 1k k−  обращается в нуль, т. е. 2 1k k= . 
Получили, что признаком параллельности прямых является равенст-
во угловых коэффициентов.  

3. Когда прямые перпендикулярны (
2
πϕ = ), а tgϕ = ∞ , то знамена-

тель 2 11 k k+  обращается в нуль. Следовательно условием перпенди-
кулярности двух прямых является соотношение 2 1 1k k = − . 
Пример 47. Дана прямая 2 3 4 0x y+ + = . Необходимо составить 

уравнение прямой, проходящей через точку (2;1)M  под углом 45° к 
этой прямой. 
Решение. Ввиду того, что в условии задачи не сказано, от какой из 

прямых следует вести отсчет угла, то задача имеет два решения. 

1. 1
2
3

k = − , 45 1tg tgϕ = =D , 2k  — искомый угловой коэффициент.  

Тогда 2

2

(2 / 3)1
1 (2 / 3)
k

k
+

=
−

. Умножив на знаменатель и приведя подобные, 

получим 2
1
5

k = и прямая имеет вид ( 2)1
5

xy −
− =  или 5 3 0x y− + = . 

2. 2
2
3

k = − , 45 1tg tgϕ = =D , 1k  — искомый коэффициент. Тогда 

1

1

(2 / 3)1
1 (2 / 3)

k
k

− −
=

−
. Отсюда 1 5k = −  и прямая имеет вид 1 5( 2)y x− = − −  или 

5 11 0x y+ − = . 
Пример 48. Найти проекцию точки ( 6;4)M −  на прямую 

: 4 5 3 0l x y− + = . 
Решение. Искомой будет являться точка пересечения прямой и 

перпендикуляра, проведенного к этой прямой из точки M . Угловой 
коэффициент перпендикуляра из условия перпендикулярности равен 

1
2

1k
k

= − , где 2
Ak
B

= −
4
5

=
 
— угловой коэффициент исходной прямой. 
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Запишем уравнение перпендикуляра 1 1 1( )y y k x x− = −  или после под-

становки: 54 ( 6)
4

y x− = − + . Откуда 5 4 14 0x y+ + = . Решив по форму-

лам Крамера систему двух уравнений 
5 4 14 0
4 5 3 0

x y
x y

+ + =⎧
⎨ − + =⎩

, получим 

82 2
41

xx Δ
= = − = −

Δ
, 41 1

41
yy

Δ
= = − = −

Δ
. Точка 1( 2;1)M −  и будет проекцией 

точки M на прямую l . 
Пример 49. Дан треугольник с вершинами 1(2;1)M , 2 ( 1; 1)M − − , 

3 (3;2)M . Найти уравнение и длину высоты, опущенной из вершины 

2M .  
Решение. Составим уравнение прямой, на которой лежит сторона 

1 3M M . Для этого воспользуемся уравнением прямой по двум точкам 

1 1

3 1 3 1

x x y y
x x y y

− −
=

− −
. После подстановки получаем: 2 1

3 2 2 1
x y− −

=
− −

 или 

1 0x y− − = . Из условия перпендикулярности найдем коэффициент 

высоты. Он равен 2
1

1k
k

= − 1= − , т. к. угловой коэффициент 1 3M M  ра-

вен 1 1k = . А само уравнение высоты 2 2 2( )y y k x x− = −  или после под-
становки точки 2M  2 0x y+ + = .  

Чтобы найти длину высоты, нужно найти расстояние от точки 
2 ( 1; 1)M − −  до прямой 1 3M M .  

Нормирующий множитель 
2 2

1 1
2A B

μ = =
+

, а расстояние 

1 3 2
| 1| |1 1 1| 1( , )

2 2
x yM M Mρ

μ
− − − −

= = = . 

§ 7. êÄáãàóçõÖ ÇàÑõ ìêÄÇçÖçàâ èãéëäéëíà 

Общее уравнение плоскости 

Пусть задана плоскость в некоторой декартовой прямоугольной 
системе координат. Выберем на этой плоскости какую-нибудь точку 
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0 0 0 0( ; ; )M x y z  и какой угодно отличный от нуля вектор, перпендикуляр-
ный этой плоскости. Пусть координаты этого вектора будут , ,A B C .  

Точка ( ; ; )M x y z лежит на плоскости в том и только в том случае, 
если векторы ( ; ; )n A B C=  и 0 0 0 0( ; ; )M M x x y y z z= − − − будут перпенди-
кулярны. Это значит, что их скалярное произведение 0( , ) 0n M M = или 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0(A x x B y y C z z− + − + − = .  (19) 
Это и будет уравнение плоскости, проходящей через точку 0M   

и имеющей нормальный вектор n . Раскрыв скобки в (19) и обозначив 
0 0 0D Ax By Cz= − − − , получим общее уравнение плоскости: 

0Ax By Cz D+ + + = .  (20) 
Рассмотрим неполные уравнения плоскости. 

0D = ⇒ 0Ax By Cz+ + =  — плоскость проходит через начало коор-
динат. 

1. Если 0A = , то 0By Cz D+ + =  и плоскость параллельна оси Ox. 
Также, если 0B = , 0Ax Cz D+ + =  и плоскость параллельна оси Oy и, 
наконец, при 0C =  плоскость параллельна оси Oz. 

2. 0A D= = ⇒ 0By Cz+ =  — плоскость проходит через ось Ox. Если 
0B D= = , проходит через Oy и при 0C D= =  плоскость проходит че-

рез ось Oz. 
3. 0A B= = ⇒ 0Cz D+ =  — плоскость перпендикулярна оси Oz. Ес-

ли 0A C= = , то плоскость перпендикулярна Oy и если 0C D= = , плос-
кость перпендикулярна Ox. 

Нормированное уравнение плоскости 

Поскольку в качестве нормального вектора ( ; ; )n A B C=  можно 
брать любой отличный от нулевого перпендикулярный плоскости 
вектор, то, взяв единичный (нормированный) вектор 

0 2 2 2| |
n Ai Bj Ckn
n A B C

+ +
= =

+ +
, получим так называемое нормированное урав-

нение плоскости: 
2 2 2

0Ax By Cz D
A B C
+ + +

=
+ +

, 0 0 0D Ax By Cz= − − − . Это урав-

нение весьма удобно при нахождении расстояния от точки до плоско-
сти.  
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Действительно, пусть дана точка 
1 1 1 1( ; ; )M x y z  и какая-то плоскость. Нужно 

найти расстояние от этой точки до плоско-
сти.  

0 1 0 1 0 1 01 ( ; ; )m M M x x y y z z= = − − − , 

0 2 2 2

Ai Bj Ckn
A B C

+ +
=

+ +
,   

10 0( , ) | |m n n AM= .  

Отсюда: 0
1

0

| ( , ) || |
| |
m nAM

n
= 1 1 1

2 2 2

| |Ax By Cz D
A B C
+ + +

=
+ +

. Таким образом, что-

бы найти расстояние от точки до плоскости, нужно в левую часть 
нормированного уравнения плоскости подставить координаты данной 
точки и взять абсолютную величину полученного результата. Рас-
смотрим пример. 
Пример 50. Найти уравнения плоскостей, параллельных плоскости 
2 2 6 0x y z+ + + =  и отстоящих от нее на расстоянии 5 единиц длины.  
Решение. Искомые уравнения плоскостей определяются из выра-

жения: 
2 2 2

| 2 2 6 |5
1 2 2

x y z+ + +
=

+ +  
или после приведения подобных 

2 2 6 15x y z+ + + = ± . Получили два уравнения плоскостей 
2 2 21 0x y z+ + + =  и 2 2 9 0x y z+ + − = . 

Уравнение плоскости в отрезках 

При условии, что 0, 0, 0, 0A B C D≠ ≠ ≠ ≠ , перепишем уравнение (21) 

в виде 1A B Cx y z
D D D

− − − =  и обозначим Da
A

= − , Db
B

= − , Dc
C

= − . По-

лучим уравнение 1x y z
a b c

+ + = , которое назовем уравнением плоскости 

в отрезках. , ,a b c  — это величины отрезков, которые плоскость отсе-
кает от координатных осей. 

Взаимное расположение двух плоскостей 
Пусть даны две плоскости 1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + =  и 2 2 2A x B y C z+ + + 

, тогда: 2 0D+ =

0M

m

A

0n

1M
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1. Если эти плоскости параллельны, то нормальные векторы 
1 1 1 1( ; ; )n A B C  и 2 2 2 2( ; ; )n A B C  коллинеарны. То есть выполняется условие 
1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

= = . 

2. Если же две плоскости перпендикулярны, то перпендикулярны и 
нормальные векторы 1n , 2n , и выполняется условие перпендикулярно-
сти 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + = (равенство нулю скалярного произведения). 

3. Также из определения скалярного произведения находим угол 

между плоскостями 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

| ( , ) |cos
| || |

n n A A B B C C
n n A B C A B C

ϕ + +
= =

+ + + +
. 

Пример 51. Составить уравнение плоскости, проходящей через три 
заданные точки 1 1 1 1( ; ; )M x y z , 2 2 2 2( ; ; )M x y z , 3 3 3 3( ; ; )M x y z . 
Решение. Выберем на искомой плоскости точку ( ; ; )M x y z и найдем 

координаты векторов 1M M , 1 2M M , 1 3M M : 1 1 1 1( ; ; )M M x x y y z z= − − − , 

1 2 1 2 1 2 12 ( ; ; )M M x x y y z z= − − − , 1 3 3 1 3 1 3 1( ; ; )M M x x y y z z= − − − . 
Точка M будет лежать на плоскости с точками 1 2 3, ,M M M , если 

векторы 1M M , 1 2M M , 1 3M M  будут компланарны. Следовательно, их 
смешанное произведение будет равно нулю. Опираясь на запись сме-
шанного произведения в координатной форме, получим: 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
− − − =
− − −

. Раскрыв этот определитель, например, по 

правилу треугольника, найдем искомое уравнение плоскости.  
Решим этот пример другим способом. Запишем уравнение плоско-

сти в виде: 1 0x y zα β γ+ + + = , где A
D

α = , B
D

β = , C
D

γ = ( 0)D ≠ . Так как 

плоскость проходит через три точки, имеем систему из трех уравне-

ний с тремя неизвестными , ,α β γ : 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1
1

x y z
x y z
x y z

α β γ
α β γ
α β γ

+ + = −⎧
⎪ + + = −⎨
⎪ + + = −⎩

. Решив эту сис-

тему неоднородных уравнений методом Крамера, найдем , ,α β γ .  
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Пример 52. Составить уравнение плоскости, проходящей через 
точку 1 1 1 1( ; ; )M x y z перпендикулярно непараллельным плоскостям 

1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + = , 2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + = . 
Решение. Так как являющийся векторным произведением вектор 

1 2[ , ]n n n=  перпендикулярен к 1 1 1 1( ; ; )n A B C  и 2 2 2 2( ; ; )n A B C , то он перпен-
дикулярен и искомой плоскости. Значит, его можно взять за нормаль-
ный вектор этой плоскости. Произвольная точка ( ; ; )M x y z будет ле-
жать в плоскости, если смешанное произведение равно нулю 

1 1 2( ,[ , ])M M n n =
1 1 1

1 1 1

2 2 2

0
x x y y z z

A B C
A B C

− − −
= .

 

Раскрыв определитель, полу-

чим уравнение нужной нам плоскости. 
Пример 53. Найти расстояние между параллельными плоскостями 
2 2 12 0x y z− − − = , 2 2 6 0x y z− − − = . 
Решение. Для определения искомого расстояния выберем фикси-

рованную точку на одной из плоскостей. Например, пусть 1 1 0x y= = , 
тогда после подстановки этих значений в первую плоскость получим 

1 6z = − . Уравнение второй плоскости запишем в нормированном виде 
и найдем расстояние от точки (0;0; 6)M −  до этой плоскости: 

1 1 12 2 6
1 4 4

x y zρ − − −
= =

+ +
0 2 0 2 0 6 2

1 4 4
− ⋅ − ⋅ −

=
+ +

. 

§ 8. èêüåÄü ãàçàü Ç èêéëíêÄçëíÇÖ 

Каноническое уравнение прямой 

Пусть дана какая-нибудь прямая 1l . Каждый отличный от нулевого 
вектор, лежащий на прямой или параллельный ей, есть направляю-
щий вектор этой прямой. Обозначим его за ( ; ; )a l m n . Далее, пусть 
данная прямая проходит через точку 0 0 0 0( ; ; )M x y z . Произвольная точка 

( ; ; )M x y z будет лежать на 1l , если вектор 0 0 0 0( ; ; )M M x x y y z z= − − − бу-
дет коллинеарен вектору ( ; ; )a l m n . А это значит, что соответствующие 

координаты будут пропорциональны: 0 0 0x x y y z z
l m n

− − −
= = .  (22) 
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Уравнения (22) есть искомые уравнения прямой, проходящей через 
0 0 0 0( ; ; )M x y z  и имеющей направляющий вектор . Эти уравне-

ния принято называть каноническими. 

Параметрические уравнения прямой 

Пусть даны канонические уравнения прямой. Обозначим буквой t 

каждое из равных отношений: 0 0 0x x y y z z t
l m n

− − −
= = = . Откуда имеем: 

0x x lt= + , 0y y mt= + , 0z z nt= + . Эти уравнения назовем параметриче-
скими уравнениями прямой, проходящей через  в направ-
лении вектора . t — это некий параметр, областью определе-
ния которого является вся вещественная ось. 

Уравнения прямой, проходящей через две точки 

Пусть даны две точки 1 1 1 1( ; ; )M x y z  и 2 2 2 2( ; ; )M x y z . Примем за на-
правляющий вектор прямой 1 2 2 1 2 1 2 1( ; ; )M M x x y y z z= − − − . Тогда урав-

нение (22) перепишется в виде: 1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z

− − −
= =

− − −
.  (23) 

Запись (23) весьма удобна для решения задач. 

Прямая линия как пересечение двух плоскостей 

Две любые непараллельные между собой плоскости, заданные об-

щими уравнениями 1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =⎧
⎨ + + + =⎩

 (24) 

определяют прямую в пространстве. Она будет получаться при пере-
сечении этих плоскостей. От уравнений (24) можно перейти к уравне-
ниям (22). Для этого нужно знать какую-нибудь точку прямой и на-
правляющий вектор. Координаты точки можно найти из (24), выбрав 
одну из координат произвольно и решив после этого систему из двух 
уравнений с двумя неизвестными. Так, направляющий вектор прямой 
должен быть перпендикулярен обоим нормальным векторам 

1 1 1 1( ; ; )n A B C , 2 2 2 2( ; ; )n A B C  исходных плоскостей, то можно положить 
1 2[ , ]n n n= . Покажем это на примере. 

( ; ; )a l m n

0 0 0 0( ; ; )M x y z
( ; ; )a l m n
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Пример 54. Составить канонические уравнения прямой  
2 3 4 0

3 2 5 4 0
x y z
x y z
− + − =⎧

⎨ + − − =⎩
. 

Решение. Положим 1 0z = , получим 
2 4 0

3 2 4 0
x y
x y
− − =⎧

⎨ + − =⎩
. Решив систему, 

находим 1 2x = , 1 1y = − . Таким образом, найдены координаты точки 
1(2; 1;0)M − . Теперь найдем координаты направляющего вектора n : 

1 2[ , ]n n n= = 1 2 3 4 14 8
3 2 5

i j k
i j k− = + +

−
. Канонические уравнения прямой 

имеют вид: 2 1
4 14 8

x y z− +
= =  или после сокращения 2 1

2 7 4
x y z− +

= = . 

Замечание. Можно было и не находить направляющий вектор 
прямой, а выбрать две произвольные точки. Например, пусть первая 
точка будет 1(2; 1;0)M − , а для нахождения второй положим 2 0x = . То-

гда 
2 3 4 0

2 5 4 0
y z

y z
− + − =⎧

⎨ − − =⎩  
и 2 8y = − , 2 4z = − . Подставив 1(2; 1;0)M −  и 

2 (0; 8; 4)M − −  в уравнения (23), получим уравнение нужной прямой 
2 1

0 2 8 1 4 0
x y z− +

= =
− − + − −

. 

Угол между прямыми в пространстве.  
Условие параллельности и перпендикулярности прямых 

Пусть две прямые в пространстве заданы своими каноническими 

уравнениями 1 1 1

1 1 1

x x y y z z
l m n
− − −

= =  и 2 2 2

2 2 2

x x y y z z
l m n
− − −

= = . 

Поставим задачу определения угла между этими прямыми. Она 
сводится к определению угла между направляющими векторами 

1 1 1 1( ; ; )a l m n , 2 2 2 2( ; ; )a l m n . Пользуясь определением скалярного произве-
дения 1 2 1 2( , ) | || | cosa a a a ϕ= , где 1 2( )a aϕ = ∧ . Откуда получим: 

1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

( , )cos
| || |

a a l l m m n n
a a l m n l m n

ϕ + +
= =

+ + + +
. 
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Условия параллельности и перпендикулярности аналогичны пря-
мой на плоскости.  

Две прямые параллельны, если 1 1 1

2 2 2

l m n
l m n

= = , и перпендикулярны 

1 2a a⊥ , если 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) 0a a l l m m n n= + + = . 

Условия параллельности  
и перпендикулярности прямой и плоскости 

Пусть плоскость задана общим уравнением 0Ax By Cz D+ + + = , а 

прямая каноническими уравнениями 1 1 1x x y y z z
l m n
− − −

= = . 

Прямая будет параллельна плоскости в том и только в том случае, 
если направляющий вектор прямой ( ; ; )a l m n  перпендикулярен нор-

мальному вектору плоскости ( ; ; )n A B C , т. е. A B C
l m n

= = .  

Условием параллельности прямой и плоскости будет 
0Al Bm Cn+ + = . 

Угол между прямой и плоскостью определяется по формуле: 

2 2 2 2 2 2
cos( ) sin

2
lA mB nC

l m n A B C
π ϕ ϕ

+ +
− = =

+ + + +
. Необходимость модуля в 

числителе возникает из того, что sin 0ϕ ≥ . 

Пример 55. Найти точку пересечения прямой 1 1: 
1 2 6

x y zL − +
= =

−
 и 

плоскости : 2 3 1 0P x y z+ + − = . 
Решение. Для определения координат точки пересечения запишем 

уравнения прямой L в параметрическом виде: 1 , 1 2 , 6x t y t z t− = + = − = . 
Подставляя эти выражения в уравнение плоскости P, получим урав-
нение для определения значения параметра  t, соответствующего точ-
ке их пересечения: ( ) ( )2 1 3 2 1 6 1 0 1t t t t+ + − − + − = ⇒ = , следовательно, 
координаты искомой точки 2, 3, 6x y z= = − = . 
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§ 9. èìóéä èãéëäéëíÖâ 

Пусть прямая задана линией пересечения двух плоскостей: 
1 1 1 1

2 2 1 2

0
0

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =⎧
⎨ + + + =⎩

. (25)  

Возьмем любые отличные от нуля числа α и β и составим равенство 
( )1 1 1 1 2 2 1 2( )  0a A x B y C z D A x B y C z Dβ+ + + + + + + =   (26)  

Это равенство определяет плоскость, которая проходит через ту же 
прямую, т. к. каждая тройка чисел (x, y, z), удовлетворяющая (25), 
удовлетворяет и (26). Совокупность всех плоскостей, проходящих  
через одну и ту же прямую, называется пучком плоскостей. Если по-

ложить   λ β
α= , то уравнение 1 1 1 1 2 2 1(A x B y C z D A x B y C zλ+ + + + + + +  

 определяет все плоскости пучка, кроме второй из задающих 
прямую. 
Пример 56. Составить уравнение плоскости Р, проходящей через 

данную прямую L и точку 0 (2, 1,2)M − , если прямая 
2 1

: 3 2
2 3,

x t
L y t

z t

= +⎧
⎪ = − +⎨
⎪ = −⎩

  

задана параметрическими уравнениями. 
Решение. Перейдем к каноническим уравнениям прямой 

1 2 3: 
2 3 2

x y zL − − +
= =

−
. Чтобы записать уравнение пучка плоскостей, 

проходящих через прямую L, и выбрать из него искомую плоскость, 
проходящую через точку 0М , составим уравнение прямой L  в виде ее 
проекций на XOY  и XOZ . Из канонических уравнений получим 

( )
( )

3 1 2( 2) 3 2 7 0
:   

2 1 2( 3) 4 0.
x y x y

L
x z x z

⎧− − = − + − =⎧
⇔⎨ ⎨− = + − − =⎩⎩

 

Уравнение пучка плоскостей через прямую L имеет вид: 
( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 7 0 1 3 2 4 7 0x z x y x y zλ λ λ λ− − + + − = ⇔ + + − − + = . 
Так как плоскость проходит через точку 0М , подставим ее коорди-

наты в уравнение пучка плоскостей и найдем значение λ , опреде-

2  ) 0D+ =
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ляющее искомую плоскость 32 6 4 1 4 7 0
5

λ λ λ λ+ − − − − = ⇒ = −
 
и урав-

нение плоскости Р  будет иметь вид: 4 6 5 1 0x y z+ + − = . 
Пример 57. Составить уравнение плоскости P, проходящей через 

прямую 1

3 2 5 6 0
 : 

4 3 4 0
x y z

L
x y z

+ + + =⎧
⎨ + + + =⎩  

параллельно прямой 2
1 5 1: 

3 2 3
x y zL − − +

= =
−

. 

Решение. Запишем уравнение пучка плоскостей, проходящих через 
прямую 1L : 

( )3 2 5 6 4 3 4 0x y z x y zλ+ + + + + + + = ⇔  
. 

Выберем из всех плоскостей с нормальными векторами  
ሬ݊Ԧ {3 ,2 4 ,5 3 }λ λ λ= + + +  ту, которая параллельна направляющему  
вектору прямой ܮଶ, равному 2 (3;2; 3)a − , т. е. с нормальным вектором 
ሬ݊Ԧ, перпендикулярным ܽଶሬሬሬሬԦ и удовлетворяющим условию
( ) ( ) ( ) ( )2 0 : 3 3 2 2 4, 3 5 3 0n a λ λ λ= + + + − + = , из которого находим зна-
чение 1λ = , при котором уравнение искомой плоскости принимает 
вид: 2 3 4 5 0x y z+ + + = . 
Пример 58. Составить уравнение плоскости P, проходящей через 

прямую L: 1 1 
0 2 1

x y z− +
= =  перпендикулярно к плоскости 

1 : 1 0, P x y z L P+ − + = ∉ . 

Решение. Уравнение прямой L в проекциях: 
2 2 0

2 2 0
x

y z
− =⎧

⎨ − − =⎩
, уравне-

ние пучка плоскостей, проходящих через прямую L, имеет вид: 
( ) ( ) ( )2 2  2 2 0 2 2 2 1 0x y z x y zλ λ λ λ− + − − = ⇔ + − − + =  с общим нор-
мальным вектором {2, , 2 }n λ λ= − , зависящим от параметра λ . 

Условие перпендикулярности искомой плоскости и плоскости 1P   
с вектором 1 (1;1; 1)n = −  имеет вид: 1( , ) 2 2 0n n λ λ= + + =  и дает значение

2
3

λ = − , при котором получается уравнение плоскости Р  в виде 

3 2 1 0x y z− + − = . 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 4 5 3 6 4 0x y zλ λ λ λ⇔ + + + + + + + =
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§ 10. ãàçàà ÇíéêéÉé èéêüÑäÄ 

Общее уравнение второго порядка относительно переменных ,x y
будем записывать в следующем виде:  

2 22 2 2Ax Bxy Cy Dx Ey+ + + + + ,  (27)  
где, по крайней мере, один из коэффициентов , ,A B C  не равен нулю. 

Рассмотрим некоторые кривые второго порядка, которые можно 
описать при различных значениях коэффициентов , , , , ,A B C D E P. Да-
лее получим уравнения линий второго порядка — окружности, эллип-
са, гиперболы, параболы, причем будем подразумевать, что на плос-
кости задана декартова система координат. 

Окружность 

В аналитической геометрии всякая линия рассматривается как гео-
метрическое место точек, при этом в определении линии содержится 
свойство, общее для всех ее точек. 
Определение 25. Окружностью с центром в 0 0 0( ; )M x y и радиусом 

R  называется геометрическое место точек плоскости, отстоящих от 
0 0 0( ; )M x y на расстояние R . 
Из определения имеем, что 0| |M M R= , где ( ; )M x y  — произвольная 

точка окружности. Расписывая 0| |M M  как расстояние в декартовой 
системе координат, получаем: 2 2 2

0 0( ) ( )x x y y R− + − = .  (28) 
Если же за центр окружности выбрать начало координат, то (28) 

примет более простой вид: 2 2 2x y R+ = . 
Раскрывая скобки в (28), перепишем его в виде: 

2 2 2 2 2
0 0 0 02 2 ( ) 0x y x x x y x y R+ − − + + − = . Это уравнение второй степени. 

Следовательно, окружность — это линия второго порядка. Однако 
уравнение второй степени далеко не всегда представляет окружность. 
Для этого необходимо, чтобы в (27) не было члена с произведением 
xy ( 0)B = , а также коэффициенты при 2 2,x y  были равны ( )A C= .  
Приведенные условия являются необходимыми, но недостаточны-

ми. Например, какое из двух уравнений 2 2 3 2 1 0x y x y+ − + − =  и 
2 2 2 2 0x y x+ − + =  представляет окружность?  

0P+ =
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Приведем эти уравнения к виду (28), дополнив их до полных квад-
ратов. Итак, в первом уравнении  

2 2
2 2 23 3 3 93 3 ( )

2 2 2 4
x x x x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − + − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,  

2 2 22 2 1 1 ( 1) 1y y y y y+ = + + − = + − .  

Собирая обе части, имеем 2 2 2 23 173 2 1 ( ) ( 1) 0
2 4

x y x y x y+ − + − = − + + − =  

или 
2

2 23 17( ) ( 1)
2 2

x y
⎛ ⎞

− + + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, что представляет собой окружность с 

центром в точке 0 (1,5; 1)M − и радиусом 17 / 2R = .  
Аналогичные действия проведем со вторым уравнением: 

2 2 22 2 1 1 ( 1) 1x x x x x− = − + − = − − .  
Значит, 2 2 2 22 2 ( 1) 1 0x y x x y+ − + = − + + =  или 2 2( 1) 1x y− + = − . Но 

сумма квадратов действительных чисел не может равняться отрица-
тельному числу, поэтому ни одна точка плоскости не удовлетворяет 
данному уравнению. Получается, что это уравнение не представляет 
никакой линии, ни даже точки. 

Из (28) легко получить 2 2
1,2 0 0( )y y R x x= ± − −  и 

2 2
1,2 0 0( )x x R y y= ± − − . 
Пример 59. Найти уравнение окружности, центр которой лежит в 

точке (4;7)A и которая касается прямой : 3 4 1 0l x y− + = . 
Решение. Длина радиуса окружности равна расстоянию от точки A

до прямой l . По формуле расстояния от точки до прямой получаем 
| ( 3 / 5) 4 (4 / 5) 7 (1 / 5) | 3d R= − ⋅ + ⋅ − = = . Тогда искомое уравнение окруж-

ности будет 2 2( 4) ( 7) 9x y− + − = . 
Пример 60. Найти расстояние от точки до кривой, расстояние от 

каждой точки которой до точки 1( 1;1)M −  вдвое меньше расстояния до 
точки 2 ( 4;4)M − . 
Решение. Точка ( ; )M x y будет принадлежать искомой кривой в том 

и только в том случае, если 2 1| | 2 | |M M M M=  или 
2 2 2 2( 4) ( 4) 2 ( 1) ( 1)x y x y+ + − = + + − . После возведения в квадрат 

обеих частей и приведения подобных получаем уравнение 2 2 8x y+ = , 
которое является окружностью. 
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Эллипс 

Определение 26. Эллипсом называется геометрическое место точек 
плоскости, для которых сумма расстояний от двух фиксированных 
точек 1 2,F F , называемых фокусами, есть постоянная величина. Обо-
значим расстояние между  
фокусами через 2c , т. е. 

1 2| | 2F F c= . 
Для вывода канонического 

уравнения эллипса поместим 
начало координат в середину 
отрезка 1 2F F , а ось Ox напра-
вим по прямой 1 2F F . Тогда 1F
и 2F имеют соответственно координаты ( ;0)c и ( ;0)c− . 

Пусть ( ; )M x y  — произвольная точка эллипса. Из определения сле-
дует, что 1 2| | | | 2MF MF a+ = , где за 2a  обозначим некоторую постоян-
ную. Таким образом, произвольная точка ( ; )M x y  будет находиться на 
эллипсе в том случае, когда ее координаты будут удовлетворять урав-
нению: 2 2 2 2( ) ( ) 2x c y x c y a− + + + + = .  (29) 

Это и есть уравнение эллипса в декартовой системе координат.  
Теперь получим каноническое уравнение эллипса. Для этого изба-

вимся от радикалов. Перенесем в (29) один из радикалов в правую 
часть и возведем обе части в квадрат:  

2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 4 ( ) 2x xc c y a a x c y x xc c y− + + = − + + + + + + .  

Или после приведения подобных: 2 2 2( )xc a a x c y+ = + + .  

Отсюда 2 2
2 2| | ( ) cr MF x c y a x

a
= = + + = +

 
и 1 1 2| | 2 cr MF a r a x

a
= = − = − . 

Снова возведя обе части в квадрат, получаем: 
2 2 2 4 2 2 2 22 ( 2 )c x cxa a a x cx c y+ + = + + + . 
Так как c a< , то величина a2 – c2 положительная. Обозначим ее за 

2b . Тогда 2 2 2 2 2 2 0b x a y a b+ − =  и окончательно получаем уравнение:  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =
 
.  (30)  

Уравнение (30) называется каноническим уравнением эллипса. 

y

x
( , )M x y

1B

b a

c 1( ,0)F c2 ( ,0)F c−1A

2B

2AO
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Точки 1 1 2 2, , ,A B A B  называются вершинами эллипса, а оси симметрии 
Ox, Oy — главными осями ( 1 2| | 2A A a=  — большая ось, 1 2| | 2B B b=  — 
малая ось), центр симметрии O называется центром эллипса. Длины  
a  и b  — соответственно большая и малая полуоси. Расстояния произ-
вольной точки эллипса ( , )M x y  до фокусов 1 2,r r  называются фокаль-

ными радиусами точки M . Число c
a

ε= 2 2( 1, )c a bε < = −  — эксцен-

триситет эллипса. В частности, если a b= , фокусы 1 2,F F  совпадают с 
центром, а каноническое уравнение эллипса переходит в уравнение 

2 2 2x y a+ = , т. е. в окружность радиуса a  с центром в начале коорди-
нат. 

Из уравнения (30) имеем , . 

Пример 61. Найти длину осей, координаты фокусов и эксцентри-
ситет эллипса . 

Решение. Запишем каноническое уравнение эллипса: . 

Отсюда , , тогда . Коор-

динаты фокусов: , . Эксцентриситет . 

Пример 62. Известно, что прямая касается эллипса 
2 2

1
75 24
x y

+ = . 

Найти координаты точки касания. 

Решение. Выразим из уравнения прямой 2 6
5

y x= − и подставим в 

уравнение эллипса. После решения квадратного уравнения получаем 
1 15, 4x y= = − . Значит точка касания (5; 4)M − . 
Пример 63. Определить траекторию точки ( ; )M x y , которая при 

своем движении остается втрое ближе к точке (1;0)A , чем к прямой 
9x = . 
Решение. Согласно условию задачи получаем равенство 

13 | | | |AM MM= , где 2 2| | ( 1)AM x y= − + , а 2
1| | (9 )MM x= − . Точка же 

1M  — точка пересечения перпендикуляра, опущенного из M на пря-

мую 9x = . Тогда 2 2 23 ( 1) (9 )x y x− + = − . После возведения обеих 

2 2
1,2

by a x
a

= ± − 2 2
1,2

ax b y
b

= ± −

2 24 16x y+ =
2 2

2 2 1
4 2
x y

+ =

2 2 4 8a = ⋅ = 2 2 2 4b = ⋅ = 2 2 2 16 4 12c a b= − = − =

1(2 3;0)F 2 ( 2 3;0)F −
2 3 3

4 2
ε = =
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частей уравнения в квадрат и простых преобразований получаем 

уравнение 2 28 9 72x y+ =  или 
2 2

1
9 8
x y

+ = . Это будет эллипс с 

3, 2 2a b= = . 

Гипербола 

Определение 27. Гиперболой называется геометрическое место то-
чек плоскости, для которых абсолютная величина разности расстояний 
до двух фиксированных точек 1F  и 2F этой плоскости, называемых 
фокусами, есть величина постоянная. Будем обозначать ее через 2a . 

Необходимо, чтобы эта величина была меньше расстояния между 
фокусами. Пусть расстояние между фокусами равно 2c , т. е. 1 2| | 2F F c=
(2 2 , )c a c a> > и введем систему координат так, чтобы начало коорди-
нат находилось в середине отрезка 1 2F F и ось Ox была направлена по 
прямой 1 2F F . Тогда точки 1F  и 2F  в выбранной системе координат 
имеют соответственно координаты ( ;0)c и ( ;0)c− . Итак, выберем про-
извольную точку гиперболы ( ; )M x y .  

 
Из определения гиперболы следует, что 2 1| | | | 2MF MF a− = ±  или 

2 2 2 2( ) ( ) 2x c y x c y a+ + − − + = ± .  (31) 
Уравнение (31) и будет уравнением гиперболы в выбранной систе-

ме координат. Для получения канонического уравнения произведем с 
(31) действия, аналогичные действиям с эллипсом, а именно: перене-
сем один из радикалов в правую сторону и возведем обе части в квад-

1B

2B

1A2A 1( ,0)F c x
2 ( ,0)F c−

( , )M x y
y

a
b
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рат. После приведения подобных получим: 2 2 2( )xc a a x c y− = ± − + ,

2 2
1 1| | ( ) cxr MF x c y a

a
⎛ ⎞= = − + = ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2 2| | cxr MF a
a

⎛ ⎞= = ± +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Так как c a> , то 2 2( )c a−  — величина положительная, которую 
принято обозначать 2b . Тогда 2 2 2 2 2 2 0b x a y a b− − =  и окончательно по-

лучим уравнение: 
2 2

2 2 1x y
a b

− = ,  (32) 

которое называется каноническим уравнением гиперболы. Гипербола 
(32) симметрична относительно осей координат. Она пересекает ось 
Oх в точках 1( ;0)A a и 2 ( ;0)A a−  и не пересекает ось Oy. 1 2,A A  называют-
ся вершинами гиперболы. Отрезок 1 2A A  называется действительной 
осью, а 1 2B B  — мнимой. Длины a  и b  называются соответственно 
действительной и мнимой полуосями. Расстояние произвольной точ-
ки гиперболы до фокусов 1 1| |r MF=  и 2 2| |r MF= называются фокальны-

ми радиусами точки M . Число c
a

ε= , 1ε > ( 2 2c a b= + ) называется 

эксцентриситетом гиперболы. Числа by x
a

= ±
 
являются асимптота-

ми. Гипербола, у которой a b= , называется равносторонней с уравне-

нием 2 2 2x y a− = . Уравнения 
2 2

2 2 1x y
a b

− =  и 
2 2

2 2 1x y
a b

− + =
 
определяют две 

гиперболы, которые называются сопряженными. Гипербола 
2 2

2 2 1x y
a b

− + =
 
на рисунке изображена пунктиром. 

Пример 64. Составить уравнение гиперболы, фокусы которой рас-
положены на оси абсцисс симметрично относительно начала коорди-

нат. Кроме того, заданы уравнения асимптот 4
3

y x= ±
 
и расстояние 

между фокусами 2 20c = . 

Решение. Так как уравнения асимптот имеют вид: 4
3

by x x
a

= ± = ± , 

то 4b k= , 3a k= , где k  — коэффициент пропорциональности. Под-
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ставляем ,a b  в формулу 2 2 2 210 (4 ) (3 ) 5c a b k k k= + = = + = 2k⇒ = , 

8b = , 6a = . Значит, уравнение гиперболы имеет вид: 
2 2

1
36 64
x y

− = . 

Пример 65. Дан эллипс 
2 2

1
8 5
x y

+ = . Найти уравнение гиперболы, 

вершины которой находятся в фокусах, а фокусы — в вершинах дан-
ного эллипса. 
Решение. Из условия задачи имеем г эa c= , г эс а= , 8эа = , 5эb = , 

поэтому 8 5 3г эa c= = − = , 2 2 5г г гb c a= − = . Уравнение искомой 

гиперболы имеет вид: 
2 2

1
3 5
x y

− = . 

Парабола 
Определение 28. Параболой называется геометрическое место то-

чек плоскости, для которых расстояние до некоторой фиксированной 
точки плоскости, называемой фокусом, равно расстоянию до некото-
рой фиксированной прямой.  

Фокус параболы обозначается буквой 
F , расстояние от фокуса до фиксирован-
ной прямой — буквой p , которое назы-
вается параметром параболы. Для вывода 
канонического уравнения параболы вы-
берем начало координат в середине от-
резка, представляющего собой перпенди-
куляр, опущенный из фокуса F  на фик-
сированную прямую, а оси Ox, Oy направим, как показано на рисунке. 
Для произвольной точки ( ; )M x y , лежащей на параболе, из определе-

ния получаем: | | | |FM MA= или 
2

2

2 2
p px y x⎛ ⎞− + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Это и есть урав-

нение параболы. Возведя обе части уравнения в квадрат и приведя 
подобные, получим уравнение: 2 2y px= . 
Пример 66. Составить уравнение геометрического места точек, 

одинаково удаленных от точки (2;0)F  и от прямой 2y = . 

2B

A

( ,0)
2
pF

x

2
p

( , )M x y
y

0
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Решение. Пусть ( ; )M x y  — произвольная точка искомой линии, то-

гда | | | |FM MA= или ( )2 2 22 ( 2)x y y− + = − , где ( ;2)A x  — точка пере-
сечения перпендикуляра, проведенного из M к 2y = . Возведя обе час-
ти в квадрат, получим: 2 2 24 4 4 4x x y y y− + + = − +  или после приведе-

ния подобных: 21
4

y x x= − + . Это есть уравнение параболы. 

íàèéÇõÖ áÄÑÄóà à ÄãÉéêàíåõ àï êÖòÖçàü 

Пример 67.  

а) Найти уравнения проекций прямой 1 1: 
1 2 3

x y zL − +
= =

 
на плос-

кость : 2 5P x y z+ + − . 
б) Найти проекцию точки (5,2, 1)М −  на плоскость

: 2 3 23 0P x y z− + + = . 
в) Найти проекцию точки ( )0,1, 2М  на прямую

1 1: ,
2 1 0

x y zL M L− +
= = ∉ . 

г) Найти расстояние от точки ( )0,1, 2М  до прямой 
1 1: ,

2 1 0
x y zL M L− +

= = ∉  

д) Записать уравнение перпендикуляра 1L  из точки ( )0,1, 2М  отно-

сительно прямой 1 1: 
2 1 0

x y zL − +
= = . 

е) Найти точку N , симметричную точке ( )0,1, 2М  относительно 

прямой 1 1: 
2 1 0

x y zL − +
= = . 

Решение.  
а) Запишем уравнение пучка плоскостей, проходящих через пря-

мую L, уравнение которой в проекциях имеет вид: 
2 3 0
3 3 0

x y
x z

− − =⎧
⎨ − − =⎩ , 

( ) ( )2 3 3 3 0x y x zλ− − + − − = ⇒ ( ) ( )2 3 3 1 0.x y zλ λ λ+ − − − + =  
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Плоскость P1 из этого пучка, проектирующая прямую L на плос-
кость P, определим из условия перпендикулярности этих плоскостей  
с нормальными векторами ( )1 ( 2 3 ; 1; )n λ λ= + − −  и (1;1;2).n =  Тогда  
скалярное произведение: ( ) ( ) ( )1( , ) 1 2 3 1 1 2 0 n n λ λ= + + − + − = . Откуда 

1λ = − . 
При этом значении λ  получаем уравнение проектирующей плоско-

сти 1 : 0P x y z+ − = , а проекцией прямой L на плоскость P  будет линия 

пересечения двух плоскостей пр

2 5 0
0

x y z
L

x y z
+ + − =⎧

= ⎨ + − =⎩
, или в канониче-

ском виде: 

5 5
3 3: .

1 1 0пр

y zxL
− −

= =
−

 

б) Проекцией точки М  на Р  будет точка пе-
ресечения прямой L, проходящей через точку М  
перпендикулярно к плоскости Р . Уравнение 
перпендикуляра через точку М  будет иметь вид: 

5 2 1: 
2 1 3

x y zL t− − +
= = =

−
, и координаты проекции 

прМ  найдем, подставив 2 5, 2, 3 1x t y t z t= + = − + + −  
в уравнение плоскости Р : 

( ) ( )2 2 5 2 3 3 1 23 0, t t t+ + − + − + = откуда 2t = −  и 1, 4, 7.пр пр прx y z= = =  
в) Уравнение плоскости Р , перпендикулярной к прямой L и прохо-

дящей через точку М , имеет вид:  , 
координаты точки пересечения этой плоскости с прямой 

: 1 2 , , 1L x t y t z− = = = −  находим из уравнения ( ) 12 2 1 1 0
5

t t t+ + − = ⇒ = −  

и координаты точки пересечения прямой и плоскости дадут коорди-

наты проекции точки М на плоскость 3 1( ; ; 1)
5 5

O − − . 

г) Искомое расстояние может быть найдено как расстояние между 
точкой ( )0,1, 2М  и проекцией этой точки на прямую L . В пункте (в) 

обозначено, что проекцией является точка 3 1( ; ; 1)
5 5

O − − . Получаем, что

2 2
23 1 2701 (2 1) .

5 5 5
d ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( ) ( )2 1 1 0 2 0 2 1 0x y z x y+ − + − = ⇔ + − =

М 

 ଵ Lܮ

O 
P 
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д) Из пункта (в) мы знаем, что прямая 1L  проходит через точку М  

и точку 3 1( ; ; 1)
5 5

O − − . Для того чтобы найти координаты точки N,  

заметим, что точка О  делит отрезок MN пополам и

0 0 0,  ,  ,  
2 2 2

M N M N M Nx x y y z zx y z+ + +
= = = откуда 6 7,   ,   4 

5 5N N Nx y z= = − = −  

и 6 7, , 4
5 5

N ⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Пример 68. 
а) Найти расстояние от точки (1;1;1)M  до плоскости 

: 2 6 0P x y z+ − − = . 
б) Найти координаты точки N, симметрич-

ной точке (1;1;1)M  относительно плоскости 
: 2 6 0P x y z+ − − = . 
Решение.  
а) Уравнение прямой, проходящей через точку (1;1;1)M , перпенди-

кулярно к плоскости Р , можно записать в виде 1 1 1: .
1 1 2

x y zL − − −
= =

−
 

Проекцию точки М на плоскость Р  находим как точку пересечения 
прямой : 1, 1, 2 1L x t y t z t= + = + = − +  и плоскости : 1 1P t t+ + + − 

 откуда 1t =  и ( )2;2; 1O − . Искомое расстояние: 
2 2 2(2 1) (2 1) ( 1 1) 6d = − + − + − − = . 

б) 0   3, 
2

M N
N

x xx x+
= ⇒ =  аналогично 0  3

2
M N

N
y yy y+

= ⇒ = −  и 

( )3,3, 3 .N −  
Пример 69. Определить расстояние между параллельными прямы-

ми 1
2 1: 

3 4 2
x y zL − +

= =  и 2
7 1 3: .

3 4 2
x y zL − − −

= =  

Решение. Проекцию точки ( )1 12; 1;0M L− ∈  
на прямую 2L  найдем как точку пересечения 
прямой 2 : 2 7, 4 1, 2L x t y t z t= + = + =  и плоско-
сти Р , перпендикулярной этим прямым и 
проходящей через точку 1M : 

( )2 2 1 6 0t− − + − =

Р
О 

М 
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( ) ( )3 2 4 1 2 0 3 4 2 2 0.x y z x y z− + + + = ⇒ + + − =  
Из подстановки ( ) ( ) ( )3 3 7 4 4 1 2 2 3 2 0 29 29 0t t t t+ + + + + − = ⇒ + = , от-

куда 1t = −  и проекция ( )4; 3;1O = − . 

Расстояние между точкой 1M  и О равно 2 2 22 2 1 3d = + + = . 
Можно поступить иначе. 
Точки ( )1 12; 1;0M L− ∈ , ( )2 27;1;3M L∈ , (3;4;2)a =  — направляющий 

вектор обеих прямых.  
22 22 2

1 2 1 2
2

1 2 ;;
a

d d M M пр M Ma M M →+ = = −
JJJJJJJJJJG JJG JJJJJJG

 

 
2

1 2 25 4 9 38.M M = + + =
JJJJJJG

 

1 2
1 2

,
|

(
|

) 15 8 6 29 29
9 16 4 29a

M Mпр
a

M M a + +
= = = =

+ +

JJJJJJG
,  

2
1 2( ) 29,   38 29 3aпр M M d= = − =

JJJJJJG
. 

Пример 70. 
а) Найти расстояние между скрещивающимися прямыми 

1
1 2: 

2 0 1
x y zL − +

= =
−

 и 2
1 1 2: .

1 2 1
x y zL + + −

= =
−

 

б) Написать уравнение общего перпендикуляра L к прямым 1L  и 2L . 
Решение.  
а) Уравнение плоскости 1P , проходящей через прямую 1L  парал-

лельно прямой 2L , запишем как 
уравнение плоскости, проходящей 
через точку ( )1 0;1; 2M −  с нормальны-
ми вектором  

[ ]1 2, 2 0 1 ( 2; 1; 4)
1 2 1

i j
a a

k
n = = − = − − −

−
, 

( ) ( )2 1 4 2 0 2 4x y z x y− − − − + = ⇔ + +  
 

1 2 (5;2;3);M M =
JJJJJJG

4 7 0. z+ + =
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Расстояние от точки ( )2 1; 1;2M − − , принадлежащей прямой 2L , до 
плоскости 1P  найдем, приведя уравнение 1P  к нормальному виду: 

2 1 4 7 0,
21 21 21 21

x y z− − − − =  

2 1 8 7 12 .
21 21 21 21 21

d = + − − =  

Также эта задача может быть 
сформулирована как задача о нахож-
дении расстояния между двумя па-
раллельными плоскостями 1P  и 2P , 
содержащими две прямые 1L  и 2L  
соответственно. Тогда расстояние 
между 1P  и 2P  равно абсолютной 
величине проекции вектора 1 2M M

JJJJJJG
 

на направление вектора [ ]1 2,a a  [ ]
( )

1 2

1 2
1 2, | |

,  
  a a

n M M
п

n
d р M M= =

JJJJJJG
JJJJJJG

.  

Здесь 1 2 ( 1; 2;4); 21,nM M = − − =
JJJJJJG

 ( )1 2,  2 2 16 12 n M M = + − = −
JJJJJJG

 
и 

12 
21

d = . 

б) Рассмотрим плоскости 3P  и 4P , проходящие через прямые 1L , 2L  
и перпендикулярные плоскости 1P , из пункта (а). 

Имеем: ( )1 30,1, 2M P− ∈ , [ ]3 1 3(1; 10;2, ||)n a n P= = − , 
откуда 3 : 10 2 14 0.P x y z− + + =  

Аналогично ( ) [ ]2 4 4 2 41; 1;2 , , || ( 9;6;3)M P n a n P− − ∈ = = −   
и 4 : 3 2 3 0P x y z− − + = . 

Общим перпендикуляром к прямым 1L  и 2L  будет прямая L , яв-
ляющаяся линией пересечения плоскостей 3P  и 4P , которую можно 

записать общими уравнениями 
10 2 14 0

:
3 2 3 0

x y z
L

x y z
− + + =⎧

⎨ − − + =⎩
. 

L

ଵܲ

ଷܲ ସܲ

ଶܮ
 ଵܮ
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Пример 71. Пусть задана кривая второго порядка 
2 2: 9 18 4 16 43 0L x x y y+ − + − = . Установить вид кривой и привести ее к 

каноническому виду. 
Решение.  
Уравнение кривой не содержит слагаемых вида xy , значит ее мож-

но привести к каноническому виду параллельным переносом. Для 
этого сгруппируем члены с x  и с y , выделим в них полные квадраты.  

2 2 2 29( 2 ) 4( 4 ) 43 9( 2 1) 9 4( 4 4) 43 0x x y y x x y y+ − − − = + + − − − + − = .  
Далее свернем квадраты и приведем подобные: 

2 29( 1) 4( 2) 36x y+ − − = . Наконец, разделим обе части равенства на пра-

вую часть. 
2 2

2 2

( 1) ( 2) 1
2 3

x y+ −
− = . Следовательно, вид кривой — гипер-

бола. 
Пример 72. Решить матричное уравнение ,A X B⋅ =  где

1 2 3 5
; .

3 4 5 9
A B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
 
Решение. 

1. Вычислим 
1 2

2 0,
3 4

А = = − ≠
 
т. е. матрица невырожденная. 

2. Построим матрицу 1,А− обратную матрице А: 
 

( )1 4 3 4 21 1 1
2 1 3 12 2

T
TvA A

A
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

 
3. Записываем решение матричного уравнения: 
 

( ) ( )
( ) ( )

1 4 3 2 5 4 5 2 94 2 3 51 1
3 3 1 5 3 5 1 93 1 5 92 2

X A B− ⎛ ⋅ + − ⋅ ⋅ + − ⋅ ⎞−⎛ ⎞⎛ ⎞
= = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 

2 21
4 62

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1 1
.

2 3
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠  
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Пример 73. Вычислить определитель А  n-го порядка: 
1 2 3
1 0 3
1 2 0

1 2 3 0

n
n

А n

…
− …

= − − …
… … …… …
− − − …

= 

1

2 2 1

3 3 2

1

( )1 2 3 1 2 3
( )1 0 3 0 2 6 2
( )1 2 0 0 0 3 2
( )

1 2 3 0 ( ) 0 0 0nn

n n
n n
n n

n

α
α α α
α α α

α αα

… …
+− … …

= + =− − … …
…… … …… … … … … …… …
+− − − … …

 

1 2 3 !n n= ⋅ ⋅ ⋅…⋅ =  

Пример 74. Вычислите ранг матрицы A =

1 1 1 1 1
3 3 6 6 9
1 1 4 4 9
1 1 8 8 27

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

Решение. 

A = { }2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 3 6 6 9 0 6 3 9 6

 3
1 1 4 4 9 1 1 4 4 9
1 1 8 8 27 1 1 8 8 27

a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ − → → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

{ }2
2 3 1 3

1 1 1 1 1
0 2 1 3 2
1 1 4 4 93
1 1 8 8 27

a a a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎧ ⎫ ⎜ ⎟→ → → → − → →⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎩ ⎭
⎜ ⎟− −⎝ ⎠  

{ }4 1 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 1 3 2 0 2 1 3 2
0 0 3 3 8 0 0 3 3 8
1 1 8 8 27 0 2 7 9 26

a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ → − → → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
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{ } { }4 2 4 4 3 4

1 1 1 1 1
0 2 1 3 2

2
0 0 3 3 8
0 0 6 6 24

a a a a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→ − → → → − → →
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠  

. 

Получили треугольную матрицу, в которой 4 угловых элемента, 
значит ранг матрицы равен 4. 
Пример 75. Решите систему линейных уравнений: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1
3 2 2 3 2
5 2 1
2 3 4

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =⎧
⎪ − + − =⎪
⎨ + − + = −⎪
⎪ − + − =⎩

. 

Решение. 
Запишем матрицу, составленную из коэффициентов системы урав-

нений. 

3 1 2 3

4 1 4

2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
3 2 2 3 2 3 2 2 3 2
5 1 1 2 1 0 2 2 4 4
2 1 1 3 4 0 2 2 4 3

a a a a
a a a

⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − →− − − −⎧ ⎫⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ →⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ →− − − −⎩ ⎭⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

{ }4 3 4

2 1 3 1 1
3 2 2 3 2
0 2 2 4 4
0 0 0 0 1

a a a

⎛ − ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→ + → →
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

.  

Чтобы убедиться в совместности системы, найдем ранги основной 
и расширенной матрицы. Итак, ранг основной матрицы равен 3, т. к. 

она содержит минор 
1 3 5
0 1 1 6 0
0 0 6

−
− = − ≠
−

. Ранг же расширенной равен 

1 1 1 1 1
0 2 1 3 2
0 0 3 3 8
0 0 0 12 8

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠
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4, т. к. она содержит минор 4-го порядка, отличный от нуля: 
 1 3 5 1
  0 1 1  2 

6 0
  0  0 6 13
 0   0       0 1

−
− −

= − ≠
−

. Так как ранг основной матрицы системы не 

равен рангу расширенной матрицы, то система уравнений несовмест-
на и не имеет решений. 

êÖáûåÖ 

Рассмотрены матрицы и действия над ними, системы линейных 
уравнений и методы их решения, векторы и операции с векторами, 
прямая на плоскости, прямая и плоскость в пространстве, основные 
кривые второго порядка и их свойства. 
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ÉÎ‡‚‡ 6. îìçäñàà çÖëäéãúäàï  
èÖêÖåÖççõï 

Господь Бог — искусный математик и физик.  
Задача науки состоит в том, чтобы раскрыть  
блистательный замысел творца.  

М. Клайн.  
«Математика — утрата определенности» 

§ 1. êÄáãàóçõÖ íàèõ åçéÜÖëíÇ  
Ç N-åÖêçéå èêéëíêÄçëíÇÖ 

Пространства ࡾ 

Множество, элементами которого являются всевозможные упорядо-
ченные наборы n действительных чисел, обозначают ܴ. В множестве 
ܴ можно ввести понятие расстояния между любыми двумя его эле-
ментами ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ݕ ሻ иݔ ൌ ሺݕଵ, ,ଶݕ … , ,ሻݕ ,ݔ  ,ܴ߳ݕ ݅ ൌ 1, 2, … , ݊, 
обозначим ߩሺݔ;   ሻ и определим формулойݕ
,ݔሺߩ ሻݕ ൌ ඥ∑ ሺݔ െ ሻଶݕ

ୀଵ .  (1) 
Множество ܴ с введенным в нем расстоянием называют про-

странством ܴ, число n — размерностью пространства ܴ, элемент 
ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ሻ множества ܴ — точкой пространства ܴ, числоݔ
,ݔ ݅ ൌ 1, 2, … , ݊, — ݅-й координатой этой точки. Точки ݔ ൌ ሺ0, 0,
… , ,ݔ … , 0ሻ n-мерного пространства ܴ образуют координатную ось 
пространства. Точку O ൌ ሺ0, 0, … , 0ሻ называют началом координат. 

Для точек ݔ ൌ ሺݔଵሻ и ݕ ൌ ሺݕଵሻ одномерного пространства ܴଵ фор-
мула (1) имеет вид ߩሺݔ, ሻݕ ൌ ଵݔ| െ -ଵ|, поэтому пространство ܴଵ предݕ
ставляет собой множество действительных чисел, расстояние между 
которыми измеряется обычным образом, т. е. ܴଵ — числовая прямая. 
Пространства ܴଶ и ܴଷ — это, соответственно, плоскость и обычное 
трехмерное пространство, которые изучаются в элементарной и в 
аналитической геометрии. 

Для элементов множества ܴ можно ввести понятия суммы эле-
ментов и произведения элемента на действительное число: если 
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ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ,ሻݔ ݕ ൌ ሺݕଵ, ,ଶݕ … , ,ሻݕ ݔ то ,ܴ߳ߣ  ݕ ൌ ሺݔଵ   ,ଵݕ
ଶݔ  ,ଶݕ … , ݔ  ,ሻݕ ݔ ൌ ሺݔߣଵ, ,ଶݔߣ … ,  ሻ. (2)ݔߣ

Как известно из линейной алгебры, множество ܴ, в котором фор-
мулами (2) определены сумма и произведение на действительное чис-
ло, является линейным векторным пространством. Точку ݔ ൌ 
ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ሻ пространства ܴ в этом случае называют вектором иݔ
обозначают ݔҧ, числа ݔ, ݅ ൌ 1, 2, … , ݊ — его координатами в базисе 
݁ଵ ൌ ሺ1, 0, … , 0ሻ, … , ݁ ൌ ሺ0, 0, … ,1ሻ. Вектор ሺ0, 0, … , 0ሻ называют нуле-
вым. 

В линейном векторном пространстве ܴ можно ввести скалярное 
произведение ሺݔҧ,  തሻ, поставив в соответствие каждым двум векторамݕ
ҧݔ ൌ ሼݔଵ, ,ଶݔ … , തݕ ሽ иݔ ൌ ሼݕଵ, ,ଶݕ … , ,ҧݔሽ число ሺݕ തሻݕ ൌ ∑ ݔ

ୀଵ  . (3)ݕ
Линейное векторное пространство ܴ, для векторов которого фор-

мулой (3) определено скалярное произведение, называют n-мерным 
евклидовым пространством. Число ඥሺݔҧ,  ҧሻ называют длиной вектораݔ
 называют ортогональными, если ݕ и ݔ ҧ|. Векторыݔ| ҧ и обозначаютݔ
ሺݔҧ, തሻݕ ൌ 0. Если ݔҧ и ݕത — ненулевые векторы, то углом между ними 
называют угол ߮ ߳ ሾ0; ሿ такой, что cos߮ߨ  ൌ ሺ௫ҧ,௬തሻ

|௫ҧ||௬ത|
.  (4) 

Определение 1. Рассмотрим точку ܽ ൌ ሺܽଵ, … , ܽሻ߳ ܴ и число 
ߝ  окрестностью точки ܽ называется множество ఌܱሺܽሻ-ߝ .0 ൌ 

ൌ ሼݔ ߳ ܴ ሺݔ, ܽሻ ൏  ሽ. Проколотой окрестностью точки ܽ называетсяߝ
множество ఌܱሶ ሺܽሻ ൌ ሼ ݔ ߳ ܴ ሺݔ, ܽሻ ൏ ,ߝ ݔ ് ܽሽ. 

Множество ܱሺܽሻ ሺ ሶܱ ሺܽሻሻ называется окрестностью (проколотой ок-
рестностью) точки ܽ, если оно совпадает с некоторой окрестностью 
(проколотой окрестностью) точки. 

Таким образом, в ఌܱሶ ሺܽሻ — проколотую ε-окрестность точки ܽ вхо-
дят все точки ߝ — окрестности ఌܱሺܽሻ  за исключением точки ܽ. 

В случае ݊ ൌ 1 понятие ε-окрестности и проколотой ߝ-окрестности, 
совпадают с приведенными в главе 1. 

В случае ݊ ൌ -окрестность точки ܽ представляет собой круг ра-ߝ 2
диуса ߝ с центром в точке ܽ, не содержащий ограничивающей его ок-
ружности. 

В случае ݊ ൌ -окрестность точки ܽ представляет собой шар ра-ߝ 3
диуса ߝ с центром в точке ܽ, не содержащий ограничивающей сферы. 
Определение 2. Пусть даны точка ܽ ൌ ሺܽଵ, … , ܽሻ߳ ܴ и ߜଵ, … ,  — ߜ

n положительных чисел. Множество ܲሺܽ, ,ଵߜ … , ሻߜ ൌ ሼ ݔ ߳ ܴ|ܽ െ
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– ߜ ൏ ݔ ൏ ܽ  ,ߜ 1  ݅  ݊ሽ называется n-мерным параллелепипе-
дом с центром в точке ܽ. Двумерный параллелепипед называется 
прямоугольником. На рис. 6.1 заштрихован двумерный параллелепи-
пед ܲሺܽ, ,ଵߜ  .ଶሻߜ

 
Рис. 6.1 

Рассмотрим непустое множество ܦ ؿ ܴ. 
Определение 3. Точка ݔ א -называется внутренней точкой мно ܦ

жества ܦ, если некоторая ее ε-окрестность содержится в ܦ:  
ఌܱሺܽሻ ؿ  .ܦ 
Определение 4. Множество всех внутренних точек множества ܦ 

называется его внутренностью и обозначается ݅݊ܦ ݐ. 
Определение 5. Точка ݔ א ܴ называется граничной точкой мно-

жества ܦ, если любая ее ε-окрестность содержит как точки, принад-
лежащие, так и не принадлежащие ܦ. Множество всех граничных то-
чек множества ܦ называют его границей и обозначают ܨܦ. 
Определение 6. Если все точки множества ܦ внутренние, то мно-

жество ܦ называется открытым. 
Определение 7. Если множество ܦ содержит все свои граничные 

точки, то множество ܦ называется замкнутым. 
Определение 8. Если любая проколотая ε-окрестность ఌܱሶ ሺܽሻ точки 

-на ݔ то точка ,ܦ содержит по крайней мере одну точку множества ݔ
зывается предельной точкой множества ܦ. 

Множество, каждая точка которого является его внутренней точкой 
в ܴ, называют открытым в ܴ множеством. 

Пространство ܴ и пустое множество ∅  являются открытыми 
множествами. 
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Любое открытое в ܴ множество, содержащее некоторую точку, 
называют окрестностью этой точки в пространстве ܴ. В частности, 
всякая ε-окрестность точки является окрестностью этой точки. 

Точку ݔ א ܴ называют точкой прикосновения множества ܦ ؿ ܴ, 
если любая окрестность этой точки содержит хотя бы одну точку 
множества ܦ. 

Точку ݔ א ܦ  ؿ ܴ называют изолированной точкой множества ܦ, 
если существует окрестность точки ݔ, не содержащая никаких других 
точек множества ܧ, кроме самой ݔ. 

Точку ݔ א ܴ называют предельной точкой множества ܦ, если лю-
бая окрестность точки ݔ содержит хотя бы одну точку множества ܦ, 
отличную от ݔ. 

Следующие примеры иллюстрируют введенные понятия. 
Множество называют замкнутым, если оно содержит все свои точ-

ки прикосновения. 
Множество всех точек прикосновения множества ܦ называют за-

мыканием множества D и обозначают ܦഥ. 
Множество всех предельных точек множества ܦ называют его про-

изводным множеством и обозначают ܦሺଵሻ. Множество ܦ называют 
совершенным, если ܦሺଵሻ ൌ  Множество всех предельных точек .ܦ
множества ܦሺଵሻ называют вторым производным множеством множе-
ства ܦ и обозначают ܦሺଶሻ. По индукции определяют производное 
множество порядка n и обозначают ܦሺሻ. 
Пример 1. Пусть ܦ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א ܴଶ|ݔଶ  ଶݕ  1ሽ — круг, содержа-

щий ограничивающую его окружность. Тогда все точки ሺݔ, ሻݕ א ܴଶ 
такие, что ݔଶ  ଶݕ ൏ 1, являются внутренними точками множества ܦ, 
а все точки ሺݔ, ሻݕ א ܴଶ, лежащие на окружности, являются граничны-
ми точками множества ܦ. На рис. 6.2 точка А — внутренняя, а В — 
граничная. Множество ܦ является замкнутым, т. к. содержит все свои 
граничные точки. 

 Рис. 6.2 
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Пример 2. Интервал ሺܽ, ܾሻ ؿ ܴଵ является открытым множеством. 
Действительно, пусть ݔ א ሺܽ, ܾሻ, тогда взяв ߝ ൏ min ሼ|ݔ െ ܽ|, ݔ| െ ܾ|ሽ, 
получим, что ఌܱሺܽሻ ؿ ሺܽ, ܾሻ. На рис. 6.3 ఌܱሺܽሻ —  окрестность точки-ߝ 
 .заштрихована ݔ

 

 
Рис. 6.3 

Если мы присоединим к интервалу ሺܽ, ܾሻ точку ܽ, то получим мно-
жество ܦ ൌ ሾܽ, ܾሻ, которое не является ни открытым, ни замкнутым. 
Действительно, точка ܽ א  но, очевидно, не является внутренней ,ܦ
точкой ܦ, следовательно, ܦ — не открытое множество. Точка ܾ явля-
ется граничной точкой ܦ, но ܾ ב  .не замкнуто ܦ значит, множество ,ܦ
Пример 3. Любая ε-окрестность точки ݔ א ܴ является, очевидно, 

открытым множеством. Любая проколотая окрестность точки ݔ א ܴ 
также является открытым множеством. 
Пример 4. Рассмотрим множество ܦ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א ܴଶ|ݔଶ  ଶݕ ൏ 1; 

ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0, 0ሻሽ — круг, не содержащий ограничивающей его окружно-
сти и центра. Все точки множества ܦ являются его предельными точ-
ками, к ним относятся точки окружности и центр круга. Это показано 
на рисунке 6.4. 

 

 

Рис. 6.4 
 
Пусть каждому натуральному числу m поставлена в соответствие 

точка ݔሺሻ пространства ܴ. Упорядоченное множество точек 
,ሺଵሻݔ ,ሺଶሻݔ … , ,ሺሻݔ … называют последовательностью точек простран-
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ства ܴ и обозначают ݔሺሻ,݉ א ܰ или ሼݔሺሻሽ. Последовательность 
ሼݕሺሻሽ называют подпоследовательностью ሼݔሺሻሽ, если существует та-
кая строго возрастающая последовательность ݉ א ܰ, что ݔሺೖሻ ൌ  ,ሺሻݕ
݇ א ܰ. Последовательность ሼݔሺሻሽ называют ограниченной, если мно-
жество точек ݔሺሻ,݉ א ܰ, ограничено. 

Точку ܽ א ܴ называют пределом последовательности ሼݔሺሻሽ, если 
,ሺሻݔሺߩ ܽሻ ՜ 0 при ݉ ՜ ∞. В этом случае пишут lim՜∞ ሺሻݔ ൌ  ܽ и 
говорят, что последовательность ݔሺሻ сходится к точке ܽ. Последова-
тельность, которая сходится к некоторой точке, называют сходящей-
ся. Если последовательность не является сходящейся, ее называют 
расходящейся. 

Последовательность ݔሺሻ א ܴ сходится к точке ܽ тогда и только 
тогда, когда для любого ߜ  0 существует такое число ݉ఋ, что для 
всех ݉  ݉ఋ верно включение ݔሺሻ א ఋܱሺܽሻ. 
Пример 5. В пространстве ܴ дано множество ܧ ൌ ሺ0; 1ሿ  ሼ2ሽ. Ука-

зать внутренние точки множества ܧ в пространстве ܴ, а также точки 
прикосновения, изолированные, предельные и граничные точки мно-
жества ܧ. 

Внутренними точками являются все точки интервала ሺ0; 1ሻ, точка-
ми прикосновения — все точки отрезка ሾ0; 1ሿ и точка ݔ ൌ 2. Множе-
ство ܧ имеет одну изолированную точку ݔ ൌ 2. Предельными точка-
ми являются все точки отрезка ሾ0; 1ሿ, граничными — ݔ ൌ 0, ݔ ൌ 1, 
ݔ ൌ 2. 

Теорема Больцано–Вейерштрасса 

Из любой ограниченной последовательности точек пространства 
ܴ можно выделить сходящуюся подпоследовательность. 

Последовательность ሼݔሺሻሽ точек пространства ܴ называют стре-
мящейся к бесконечности и пишут lim՜∞ ሺሻݔ ൌ ∞, если 
,ሺሻݔ൫ߩ ܱ൯ ՜ ∞ при ݉ ՜ ∞, где О — начало координат. 

Расстояние ݀ между непустыми множествами ܧଵ и ܧଶ в простран-
стве ܴ определяется формулой ݀ ൌ ݀ሺܧଵ, ଶሻܧ ൌ ݂݅݊௫אாభ

௬אாమ
,ݔሺߩ   ሻ.  (5)ݕ

В частности, для расстояния ݀ между точкой ݔ א ܴ и непустым 
множеством ܧ ؿ ܴ получаем ݀ ൌ ݀ሺݔ, ሻܧ ൌ ݅݊ ௬݂אா ߩሺݔ,  ሻ. (6)ݕ
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Диаметром ܦሺܧሻ множества ܧ ؿ ܴ называют ݑݏ௫,௫ᇲאா ߩሺݔ;  ᇱሻ.  (7)ݔ
Множество Г точек ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ሻ пространства ܴ таких, чтоݔ

ଵݔ ൌ ,ሻݐଵሺݔ ଶݔ ൌ ,ሻݐଶሺݔ … , ݔ ൌ ,ሻݐሺݔ ݐ א ሾߙ;  ሿ,  (8)ߚ 
где функции ݔሺݐሻ, ݅ ൌ 1, 2, … , ݊ непрерывны на отрезке ሾߙ; -ሿ, назыߚ 
вают непрерывной кривой в пространстве ܴ. Уравнения (8) называют 
параметрическими уравнениями кривой Г, аргумент ݐ называют па-
раметром. 

Если уравнения (8) линейны, т. е. ݔଵ ൌ ܽଵ  ܾଵݐ, ଶݔ ൌ ܽଶ  ܾଶݐ,
… , ݔ  ൌ ܽ  ܾ(9)   ,ݐ 
причем ∑ ܾଶ  0

ୀଵ , то Г называют прямой в пространстве ܴ при 
ݐ א ܴ, и отрезком в пространстве ܴ при ݐ א ሾߙ;  .ሿߚ 

Множество ܧ ؿ ܴ, любые две точки которого можно соединить 
непрерывной кривой, принадлежащей этому множеству, называют 
линейно связными. Множество, состоящее из одной точки, также счи-
тают линейно связным. 

Множество ܧ ؿ ܴ называют областью в пространстве ܴ, если  
 область, то — ܧ открытое в ܴ линейно связное множество, если — ܧ
ее замыкание ܧത называют замкнутой областью. 

Множества ܧଵ ؿ ܴ и ܧଶ ؿ ܴ называют отделимыми, если ни од-
но из них не содержит точек прикосновения другого. 

Множество ܧ ؿ ܴ называют связным, если оно не может быть 
представлено в виде объединения двух отделимых множеств. Множе-
ство ܧ ؿ ܴ, любые две точки которого можно соединить отрезком, 
принадлежащим этому множеству, называют выпуклым. Множество, 
содержащее только одну точку, также считают выпуклым. Пересече-
ние всех выпуклых множеств, содержащих множество ܧ ؿ ܴ, назы-
вают выпуклой оболочкой множества ܧ. 

Точка ܣ ב  ,ܦ является предельной точкой множества ܣ при этом ,ܦ
т. к. любая ее окрестность содержит точки из ܦ. 

Точки ܱ и ܤ также являются предельными точками множества ܦ. 
Пример 6. Рассмотрим множество ܦ ؿ ܴଵ, состоящее из двух эле-

ментов (см. рис. 6.5): ܦ ൌ ሼ0; 1ሽ. 
 

 
Рис. 6.5 
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Множество ܦ не имеет предельных точек, т. к. существуют проко-
лотые окрестности ఌܱሶ ሺ0ሻ и ఌܱሶ ሺ1ሻ, не содержащие точек из ܦ, напри-
мер при ߝ ൌ ଵ

ଷ
. 

Определение 9. Множество ܦ ؿ ܴ называется ограниченным,  
если существует n-мерный параллелепипед ሺߜଵ, ,ଶߜ … , -ሻ, содержаߜ
щий ܦ. 
Пример 7. На рис. 6.6 заштриховано ограниченное множество ܦ. 

Множество ܥ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א ܴଶ|ݔଶ  ଶݕ  1ሽ, очевидно, не ограничено 
(рис. 6.7).  

 
Рис. 6.6      Рис. 6.7 

Определение 10. Пусть множество ܦ ؿ ܴ, а множество ܥ ؿ ܴ. 
Декартовым произведением множеств ܦ и ܥ называется множество 
ܤ ؿ ܴା ܤ ൌ ሼݔଵ, … , ,ݔ ,ଵݕ … , ሻݕ א  ܴା| ሺݔଵ, … , ሻݔ א
,ܦ ሺݕଵ, … , ሻݕ א ܤ ሽ и обозначаетсяܥ ൌ  .ܥ ╳ ܦ
Пример 8. Пусть ܦ ൌ ሾܽ, ܾሿ ؿ ܴଵ; ܥ  ൌ ሾ, ሿݍ ؿ ܴଵ. Тогда ܤ ൌ 

ൌ ܥ ੨ ܦ ൌ ሾܽ, ܾሿ ╳ ሾ, ሿݍ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א ሾܽ, ܾሿ, ݕ א ሾ,  .ሿሽݍ

 
Рис. 6.8 

Заметим, что множество ܤ в этом примере является прямоугольником. 
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§ 2. îìçäñàà çÖëäéãúäàï èÖêÖåÖççõï 

Определение 11. Рассмотрим множество ܦ ؿ ܴ. Говорят, что на 
множестве ܦ задана функция ݊ переменных ݂, если задано правило, 
сопоставляющее каждому вектору ݔҧ ൌ ሼݔଵ, … , ሽݔ א -одно опреде ܦ
ленное число ݕ, обозначаемое ݂ሺݔҧሻ и называемое значением функции 
в точке ݔ. Множество ܦ называется областью определения функции. 
Поскольку в качестве ݔҧ можно взять любой вектор из множества ܦ, 
компоненты ݔҧ, а также значений функции ݕ ൌ ݂ሺݔҧሻ можно рассмат-
ривать как переменные величины. Компоненты вектора ݔҧ ൌ 
ൌ ሼݔଵ, … , ݕ ሽ называются независимыми переменными, аݔ ൌ ݂ሺݔҧሻ — 
зависимой переменной. Говорят также, что переменная ݕ является 
функцией от переменной ݔҧ. 
Замечание 1. Как и в случае функции одной переменной, для обо-

значения функции ݂ также будем использовать запись вида ݂ ൌ 
ൌ ሺݔଵ, … , -ሻ, если хотим уточнить, как обозначены независимые пеݔ
ременные, а также запись вида ݕ ൌ ݂ሺݔଵ, … ,  ሻ, указывающую наݔ
обозначение как независимых, так и зависимой переменных. Для 
функции двух переменных часто обозначают независимые перемен-
ные буквами ݔ и ݕ: ݂ሺݔ,  .ሻݕ
Пример 9. Рассмотрим функцию двух переменных ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 

ൌ ඥݔ  ݕ  1. Областью определения ݂ является множество ܦ ൌ 
ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א ܴଶ|ݔ  ݕ  1  0ሽ, очевидно, замкнутое и неограниченное 
(рис. 6.9).  

 
Рис. 6.9 

Пример 10. Рассмотрим функцию вида ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ ܽ  ܽଵݔଵ 
ڮ ܽݔ, где ܽ, ܽଵ, … , ܽ — постоянные величины. Эта функция на-
зывается линейной функцией ݊ переменных. Ее областью определения 
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является пространство ܴ. Функция вида ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ ܽ  ܽଵݔଵ  
ڮ ܽݔ  ܽଵଵݔଵଶ  ڮ ܽଵݔଵݔ  ڮ ܽଵݔݔଵ  ڮ ܽݔଶ, где 
ܽ, ܽଵ, … , ܽ, ܽଵଵ, … , ܽ — постоянные величины, называется квадра-
тичной. Ее областью определения также является пространство ܴ. 
Если ܽ ൌ  ܽଵ ൌ  … ൌ  ܽ୬ ൌ 0, то квадратичная функция называется 
квадратичной формой. 

Введем ряд определений, связанных с понятием функции несколь-
ких переменных. 
Определение 12. Пусть функция ݂ определена на множестве 

ܦ ؿ ܴ. Графиком функции ݂ называется множество точек простран-
ства ܴାଵ вида ሺݔଵ, … , ,ݔ ݂ሺݔሻሻ, где ݔҧ ൌ ሼݔଵ, … , ሽݔ א  .ܦ
Пример 11. Рассмотрим линейную функцию двух переменных 

ݖ ൌ 6 െ ݔ3 െ -Графиком этой функции является плоскость в про .ݕ2
странстве ܴଷ, ее часть, соответствующая значениям переменных 
ݔ  0, ݕ  0, изображена на рис. 6.10. 

 
Рис. 6.10 

Определение 13. Множеством уровня функции ݊ переменных ݂, 
соответствующим числу ܥ, называется множество точек ሺݔଵ, … ,  ሻ изݔ
области определения ݂, удовлетворяющих уравнению 

 ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ  (10) .ܥ
Если ݊ ൌ 2, уравнение (10) можно записать ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  (11) .ܥ
Если (11) является уравнением линии, множество уровня называют 

также линией уровня. Заметим, что множество уровня может быть 
также пустым для некоторых ܥ. 
Замечание 2. Ниже будут рассмотрены условия, при которых 

множество точек, удовлетворяющих условию (11), является графиком 



— 283 — 

некоторой функции одной переменной и представляет собой уравне-
ние линии. 
Пример 12. Для функции ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ  -ଶ линиями уровня, соотݕ

ветствующими ܥ  0, являются окружности с центром в точке ሺ0, 0ሻ 
радиуса √ݔ :ܥଶ  ଶݕ ൌ ܥ При .(рис. 6.11) ܥ ൌ 0 множеством уровня 
функции ݂ является, очевидно, точка ሺ0, 0ሻ. При ܥ ൏ 0 соответст-
вующие множества уровня пусты. 

 
Рис. 6.11 

Пример 13. Рассмотрим функцию двух переменных, сопостав-
ляющую координатам точки земной поверхности высоту этой точки 
над уровнем моря. Линии уровня этой функции изображаются на гео-
графических картах. Точки этих линий находятся на одной высоте над 
уровнем моря. 
Определение 14. Функция ݂, определенная на множестве ܦ ؿ ܴ, 

называется ограниченной на ܦ, если существует такое число ܭ, что 
|݂ሺݔሻ| ൏ ݔ для всех ܭ א  .ܦ

Аналогично можно сформулировать определение предела на языке 
последовательностей для функции нескольких переменных. Для этого 
введем понятие последовательности векторов и предела последова-
тельности векторов. 
Определение 15. Последовательностью векторов называется бес-

конечное множество векторов ሼݔҧሽ, занумерованных натуральными 
числами. 
Определение 16. Вектор ݔҧ называется пределом последователь-

ности векторов ሼݔҧሽ: ݔҧ ൌ lim௫՜ஶ -ҧ, если для любого положительноݔ
го числа ߝ найдется такой номер ܰ, что для всех ݊  ܰ справедливо 
,ҧݔሺߩ ҧሻݔ ൏ ҧݔ ,или, что то же самое ߝ א ఌܱሺݔҧሻ. 
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Понятия последовательности векторов и ее предела обобщают вве-
денные ранее аналогичные понятия для чисел. 
Пример 14. Рассмотрим последовательность двумерных векторов 

ሼݔҧሽ, где ݔҧ ൌ ቀଵ

, ଵ

ቁ для ݇ ൌ 1, 2, …. Докажем, что lim௫՜ஶ ҧݔ ൌ ሺ0, 0ሻ. 

Действительно, для произвольного ߝ  0 возьмем натуральное 

число ܰ, удовлетворяющее ܰ  √ଶ
ఌ

. Если ݊  ܰ, то расстояние между 
точками ݔ и ሺ0, 0ሻ удовлетворяет условию ߩ൫ݔ, ሺ0, 0ሻ൯ ൌ 

ൌ ටቀଵ

െ 0ቁ

ଶ
 ቀଵ


െ 0ቁ

ଶ
ൌ √ଶ


൏ √ଶ

ே
൏ √ଶ

√మ
ഄ

ൌ  .ߝ

Значит, ݔ א ఌܱ൫ሺ0, 0ሻ൯. Таким образом, по определению 16 
lim௫՜ஶ ҧݔ ൌ ሺ0, 0ሻ. 
Определение 17. Пусть функция ݂ሺݔሻ определена на множестве 

ܦ ؿ ܴ, ݔ — предельная точка множества ܦ. Говорят, что число ܣ 
является пределом функции ݂ሺݔሻ при стремлении ݔ к ݔ, если для 
любой последовательности точек ሼݔሽ множества ܦ, отличных от ݔ, 
такой, что lim՜ஶ ݔ ൌ -ሻሽ сходитݔ последовательность чисел ሼ݂ሺݔ
ся к ܣ  lim՜ஶ ݂ሺݔሻ  ൌ  .ܣ

Аналогично случаю функции одной переменной для пределов 
функций нескольких переменных справедливы соответствующие тео-
ремы о пределах суммы, разности, произведения и частного. 

Следующие примеры иллюстрируют понятие передела функции 
нескольких переменных. 
Пример 15. Рассмотрим функцию двух переменных ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ   ଶݕ

и точку ሺ0, 0ሻ. Докажем, что limሺ௫,௬ሻ՜ሺ,ሻ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 0. 
Для этого возьмем произвольное число ߝ  0 и найдем такое число 

ߜ  0, что из того, что ሺݔ, ሻݕ א ఌܷሺ0, 0ሻ  (12) 
следует |݂ሺݔ, |ሻݕ ൌ ଶݔ  ଶݕ ൏  (13) . ߝ

Условие (12) можно записать в виде ߩ൫ሺݔ, ,ሻݕ ሺ0, 0ሻ൯ ൌ ඥݔଶ  ଶݕ ൏  .ߝ
Взяв ߜ ൌ -получим, что (13) выполняется, т. е. доказываемое ут ,ߝ√

верждение верно. 
Пример 16. Рассмотрим функцию двух переменных  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ௫௬
௫మା௬మ

. 
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Функция ݂ሺݔ, ܦ ሻ определена на множествеݕ ൌ ܴଶሼሺ0, 0ሻሽ. Точка 
ሺ0, 0ሻ является, очевидно, предельной точкой множества ܦ. Докажем, 
что не существует limሺ௫,௬ሻ՜ሺ,ሻ ݂ሺݔ,  .ሻݕ

Для этого рассмотрим последовательность точек ቄቀଵ

, ଵ

ቁቅ , 

݇ ൌ 1, 2, … Тогда (см. пример 14) lim՜ஶ ቀ
ଵ

, ଵ

ቁ ൌ ሺ0, 0ሻ. Точки ቀଵ


, ଵ

ቁ, 

при ݇ ൌ 1, 2, … лежат на прямой ݕ ൌ  .ݔ

 
Рис. 6.12 

Вычислим ݂ ቀଵ

, ଵ

ቁ ൌ

భ
ೖ.
భ
ೖ

ቀభೖቁ
మ
ାቀభೖቁ

మ ൌ
ଵ
ଶ
, значит, lim՜ஶ ቀ

ଵ

, ଵ

ቁ ൌ ଵ

ଶ
. 

Рассмотрим другую последовательность точек ቄቀ ଵ

, ଶ

ቁቅ, при 

݉ ൌ 1, 2, …, лежат на прямой ݕ ൌ  Так же, как в примере 14, можно .ݔ2
доказать, что lim՜ஶ ቀ

ଵ

, ଶ

ቁ ൌ ሺ0, 0ሻ. Вычислим ݂ ቀଵ


, ଶ

ቁ ൌ 

ൌ
భ
.

మ


ቀ భቁ
మ
ାቀ మቁ

మ ൌ
ଶ
ହ
, значит lim՜ஶ ቀ

ଵ

, ଶ

ቁ ൌ ଶ

ହ
. 

Из определения 17 следует, что limሺ௫,௬ሻ՜ሺ,ሻ ݂ሺݔ,  ,ሻ не существуетݕ
т. к. для различных последовательностей точек из ܦ, сходящихся к 
ሺ0, 0ሻ, соответствующие последовательности значений функции име-
ют разные пределы. 
Определение 18. Пусть функция ݂ определена на множестве 

ܦ ؿ ܴ, ݔ — предельная точка множества ܦ. Если lim௫՜௫బ ݂ሺݔሻ ൌ 0, 
то функция ݂ называется бесконечно малой в точке ݔ.  
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Следующая теорема устанавливает свойства бесконечно малых 
функций. Приведем ее без доказательства. 
Теорема 1. Сумма и произведение конечного числа функций беско-

нечно малых в точке ݔ, а также произведение бесконечно малой в ݔ 
на ограниченную в окрестности ݔ функцию являются функциями 
бесконечно малыми в ݔ. 

С понятием предела тесно связано понятие непрерывности функ-
ции. 
Определение 19. Пусть функция ݂ определена на множестве 

ܦ ؿ ܴ, ݔ — предельная точка множества ܦ, ݔ א -Функция ݂ на .ܦ
зывается непрерывной в точке ݔ, если существует предел функции в 
: lim௫՜௫బݔ , равный значению функции вݔ ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ. (14) 

Равенство (14) означает, что взяв точку ݔ א  достаточно близкую ܦ
к ݔ, можно получить значение функции ݂ሺݔሻ, сколь угодно близкое к 
значению ݂ሺݔሻ, т. е. сделать разность ݂ሺݔሻ െ  ݂ሺݔሻ сколь угодно ма-
лой. 

Совершенно аналогично случаю функции одной переменной мож-
но доказать, что если функции нескольких переменных ݂ и ݃ непре-
рывны в точке ݔ, то функции ݂  ݃, ܿ · ݂ ൫где ܿ —число൯, ݂ · ݃, а 

если ݃ሺݔሻ ് 0, то и  


, также непрерывны в точке ݔ. 

В главе 1 были перечислены элементарные функции одной пере-
менной. С помощью этих функций, а также конечного числа операций 
сложения, умножения, деления и суперпозиции из переменных 
,ଵݔ … ,   можно составить функцию ݊ переменных. Образованные такݔ
функции ݊ переменных также будем называть элементарными. 
Пример 17. Рассмотрим функцию двух переменных ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  и ݕݔ

функцию одной переменной ݃ሺݐሻ ൌ sin  Функция двух переменных .ݐ
,ݔሺܨ являющаяся суперпозицией ݃ ￮ ݂, имеет вид ,ܨ ሻݕ ൌ sinሺݕݔሻ. 

Следующую теорему, обобщающую теорему на случай функции 
нескольких переменных, приведем без доказательства. 
Теорема 2. Всякая элементарная функция нескольких переменных 

непрерывна в каждой точке своей области определения. 
Определение 20. Функция нескольких переменных называется не-

прерывной на множестве ܥ ؿ ܴ, если она непрерывна в каждой точ-
ке множества ܥ. 
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Следующая теорема является обобщением теоремы Вейерштрасса 
на случай функции нескольких переменных. Приведем эту теорему 
без доказательства. 
Теорема 3. Всякая функция, непрерывная на замкнутом ограни-

ченном множестве, принимает на нем наибольшее и наименьшее 
значения. 
Теорема 4 (без доказательства). Пусть функция ݂ определена в 

некоторой окрестности точки ݔ א ܴ и непрерывна в точке ݔ.  
Если ݂ሺݔሻ  0ሾ݂ሺݔሻ ൏ 0ሿ, то существует такая ఌܱሺݔሻ— 
ሻݔ, что ݂ሺݔ окрестность точки-ߝ  0ሺ݂ሺݔሻ ൏ 0ሻ для всех  
ݔ א ఌܱሺݔሻ. 

Иными словами, если непрерывная в точке функция принимает в 
этой точке положительное или отрицательное значение, то она при-
нимает значения того же знака во всех точках, достаточно близких к 
данной. 

§ 3. óÄëíçõÖ èêéàáÇéÑçõÖ  
îìçäñàà çÖëäéãúäàï èÖêÖåÖççõï 

Определение 21. Пусть функция ݂ задана в некоторой окрестности 
точки ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ሻ из пространства ܴ. Зафиксируем значенияݔ
переменных ݔଶ, … , ଶݔ :ݔ ൌ ,ଶݔ  … , ݔ ൌ  .ݔ

Получим функцию одной переменной ݃ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  .ሻݔ
Если существует производная ݃ሺݔଵሻ в точке ݔଵ, то она называется 

частной производной функции ݂ в точке ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ሻ по переменнойݔ
ଵ и обозначается డݔ

డ௫భ
ሺݔଵ, … , ሻ или ௫݂భݔ

ᇱ ሺݔଵ, … ,  .ሻݔ
Таким образом, вспомнив определение производной функции од-

ной переменной, можно написать: 
డ
డ௫భ

ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ lim∆௫՜
൫௫భబା∆௫భ,௫మబ,…,௫బ൯ି൫௫భబ,௫మబ,…,௫బ൯

∆௫భ
.   (15) 

Аналогично можно определить частные производные функции в 
точке по переменным ݔଶ, … ,  .ݔ

Из определения частной производной как обычной производной, 
при условии, что переменные, кроме одной (по которой берется про-
изводная), фиксированы, следует, что при вычислении частных про-
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изводных можно пользоваться правилами вычисления производных 
функций одной переменной. 
Пример 18. Вычислим частные производные линейной функции. 

݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ሻݔ ൌ ܽଵݔଵ  ܽଶݔଶ  ڮ ܽݔ, где ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ — посто-
янные. డ

డ௫భ
ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ሻݔ ൌ ሺܽଵݔଵ  ܽଶݔଶ  ڮ ܽݔሻ௫భ

ᇱ ൌ ሺܽଵݔଵሻ௫భ
ᇱ 

ሺܽଶݔଶሻ௫భ
ᇱ  ڮ ሺܽݔሻ௫భ

ᇱ . 
При вычислении డ

డ௫భ
ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ሻ мы считаем переменныеݔ

ሺݔଶ, … , ଶሻ௫భݔሻ постоянными, поэтому ሺܽଶݔ
ᇱ ൌ ڮ ൌ ሺܽݔሻ௫భ

ᇱ ൌ 0. То-
гда డ

డ௫భ
ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ሻݔ ൌ ሺܽଵݔଵሻ௫భ

ᇱ ൌ ܽଵ. Аналогично можно получить, 

что డ
డ௫

ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ሻݔ ൌ ܽ при ݅ ൌ 2,… , ݊. 
Пример 19. Вычислим частные производные функции двух пере-

менных ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ௫௬
௫ା௬

. డ
డ௫
ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ௫௬ሻೣᇲ ·ሺ௫ା௬ሻି௫௬·ሺ௫ା௬ሻೣᇲ

ሺ௫ା௬ሻమ
ൌ ௬ሺ௫ା௬ሻି௫௬

ሺ௫ା௬ሻమ
ൌ 

ൌ ௬మ

ሺ௫ା௬ሻమ
.  

При вычислении частной производной డ
డ௫
ሺݔ, -ሻ мы считаем переݕ

менную ݕ постоянной. 
Аналогично можно вычислить частную производную డ

డ௬
ሺݔ,  :ሻݕ

డ
డ௬
ሺݔ, ሻݕ ൌ

ሺ௫௬ሻᇲ ·ሺ௫ା௬ሻି௫௬·ሺ௫ା௬ሻᇲ

ሺ௫ା௬ሻమ
ൌ ௫ሺ௫ା௬ሻି௫௬

ሺ௫ା௬ሻమ
ൌ ௫మ

ሺ௫ା௬ሻమ
 (ввиду симметрии 

достаточно поменять местами x и y в ответе для డ
డ௫
ሺݔ,  .ሻሻݕ

Рассмотрим функцию ݊ переменных ݂ሺݔଵ, … ,  ,ሻ. Предположимݔ
что для любой точки ݔ ൌ ሺݔଵ, … , -вхо ,ܥ ሻ из некоторого множестваݔ
дящего в область определения функции ݂, существует частная произ-
водная డ

డ௫
ሺݔଵ, … , ሻ, тогда можно говорить о డݔ

డ௫
 как о функции ݊ пе-

ременных, определенной на ܥ, и исследовать ее свойства. В частно-
сти, можно говорить о частных производных функции డ

డ௫
ሺݔଵ, … ,  .ሻݔ

Определение 22. Пусть частная производная డ
డ௫

 определена в не-

которой окрестности точки ݔ ൌ ሺݔଵ, … ,  ሻ. Если существуетݔ
డ
డ௫ೕ

ቀడ
డ௫
ቁ — частная производная функции డ

డ௫
 по переменной ݔ в точ-

ке ݔ, то она называется частной производной второго порядка 
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функции ݂ в этой точке и обозначается డమ
డ௫ೕడ௫

ሺݔଵ, … ,   ,ሻݔ

или  ௫݂௫ೕ
ᇱᇱ ሺݔଵ, … ,  .ሻݔ

Если ݅ ൌ ݆, то частная производная второго порядка обозначается 
డమ
డ௫

మ ሺݔଵ, … , ,ሻݔ или  ௫݂మ
ᇱᇱ ሺݔଵ, … ,  .ሻݔ

Если ݅ ് ݆, то частные производные второго порядка называются 
смешанными. 
Пример 20. Вычислим частные производные второго порядка 

функции ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ௫௬
௫ା௬

. 

Используя результаты предыдущего примера, получим డ
మ

డ௫మ
ሺݔ, ሻݕ ൌ 

ൌ డ
డ௫
ቀ ௬మ

ሺ௫ା௬ሻమ
ቁ ൌ ଶݕ డ

డ௫
ሺሺݔ  ሻିଶሻݕ ൌ ݔଶሺെ2ሻሺݕ  ሻିଷݕ ൌ െ ଶ௬మ

ሺ௫ା௬ሻయ
; 

డమ
డ௫డ௬

ሺݔ, ሻݕ ൌ డ
డ௬
ቀ ௬మ

ሺ௫ା௬ሻమ
ቁ ൌ

൫௬మ൯
ᇲ ሺ௫ା௬ሻమି௬మ൫ሺ௫ା௬ሻమ൯

ᇲ

ሺ௫ା௬ሻర
ൌ ଶ௬ሺ௫ା௬ሻమି௬మሺ௫ା௬ሻ

ሺ௫ା௬ሻర
ൌ 

ൌ ଶ௫௬
ሺ௫ା௬ሻయ

; డ
మ

డ௬డ௫
ൌ డ

డ௫
ቀ ௫మ

ሺ௫ା௬ሻమ
ቁ. 

Вычисляя, как выше, получим, что డ
మ

డ௬డ௫
ൌ ଶ௫௬

ሺ௫ା௬ሻయ
. 

В нашем примере смешанные производные оказались равными, 
однако это не всегда верно. В следующей теореме сформулировано 
достаточное условие равенства смешанных производных. Приведем 
ее без доказательства. 
Теорема 5. Пусть функция двух переменных ݂ሺݔ,  ሻ определенаݕ

вместе со своими частными производными డ
డ௫
, డ
డ௬
, డ

మ
డ௫డ௬

, డ
మ

డ௬డ௫
 в неко-

торой окрестности точки ሺݔ,  ሻ, причем частные производныеݕ
второго порядка డమ

డ௫డ௬
, డ

మ
డ௬డ௫

 непрерывны в ሺݔ,  ሻ, тогдаݕ
డమ
డ௫డ௬

ሺݔ, ሻݕ ൌ డమ
డ௬డ௫

ሺݔ,  .ሻݕ
Аналогичным образом можно ввести понятие частных производ-

ных более высоких порядков, например, частная производная третье-

го порядка функции ݊ переменных ݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  :ሻݔ
డ
డ௫

൬ డమ
డ௫ೕడ௫ೖ

൰ ൌ 

ൌ డయ
డ௫డ௫ೕడ௫ೖ

. 
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Если хотя бы две переменные из числа тех, по которым берется ча-
стная производная, различны, то частная производная называется 
смешанной. 
Пример 21. Рассмотрим функцию трех переменных ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 

ൌ ݕݔ2  ଶݔ െ ଶݖݕݔ3  -Вычислим смешанные частные производ .ݖଷݕ
ные третьего порядка 

 డయ
డ௫డ௬డ௭

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ డ
డ௫
ቆ డ
డ௬
൬ డ
డ௭
ሺݔ, ,ݕ ሻ൰ቇݖ ൌ డ

డ௫
ቆ డ
డ௬
ሺെ6ݖݕݔ  ଷሻቇݕ ൌ    

 ൌ డ
డ௫
ሺെ6ݖݔ  ଶሻݕ3 ൌ െ6ݖ; 

డయ
డ௫మడ௭

ൌ డ
డ௫
ቆ డ
డ௫
൬ డ
డ௭
ሺݔ, ,ݕ ሻ൰ቇݖ ൌ డ

డ௫
൬ డ
డ௫
ሺെ6ݖݕݔ  ଷሻ൰ݕ ൌ డ

డ௫
ሺെ6ݖݕሻ ൌ 0.  

Опираясь на теорему 5, можно сказать, что если ݕ функции ݊ пере-
менных смешанные частные производные n-го порядка непрерывны в 
некоторой точке, то они не зависят от порядка их вычисления. Пока-
жем это на примере функции трех переменных ݂ሺݔ, ,ݕ  ,ሻ. Докажемݖ

что డయ
డ௫డ௬డ௭

ൌ డయ
డ௭డ௫డ௬

. 
Действительно, по определению производной третьего порядка и 

теореме 5, имеем:  

 డయ
డ௫డ௬డ௭

ൌ డ
డ௫
ቀ డ

మ
డ௬డ௭

ቁ ൌ డ
డ௫
ቀ డ

మ
డ௭డ௬

ቁ ൌ డ
డ௫
ቆ డ
డ௭
ቀ డ
డ௬
ቁቇ ൌ డ

డ௭
ቆ డ
డ௫
ቀ డ
డ௬
ቁቇ ൌ  

 ൌ డ
డ௭
ቀ డమ
డ௫డ௬

ቁ ൌ డయ
డ௭డ௫డ௬

. 
Условие непрерывности смешанных производных в сформулиро-

ванной теореме нельзя опустить: при нарушении этого условия сме-
шанные частные производные могут отличаться. 
Пример 22. Покажем, что частные производные второго порядка 

функции двух переменных ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ൝ݕݔ 
௫మି௬మ

௫మା௬మ
, ଶݔ  ଶݕ ് 0;

0, ݔ ൌ ݕ ൌ 0,
 различ-

ны в точке (0, 0). 
Найдем частные производные первого порядка:  

 ௫݂ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ ൝ݕ ቀ
௫మି௬మ

௫మା௬మ
 ସ௫మ௬మ

ሺ௫మା௬మሻమ
ቁ , ଶݔ  ଶݕ ് 0; 

 0, ݔ ൌ ݕ ൌ 0,
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 ௬݂ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ ൝ݔ ቀ
௫మି௬మ

௫మା௬మ
െ ସ௫మ௬మ

ሺ௫మା௬మሻమ
ቁ , ଶݔ  ଶݕ ് 0; 

 0, ݔ ൌ ݕ ൌ 0.
 

При ݕ ് 0 имеем ௫݂ᇱሺ0, ሻݕ ൌ െݕ, откуда  

௫݂௬
ᇱᇱ ሺ0,0ሻ ൌ lim௬՜

ೣᇲሺ,௬ሻିೣᇲሺ,ሻ
௬

ൌ െ1. 

Аналогично ௬݂
ᇱሺݔ, 0ሻ ൌ ,ݔ при ݔ ് 0, и поэтому ௬݂௫

ᇱᇱ ሺ0,0ሻ ൌ 

ൌ lim௫՜
ᇲሺ௫,ሻିᇲሺ,ሻ

௫
ൌ 1. 

Следовательно, ௫݂௬
ᇱᇱ ሺ0, 0ሻ ് ௬݂௫

ᇱᇱ ሺ0, 0ሻ, что связано с нарушением ус-
ловия непрерывности смешанных производных в точке (0, 0). Разрыв 
смешанных производных вытекает из теоремы 5, согласно которой  
в случае непрерывности смешанных производных в точке (0, 0) они  
в данной точке совпадали бы. Но в этом можно убедиться и непосред-
ственно. Действительно, в области ݔଶ  ଶݕ ് 0 функции ௫݂

ᇱ и ௬݂
ᇱ име-

ют непрерывные частные производные первого порядка по перемен-
ным ݕ и ݔ, которые равны между собой:  

 ௫݂௬ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ ൌ
௫మି௬మ

௫మା௬మ
ቀ1  ଼௫మ௬మ

ሺ௫మା௬మሻమ
ቁ ൌ ௬݂௫

ᇱᇱ . 

Однако, например, при ݕ ൌ ,ݔ݇ ݔ ് 0, имеем ௫݂௬
ᇱᇱ ሺݔ, ሻݔ݇ ൌ 

ൌ ଵିమ

ଵାమ
ቀ1  ଼మ

ሺଵାమሻమ
ቁ, и предел этой производной при ݔ ՜ 0 зависит от 

݇, т. е. ௫݂௬ᇱᇱ  является функцией, разрывной в точке (0, 0). 

§ 4. ÑàîîÖêÖçñàêìÖåéëíú îìçäñàâ çÖëäéãúäàï 

èÖêÖåÖççõï. èéãçõâ ÑàîîÖêÖçñàÄã 

В главе 3 было введено понятие дифференциала функции одной 
переменной и свойство дифференцируемости функции. Введем ана-
логичные понятия для функции нескольких переменных. 

Рассмотрим сначала случай функции двух переменных. Пусть 
функция ݂ሺݔ, ܯ ሻ определена в некоторой окрестности точкиݕ ൌ 
ൌ ሺݔ, ܯ ሻ. Рассмотрим точкуݕ ൌ ሺݔ, -ሻ из этой окрестности. Обоݕ
значим ∆ݔ ൌ ݔ െ ,ݔ ݕ∆ ൌ ݕ െ  ܯ до ܯ .Тогда расстояние от точкиݕ
(рис. 6.13) равно ߩሺܯ,ܯሻ ൌ ඥ∆ݔଶ   .ଶݕ∆



— 292 — 

 
Рис. 6.13 

Обозначим ∆݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺݔ  ,ݔ∆ ݕ  ሻݕ∆ െ ݂ሺݔ,  .ሻݕ
Определение 23. Величину ∆݂ሺݔ, -ሻ называют полным прираݕ

щением функции в точке ሺݔ,  .ሻݕ
Определение 24. Функция ݂ሺݔ,  ሻ называется дифференцируемой вݕ

точке ሺݔ,  такие, что ܤ и ܣ ሻ, если существуют два числаݕ
∆݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܣ · ݔ∆  ܤ · ݕ∆  ,ݔ∆ሺߙ ଶݔ∆ሻඥݕ∆   ଶ,  (16)ݕ∆
где функция ߙሺ∆ݔ, ,ሻ — бесконечно малая в точке ሺ0ݕ∆ 0ሻ, т. е. 
limሺ∆௫,∆௬ሻ՜ሺ,ሻ ,ݔ∆ሺߙ ሻݕ∆ ൌ 0. (17) 

Заметим, что поскольку limሺ∆௫,∆௬ሻ՜ሺ,ሻ ඥ∆ݔଶ  ଶݕ∆ ൌ 0, то и пре-
дел произведения также равен нулю limሺ∆௫,∆௬ሻ՜ሺ,ሻ ,ݔ∆ሺߙ ሻݕ∆ ·
ඥ∆ݔଶ  ଶݕ∆ ൌ 0. 
Теорема 6. Если функция ݂ሺݔ,  ሻ дифференцируема в точкеݕ

ሺݔ, ,ݔሻ, то она непрерывна в точке ሺݕ  .ሻݕ
Доказательство. Поскольку функция ݂ሺݔ,  ሻ дифференцируема вݕ

точке ሺݔ,   ሻ, тоݕ
∆݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܣ · ݔ∆  ܤ · ݕ∆  ,ݔ∆ሺߙ ଶݔ∆ሻඥݕ∆    .ଶݕ∆
Тогда предел limሺ∆௫,∆௬ሻ՜ሺ,ሻ ∆݂ሺݔ, ሻݕ ൌ lim

ሺ∆௫,∆௬ሻ՜ሺ,ሻ
ܣ  · ݔ∆  ܤ ·

ݕ∆  ,ݔ∆ሺߙ ଶݔ∆ሻඥݕ∆   .ଶݕ∆
Из свойств пределов следует, что lim

ሺ∆௫,∆௬ሻ՜ሺ,ሻ
 ݂ሺݔ  ,ݔ∆ ݕ  ሻݕ∆ ൌ 

ൌ  ݂ሺݔ, -ሻ. Это и означает по определению, что функция ݂ непреݕ
рывна в точке ሺݔ,  .ሻݕ
Определение 25. Пусть функция ݂ሺݔ,  ሻ дифференцируема в точкеݕ

ሺݔ, ܣ ሻ, тогдаݕ · ݔ∆  ܤ ·  и ݔ∆ линейная функция переменных — ݕ∆
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,ݔназывается полным дифференциалом функции ݂ в точке ሺ ݕ∆  ሻ иݕ
обозначается ݂݀ሺݔ, ሻݕ ൌ ܣ  · ݔ∆  ܤ ·  (18) .ݕ∆

Вместо приращений ∆ݔ и ∆ݕ, как и в случае функции одной пере-
менной, употребляют обозначения ݀ݔ и ݀(18) .ݕ записывают в виде 
݂݀ሺݔ, ሻݕ ൌ ܣ  · ݔ݀  ܤ ·  .ݕ݀

Для случая функции одной переменной было установлено, что 
дифференцируемость функции в точке равносильна существованию 
конечной производной функции в этой точке. Следующие две теоре-
мы устанавливают соотношение между дифференцируемостью и су-
ществованием частных производных для функций двух переменных. 
Теорема 7 (необходимое условие дифференцируемости). Если 

функция ݂ሺݔ, ,ݔሻ дифференцируема в точке ሺݕ ,ݔሻ и ݂݀ሺݕ ሻݕ ൌ 
ൌ ܣ  · ݔ݀  ܤ ·  ее полный дифференциал в этой точке, то в — ݕ݀
точке ሺݔ, ,ݔሻ существуют частные производные функции ݂ሺݕ  ,ሻݕ
при этом ܣ ൌ డ

డ௫
ሺݔ, ,ሻݕ ܤ ൌ డ

డ௬
ሺݔ,  .ሻݕ

Доказательство. Возьмем точку ሺݔ,  ሻ из области определенияݕ
функции ݂, отличную от ሺݔ,  ݂ ሻ. Полное приращение функцииݕ
можно представить в виде: 
∆݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ∆ܣ  ݕ∆ܤ  ,ݔ∆ሺߙ ଶݔ∆ሻඥݕ∆   .ଶݕ∆
Пусть ∆ݕ ൌ 0. В этом случае ∆ݔ ് 0, поскольку точка ሺݔ, -ሻ отличݕ

на от ሺݔ,  .ሻݕ
Тогда ∆݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ∆ܣ  ,ݔ∆ሺߙ  0ሻ|∆ݔ|. 
Отсюда следует, что ∆൫௫

బ,௬బ൯
∆௫

ൌ ܣ  ,ݔ∆ሺߙ 0ሻ |∆௫|
∆௫

. (19) 

Переходя в (19) к пределу при ∆ݔ ՜ 0, получим lim∆௫՜
∆൫௫బ,௬బ൯

∆௫
ൌ

ൌ ܣ  lim∆௫՜ ,ݔ∆ሺߙ 0ሻ
|∆௫|
∆௫

. (20) 
Докажем, что предел в правой части (20) равен нулю. Действитель-

но, функция ߚሺ∆ݔሻ ൌ ,ݔ∆ሺߙ  0ሻ — бесконечно малая в точке ∆ݔ ൌ 0, 
функция ݃ሺ∆ݔሻ ൌ |∆௫|

∆௫
 ограничена в любой проколотой окрестности 

ݔ∆ ൌ 0 (т. к. |݃ሺ∆ݔሻ| ൌ 1 для всех ∆ݔ ് 0). 
Из свойств бесконечно малых функций следует, что 

lim∆௫՜ ,ݔ∆ሺߙ 0ሻ
|∆௫|
∆௫

ൌ 0. 
Следовательно, существует конечный предел в левой части (24), 

тем самым мы доказали, что существует частная производная функ-
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ции ݂ሺݔ, ,ݔв точке ሺ ݔ ሻ по переменнойݕ ሻ, причем డݕ
డ௫
ሺݔ, ሻݕ ൌ 

ൌ lim
∆௫՜

∆൫௫బ,௬బ൯
∆௫

ൌ  .ܣ
Аналогичным образом, полагая ∆ݔ ൌ 0, получим, что существует 

производная డ
డ௬
ሺݔ, ሻݕ ൌ  .ܤ

Таким образом, теорема 7 устанавливает формулу ߲݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 
ൌ డ

డ௫
ሺݔ, ݔሻ݀ݕ  డ

డ௬
ሺݔ,  (21) .ݕሻ݀ݕ

Замечание 3. В отличие от случая функции одной переменной, 
существования частных производных, вообще говоря, не достаточно 
для дифференцируемости функции нескольких переменных. Этот 
факт доказывает следующий пример. 

Пример 23. Рассмотрим функцию ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ቊ
௫௬

௫మା௬మ
, при ሺݔ, ሻݕ ് 0;

0, при ሺݔ, ሻݕ ൌ 0.
 

Как было установлено (см. пример 16), не существует 
limሺ௫,௬ሻ՜ሺ,ሻ

௫௬
௫మା௬మ

. 

Следовательно, функция ݂ሺݔ,  ሻ не является непрерывной в точкеݕ
(0; 0). Тогда по теореме 6 функция ݂ሺݔ, -ሻ не дифференцируема в точݕ
ке ሺ0, 0ሻ. 

Однако частные производные этой функции существуют в любой 
точке ሺݔ, ሻݕ א ܴ. Действительно, для ሺݔ, ሻݕ ് ሺ0,0ሻ డ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ ൌ 

ൌ ௬యି௬௫మ

ሺ௫మା௬మሻమ
;  డ
డ௬
ሺݔ, ሻݕ ൌ ௫యି௫௬మ

ሺ௫మା௬మሻమ
. 

Вычислим డ
డ௫
ሺ0, 0ሻ. Для этого положим ݕ ൌ 0 и рассмотрим функ-

цию одной переменной ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ, 0ሻ. Ясно, что ݃ሺݔሻ ൌ 0 для всех 
ݔ א ܴଶ. Значит существует производная ݃ᇱሺݔሻ, причем ݃ᇱሺݔሻ ൌ 
ൌ డ

డ௫
ሺݔ, 0ሻ ൌ 0 для всех ݔ א ܴଶ. В частности, డ

డ௫
ሺ0, 0ሻ ൌ 0.  

Совершенно аналогично устанавливаем, что существует частная 
производная функции ݂ሺݔ, ,в точке ሺ0  ݕ ሻ по переменнойݕ 0ሻ: 
డ
డ௫
ሺ0, 0ሻ ൌ 0.  
Таким образом, мы установили, что для функции нескольких пере-

менных из существования частных производных в точке не следует 
дифференцируемость функции в этой точке. 
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Следующая теорема устанавливает достаточное условие для диф-
ференцируемости функции двух переменных. 
Теорема 8 (достаточное условие дифференцируемости). Пусть 

функция ݂ሺݔ, ,ݔሻ в некоторой окрестности точки ሺݕ -ሻ имеет чаݕ
стные производные డ

డ௫
ሺݔ, ሻ и డݕ

డ௬
ሺݔ, ,ݔሻ, непрерывные в точке ሺݕ  .ሻݕ

Тогда функция ݂ дифференцируема в точке ሺݔ,  .ሻݕ
Доказательство. Пусть ఌܱሺݔ, ,ݔሻ — окрестность точки ሺݕ  ሻ, вݕ

которой функция ݂ሺݔ,  ሻ имеет частные производные. Выберемݕ
ᇞ  и ݔ ᇞ ݔтак, чтобы ሺ ݕ ᇞ ,ݔ ݕ ᇞ ,ݔሻ принадлежало ఌܱሺݕ  .ሻݕ
Представим полное приращение функции ݂ሺݔ, ,ݔሻ в точке ሺݕ  ሻ вݕ
виде: 
ᇞ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺݔ ᇞ ,ݔ ݕ ᇞ ሻݕ െ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሾ݂ሺݔ ᇞ ,ݔ ݕ 

 ᇞ ሻݕ െ ݂ሺݔ, ݕ ᇞ ሻሿݕ  ሾ݂ሺݔ, ݕ ᇞ ሻݕ െ ݂ሺݔ,  ሻሿ). (22)ݕ
Выражения в квадратных скобках являются приращениями функ-

ции ݂ только по одной переменной, при этом другая переменная  
фиксирована. Так, ሾ݂ሺݔ ᇞ ,ݔ ݕ ᇞ ሻݕ െ ݂ሺݔ, ݕ ᇞ -ሻሿ — прираݕ
щение функции ݂ሺݔ, ݕ ᇞ  . Неݔ в точке ݔ ሻ одной переменнойݔ
трудно проверить, что для этой функции выполняются условия тео-
ремы Лагранжа на отрезке ሾݔ, ݔ ᇞ   ሿ. Тогда существует точкаݔ
ܿ א ሺݔ, ݔ ᇞ  ሻ такая, чтоݔ
݂ሺݔ ᇞ ,ݔ ݕ ᇞ ሻݕ െ ݂ሺݔ, ݕ ᇞ ሻݕ ൌ డ

డ௫
ሺܿ, ݕ ᇞ ሻݕ ᇞ  .ݔ

Точку ܥ можно представить в виде ܿ ൌ ଵߠݔ ᇞ ଵߠ где ,ݔ א ሺ0,1ሻ, 
Таким образом, имеем ݂ሺݔ ᇞ ,ݔ ݕ ᇞ ሻݕ െ ݂ሺݔ, ݕ ᇞ ሻݕ ൌ 
ൌ డ

డ௫
ሺݔ  ଵߠ ᇞ ,ݔ ݕ ᇞ ሻݕ ᇞ ଵߠ где ,ݔ א ሺ0,1ሻ. 

Аналогично получим: ݂ሺݔ, ݕ ᇞ ሻݕ െ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ డ
డ௬
ሺݔ, ݕ  

ߠଶ,ᇞ ሻݕ ᇞ ଶߠ где ,ݕ א ሺ0,1ሻ. Тогда 22 можно записать в виде:  
 ᇞ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ   డ

డ௫
ሺݔ  ଵߠ ᇞ ,ݔ ݕ ᇞ ሻݕ ᇞ ݔ    

 డ
డ௬
ሺݔ, ݕ  ଶ,ᇞߠ ሻݕ ᇞ  (23)  ,ݕ

где  ߠଵ א ሺ0,1ሻ, ଶߠ  א ሺ0,1ሻ.  
Поскольку функции డ

డ௫
ሺݔ,  ሻиݕ డ

డ௬
ሺݔ, ,ݔሻ непрерывны в точке ሺݕ  ሻݕ

limሺᇞ௫,ᇞ௬ሻ՜ሺ,ሻ
డ
డ௫
ሺݔ  ଵߠ ᇞ ,ݔ ݕ ᇞ ሻݕ ൌ డ

డ௫
ሺݔ,  ሻ. (24)ݕ

limሺᇞ௫,ᇞ௬ሻ՜ሺ,ሻ
డ
డ௬
ሺݔ, ݕ  ଶߠ ᇞ ሻݕ ൌ డ

డ௬
ሺݔ,  ሻ. (25)ݕ
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Равенства (24) и (25) можно записать в виде (26) и (27) соответст-
венно: 

డ
డ௫
ሺݔ  ଵߠ ᇞ ,ݔ ݕ ᇞ ሻݕ ൌ డ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ  ଵሺᇞߝ ᇞ,ݔ  ሻ. (26)ݕ

 
డ
డ௬
ሺݔ, ݕ  ଶ,ᇞߠ ሻݕ ൌ డ

డ௬
ሺݔ, ሻݕ  ଶሺᇞߝ ᇞ,ݔ  ሻ, (27)ݕ

где функции ߝଵሺᇞ ᇞ,ݔ ଶሺᇞߝ и (ݕ ᇞ,ݔ  ሻ — бесконечно малые в точкеݕ
ሺ0, 0ሻ, причем ߝଵሺ0, 0ሻ ൌ ,ଶሺ0ߝ 0ሻ ൌ 0. Тогда (23) можно записать в виде 
ᇞ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ డ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ ᇞ ݔ  ଵሺᇞߝ ᇞ,ݔ ሻݕ ᇞ ݔ  డ

డ௬
ሺݔ, ሻݕ ᇞ ݕ 

ߝଶሺᇞ ᇞ,ݔ ሻ ݕ ᇞ ݕ ൌ డ
 డ௫
ሺݔ, ሻݕ ᇞ ݔ  డ

డ௬
ሺݔ, ሻݕ ᇞ ݕ   (28) 

ሺߝଵሺᇞ ᇞ,ݔ ሻݕ ᇞ ݔ  ଶሺᇞߝ ᇞ,ݔ ሻݕ ᇞ  .ሻݕ
Если хотя бы одна из величин ᇞ или ᇞ ݔ -отлична от нуля, то вы ݕ

ражение  
ଵሺᇞߝ ᇞ,ݔ ሻݕ ᇞ ݔ  ଶሺᇞߝ ᇞ,ݔ ሻݕ ᇞ  :можно представить в виде ݕ

ඥᇞ ଶݔ ᇞ ଶݕ ൬ߝଵሺᇞ ᇞ,ݔ ሻݕ ᇞ௫
ඥᇞ௫మାᇞ௬మ

 ଶሺᇞߝ ᇞ,ݔ ሻݕ ᇞ௬
ඥᇞ௫మାᇞ௬మ

൰. (29) 

Обозначим функцию, стоящую в скобках, через ܽሺᇞ ᇞ,ݔ -ሻ. Замеݕ
тим, что  

 ฬ ᇞ௫
ඥᇞ௫మାᇞ௬మ

ฬ  1, ฬ ᇞ௬
ඥᇞ௫మାᇞ௬మ

ฬ  1. 

Тогда функция ܽሺᇞ ᇞ,ݔ   ሻ является бесконечно малой в точкеݕ
(0, 0), т. к. представляет собой сумму произведений бесконечно ма-
лых функций на ограниченные. Таким образом, приращение функции 
ᇞ ݂ሺݔ, ሻ можно записать в виде: ᇞݕ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ డ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ ᇞ ݔ 

 డ
డ௬
ሺݔ, ሻݕ ᇞ ݕ  ܽሺᇞ ᇞ,ݔ ሻඥᇞݕ ଶݔ ᇞ  .ଶݕ

А это означает дифференцируемость функции ݂ в точке ሺݔ,  .ሻݕ
Понятие дифференцируемости играет важную роль в исследовании 

функций нескольких переменных. В ряде теорем, устанавливающих 
те или иные свойства функций, условие дифференцируемости функ-
ции является необходимым. Однако проверка дифференцируемости 
функции, основанная на определении дифференцируемости, часто 
бывает затруднительна.  

Теорема 8 дает возможность свести проверку дифференцируемости 
функции в точке к установлению непрерывности частных производ-
ных в точке, что, как правило, проще. Так, например, если частные 
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производные функции являются элементарными функциями, то по 
теореме 1 они непрерывны и, следовательно, функция дифференци-
руема. 

Все определения и утверждения этого параграфа переносятся на 
случай функции ݂ሺݔଵ, … ,  .ሻ любого числа ݊ переменныхݔ

Пусть функция ݂ሺݔଵ, … ,  ሻ определена в некоторой окрестностиݔ
точки ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ሻݔ א ܴ. Тогда условие дифференцируемости 
функции в точке ݔ выглядит так: 

 ᇞ ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔଵ ᇞ ,ଵݔ … , ݔ ᇞ ሻݔ െ ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ ଵܣ ᇞ ଵݔ 
      … ݔܣ  ሺᇞߙ …,ଵݔ ,ᇞ ሻඥᇞݔ ଵଶݔ  ᇞڮ  , (30)ݔ
где ᇞ ሺ1ݔ  ݅  ݊ሻ таковы, что точка ሺݔଵ ᇞ ,ଵݔ … , ݔ ᇞ -ሻ принадݔ
лежит области определения функции; числа ܣ ൌ

డ
డ௫భ

ሺݔଵ, … ,  ሻ дляݔ

1  ݅  ݊; функция ߙሺᇞ ,ଵݔ … ,ᇞ  ሻ — бесконечно малая в точкеݔ
ሺ0, … ,0ሻ א ܴ. 

Линейная функция от ݊ переменных ᇞ …,ଵݔ ,ᇞ   ݔ
    డ
డ௫భ

ሺݔଵ, … , ሻݔ ᇞ ଵݔ  ڮ డ
డ௫

ሺݔଵ, … , ሻݔ ᇞ  ݔ

называется полным дифференциалом функции ݂ в точке ݔ и обозна-
чается ݂݀ሺݔଵ, … ,  .ሻݔ

Используя обозначение ݀ ݂ ൌᇞ  при 1ݔ  ݅  ݊, можно записать  
 ݂݀ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ

డ
డ௫భ

ሺݔଵ, … , ଵݔሻ݀ݔ  ڮ డ
డ௫

ሺݔଵ, … ,  .ݔሻ݀ݔ

Обозначим ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ ሺݔଵ ᇞ ,ଵݔ … , ݔ ᇞ  ሻ и запишемݔ
(30) в виде: 

 ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ  ଵݔሺܣ െ ሻݔ  ڮ ݔሺܣ െ ሻݔ  

 ߙሺݔଵ െ ,ଵݔ … , ݔ െ ݔሻඥሺݔ െ ଵሻଶݔ  ڮ ሺݔ െ  ሻଶ.  (31)ݔ
Таким образом, дифференцируемость функции ݂ሺݔଵ, … ,  ሻ в точкеݔ

  означает, что в достаточно малой окрестности этой точки функцияݔ
݂ሺݔଵ, … ,  ሻ «близка» к линейной функцииݔ

 ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൎ ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ  ଵݔሺܣ െ ሻݔ  ڮ ଵݔሺܣ െ  .ሻݔ
Пример 24. Вычислим приближенно величину 1, 03ଵ,ଽ଼. 
Рассмотрим для этого функцию двух переменных ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  ௬ иݔ

точку ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ1; 2ሻ. Нам требуется вычислить ݂ሺ1,03; 1,98ሻ.  
Положим ᇞ ݔ ൌ 1,03 െ 1 ൌ 0,03; ᇞ ݕ ൌ 1,98 െ 2 ൌ െ0,02.  
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Вычислим ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺ1, 2ሻ ൌ 1ଶ ൌ 1. Частные производные 
функции ݂ равны డ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ ൌ ,௬ିଵݔݕ డ

డ௬
ሺݔ, ሻݕ ൌ ௬ݔ ln  .ݔ

Частные производные непрерывны в точке ሺݔ,  ,ሻ, следовательноݕ
функция ݂ дифференцируема в ሺݔ,  ሻ. Это значит, чтоݕ
݂ሺ1,03; 1,98ሻ െ ݂ሺ1; 2ሻ ൌ డ

డ௫
ሺ1; 2ሻ · 0,03  డ

డ௬
ሺ1; 2ሻ · ሺെ0,02ሻ 

ߙሺ0,03;െ0,02ሻඥ0,03ଶ  ሺെ0,02ሻଶ. 
Пренебрегая последним слагаемым, получим приближенное равен-

ство ݂ሺ1,03; 1,98ሻ ൎ ݂ሺ1; 2ሻ  డ
డ௫
ሺ1; 2ሻ · 0,03  డ

డ௬
ሺ1; 2ሻ · ሺെ0,02ሻ ൌ 

ൌ 1  2 · 0,03  0 · ሺെ0,02ሻ ൌ 1,06.   

§ 5. ÑàîîÖêÖçñàêéÇÄçàÖ ëãéÜçéâ îìçäñàà 

Рассмотрим функцию двух переменных ݖ ൌ ݂ሺݔ,  ,ሻ. Предположимݕ
что переменные ݔ и ݕ сами являются функциями переменной ݐ: 
ݔ ൌ ݃ሺݐሻ, ݕ ൌ ݄ሺݐሻ. 

Тогда ݖ зависит от t следующим образом: ݖ ൌ ݂൫݃ሺݐሻ, ݄ሺݐሻ൯. 
Теорему 9 приведем без доказательства. 
Теорема 9. Пусть функции ݃ሺݐሻи ݄ሺݐሻ дифференцируемы в точке 

ݔ . Обозначимݐ ൌ ݃ሺݐሻ. Если функция двух переменных ݖ ൌ ݂ሺݔ,  ሻݕ
дифференцируема в точке ሺݔ, ݖ ሻ, то сложная функцияݕ ൌ 
ൌ ݂ሺ݃ሺݐሻ, ݄ሺݐሻሻ имеет в точке ݐ производную, которая вычисляется 
по формуле  ௗ௭

ௗ௧
ሺݐሻ ൌ డ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ ௗ

ௗ௧
ሺݐሻ  డ

డ௬
ሺݔ, ሻݕ ௗ

ௗ௧
ሺݐሻ,  (32)  

или в более короткой форме:  

 dz df d df dh
dt dx dt dy dt

g
ൌ  .  (33) 

Пример 25. Рассмотрим функцию ݖ ൌ ݕଶݔ  ݔ ସ, гдеݕݔ3 ൌ ݁ᇱ, 
ݕ ൌ sin Тогда по формуле (33) ௗ௭ .ݐ

ௗ௧
ൌ డ

డ௫
ௗ
ௗ௧
 డ

డ௬
ௗ
ௗ௧
ൌ ሺ2ݕݔ  ସሻ݁ᇱݕ3 

ሺݔଶ  ଷሻݕݔ12 cos ݐ ൌ ሺ2݁ᇱ sin ݐ  ሻ݁ᇱݐସ݊݅ݏ3  ቀ݁ଶ௧  12݁ᇱ௦
య
ቁݕ cos  .ݐ
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Предположим теперь, что переменные ݔ и ݕ функции ݂ሺݔ,  ሻ самиݕ
являются функциями двух переменных: ݔ ൌ ݃ሺݑ, ,ሻݒ ݕ ൌ ݄ሺݑ,  .ሻݒ

Следующая теорема дает правило вычисления частных производ-
ных функции ݂ሺ݃ሺݑ, ,ሻݒ ݄ሺݑ,  Приведем ее .ݒ и ݑ ሻሻ по переменнымݒ
без доказательства. 
Теорема 10. Пусть функции ݔ ൌ ݃ሺݑ, ݕ ሻ иݒ ൌ ݄ሺݑ,  ሻ определены вݒ

некоторой окрестности точки ሺݑ, ݖ ሻ, а функцияݒ ൌ ݂ሺݔ,   — ሻݕ
в некоторой окрестности точки ሺݔ, ݔ ሻ, гдеݕ ൌ ݃ሺݑ,   ,ሻݒ
ݕ  ൌ ݄ሺݑ, ,ݔሻ. Предположим, что функция ݂ሺݒ -ሻ дифференцируеݕ
ма в точке ሺݔ, ,ݑሻ, а в точке ሺݕ -ሻ существуют частные произݒ

водные  и .g h
u u

∂ ∂

∂ ∂
 Тогда в точке ሺݑ, -ሻ существует частная произݒ

водная డ௭
డ௨

 сложной функции ݖ ൌ ݂൫݃ሺݑ, ,ሻݒ ݄ሺݑ,  ሻ൯, причемݒ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , ,z f g f h
u x u y u

u v x y u v x y u v∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + . Или в более 

короткой форме записи: 
dz f dg f dh
dt x dt y dt

∂ ∂
= +

∂ ∂
. (34) 

Очевидно, что справедлива аналогичная формула для вычисления 
частной производной функции ݖ ൌ ݂ሺ݃ሺݑ, ,ሻݒ ݄ሺݑ,  ሻሻ по переменнойݒ

:v  dz f dg f dh
dv x dv y dv

∂ ∂
= +

∂ ∂
. 

Пример 26. Пусть ݖ ൌ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݁௫ sin ݔ причем ,ݕ ൌ ݃ሺݑ, ሻݒ ൌ 
ൌ ,ଶݒݑ ݕ ൌ ݄ሺݑ, ሻݒ ൌ   .ݒଶݑ

Вычислим по формуле (34) 

( ) ( )

2

2 22 2 2

sin cos 2

sin cos 2 .

x x

uv uv

dz f dg f dh e y v e y uv
dv x dv y dv

e u v v e u v uv

∂ ∂
= + = ⋅ + ⋅ =

∂ ∂

= +

 

Теорема 11. Пусть функция ݂ሺݔଵ, … ,  ሻ определена в некоторойݔ
окрестности точки ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ሻݔ א ܴ, а переменные ݔ являются 
функциями ݉ переменных ݔ ൌ ݃ሺݐଵ, … , ,ሻݐ 1  ݅  ݊, определенны-
ми в окрестности точки ݐ ൌ ሺݐଵ, … , ሻݐ א ܴ. Если функция 
݂ሺݔଵ, … ,   существуютݐ , и в точкеݔ ሻ дифференцируема в точкеݔ

частные производные i

j

g
t

∂
∂

 при 1 ,i n≤ ≤  
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( ) ( )( )1 1 1 , , , , , , .n n ny f g t t g t t= … … …  

Имеем в точке ݐ частные производные డ
డ௧ೕ

, 1  ݆  ݉, причем 

( ) ( ) ( )0 0 01 1

1
, при 1 .

j j n n

g gf f ft t t j m
t x t x x

∂ ∂∂ ∂ ∂
= +…+ ≤ ≤

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

§ 6. ÑàîîÖêÖçñàÄãõ Çõëòàï èéêüÑäéÇ 

Пусть скалярная функция ݂: ܴ ՜ ܴ дифференцируема в окрестно-
сти точки ݔҧ. Тогда ее дифференциал ݂݀ሺݔҧሻ ൌ ∑ డሺ௫ҧሻ

డ௫

ୀଵ       (35) 

как функция от ݔҧ может оказаться дифференцируемой в точке ݔҧ.  
В этом случае выражение  

݀൫݂݀ሺݔҧሻ൯ ൌ ∑ డሺ௫ҧሻ
డ௫ೕ


ୀଵ ൌ ∑ ∑ డమሺ௫ҧሻ

డ௫డ௫ೕ
ݔ݀ݔ݀

ୀଵ

ୀଵ ,  (36) 

представляющее собой дифференциал от дифференциала функции 
݂ሺݔҧሻ, называют дифференциалом второго порядка функции ݂ሺݔҧሻ в 
точке ݔҧ и обозначают ݀ଶ݂ሺݔҧሻ. В этой связи ݂݀ሺݔҧሻ называют диффе-
ренциалом первого порядка функции ݂. 

Для существования в точке дифференциала второго порядка функ-
ции ݂ необходимо существование всех частных производных второго 
порядка этой функции в точке ݔҧ.  

Достаточным же условием существования дифференциала является 
условие, что указанные производные являются непрерывными функ-
циями в точке ݔҧ.  

Если дифференциал первого порядка является линейной функцией 
переменных ݀ݔҧ ൌ ሺ݀ݔଵ, … ,  ሻ, то дифференциал второго порядкаݔ݀
является квадратичной формой относительно этих переменных.  
В матричной записи дифференциал второго порядка имеет вид: 
݀ଶ݂ሺݔҧሻ ൌ ݂ᇱᇱሺݔҧሻ, где ݂ᇱᇱሺݔҧሻ — матрица Гессе функции ݂. 

Повторяя последовательно процесс вычисления дифференциалов, 
приходим к дифференциалу функции i-го порядка, который является 
дифференциалом первого порядка от дифференциала ሺ݇ െ 1ሻ порядка 
функции ݂: ݂݀ሺݔҧሻ ൌ ݀ሺ݀ሺିଵሻ݂ሺݔҧሻሻ. 
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С помощью оператора డ
డ௫భ

ଵݔ݀  ڮ డ
డ௫

  дифференциал n-гоݔ݀

порядка функции ݂ удобно записывать в виде: 
݂݀ሺݔҧሻ ൌ ሺ డ

డ௫భ
ଵݔ݀  ڮ డ

డ௫
 ҧሻ.  (37)ݔሻ݂ሺݔ݀

Здесь выражение в скобках возводится в степень ݇ по обычным ал-
гебраическим формулам, причем полагают, что: ሺ డ

డ௫
ሻݔ݀ ൌ

డ

డ௫
 ݔ݀ , где использовано обозначениеݔ݀ ൌ ሺ݀ݔሻ. 

Пример 27. В случае двух независимых переменных ݖ ൌ ݂ሺݔ,  ,ሻݕ
имеем: ݀ݖ ൌ ௫݂

ᇱ݀ݔ  ௬݂
ᇱ݀ݕ, поэтому ݀ଶݖ ൌ ݀൫ ௫݂

ᇱ݀ݔ  ௬݂
ᇱ݀ݕ൯ ൌ 

ൌ ൫ ௫݂
ᇱ݀ݔ  ௬݂

ᇱ݀ݕ൯ᇱݔ݀ݔ  ൫ ௫݂
ᇱ݀ݔ  ௬݂

ᇱ݀ݕ൯ᇱݕ݀ݕ ൌ ௫݂௫
ᇱᇱ ଶݔ݀  2 ௫݂௬

ᇱᇱ ݕ݀ݔ݀ 
 ௬݂௬

ᇱᇱ  .ଶݕ݀
Это же выражение для дифференциала второго порядка двух пере-

менных получается и по формуле (37): ݀ଶ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ డ
డ௫
ݔ݀ 

 డ
డ௬
,ݔሻଶ݂ሺݕ݀ ሻݕ ൌ ௫݂௫

ᇱᇱ ଶݔ݀  2 ௫݂௬
ᇱᇱ ݕ݀ݔ݀  ௬݂௬

ᇱᇱ  ଶ. Так как для функцииݕ݀

ݖ ൌ ݖଷ ее второй дифференциал имеет вид: ݀ଶݕଶݔ ൌ ଶݔଷ݀ݕ2 
12ݕݔଶ݀ݕ݀ݔ   ଶ. (Убедитесь в этом!)ݕ݀ݕଶݔ6

Мы здесь рассматривали функции независимых переменных. Для 
случая, когда аргументы сами являются функциями, например 
ݔ ൌ ݃ሺݏ, ,ሻݐ ݕ ൌ ݄ሺݏ, -ሻ, можно показать (подобно тому, как это делаݐ
лось для функции одного аргумента), что форма дифференциала пер-
вого порядка инвариантна, а для дифференциалов второго и высших 
порядков — не инвариантна. 
Замечание 4. Хотя для дифференциалов второго и более порядков 

инвариантность формы вообще не имеет места, тем не менее в неко-
торых простых частных случаях форма дифференциала любого по-
рядка может оставаться неизменной. 

В частности, в случае, когда аргументы ݔ и ݕ функции ݖ ൌ ݂ሺݔ,  ሻݕ
линейно зависят от независимого аргумента ݐ: ݔ ൌ ݐܽ  ܾ, ݕ ൌ ݐܿ  ݀, 
форма дифференциала любого порядка ݀ݖ остается неизменной. 
(Убедитесь в этом!) 
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§ 7. Çõèìäãéëíú îìçäñàâ  
çÖëäéãúäàï èÖêÖåÖççõï 

В этом параграфе мы распространим эти понятия на функции ݊ пе-
ременных, исследуем свойства выпуклых функций и дадим экономи-
ческую интерпретацию выпуклости. 
Определение 26. Пусть ݔ, ݕ א ܴ. Множество точек ݖ ൌ ݔߣ 

ሺ1 െ ߣ при ݕሻߣ א ሾ0, 1ሿ называется отрезком прямой с концами 
,ݔв пространстве ܴ и обозначается ሾ ݕ и ݔ  .ሿݕ

Естественной геометрической интерпретацией введенного понятия 
в случае 

 ݊ ൌ 1 ሺ݊ ൌ 2, ݊ ൌ 3ሻ является известное из геометрии понятие  
отрезка на прямой (на плоскости, в трехмерном пространстве)  
(рис. 6.14). 
Определение 27. Множество ܤ ؿ ܴ называется выпуклым, если 

для всех точек ݔ, ݕ א ݔߣ выполняется ܤ  ሺ1 െ ݕሻߣ א   для всех  ܤ
ߣ א ሾ0,1ሿ. 

Можно дать определение выпуклого множества в эквивалентной 
форме. 

x1  y1     λx+(1‐λ)y1 

      x2 

  λx+(1‐x)y2

y2 

 
Рис. 6.14 

Определение 28. Множество ܦ ؿ ܴ называется выпуклым, если 
вместе с любыми двумя своими точками ݔ и ݕ содержит отрезок 
ሾݔ,  .ሿݕ

На рис. 6.15 (а) изображены выпуклые множества, а на рис. 6.15 (б) — 
множества, не обладающие свойством выпуклости. 

y2

λx+(1–x)y2

x2

  x1                   λx+(1–λ)y1          y1
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y 

x  
а) б) 

Рис. 6.15 

Теорема 12. Пересечение двух выпуклых множеств выпукло. 
Доказательство. Рассмотрим выпуклые множества ܣ, ܤ ؿ ܴ. 

Обозначим ܥ ൌ ܣ ת ,ݔ Пусть .ܤ -произвольные точки из множе —  ݕ
ства ܥ. Тогда ݔ א ݔ и ܣ א ,ܤ ݕ א ݕ и ܣ א  Из выпуклости множеств .ܤ
,ݔследует, что отрезок ሾ ܤ и ܣ ሿݕ ؿ ,ݔи ሾ ܣ ሿݕ ؿ ,ݔтогда ሾ ,ܤ ሿݕ ؿ С, и, 
значит, ܥ — выпукло.  
Пример 28. Отрезок прямой ሾݔ,  ,ሿ в пространстве ܴ являетсяݕ

очевидно, выпуклым множеством. 
Определение 29. Функция ݂, определенная на выпуклом множест-

ве ܦ ؿ ܴ, называется выпуклой вверх на ܦ, если для всех точек 
,ݔ ݕ א ߣ и для любого ܦ א ሾݔ,  :ሿ выполняетсяݕ

 ݂ሺݔߣ  ሺ1 െ ሻݕሻߣ  ሻݔሺ݂ߣ  ሺ1 െ  ሻ. (38)ݕሻ݂ሺߣ
Функция ݂ называется строго выпуклой вверх, если для всех 

,ݔ  ݕ א ݔ таких, что ,ܦ ് ߣ и для любого ,ݕ א ሺ0,1ሻ выполняется: 
 ݂ሺݔߣ  ሺ1 െ ሻݕሻߣ  ሻݔሺ݂ߣ  ሺ1 െ  ሻ. (39)ݕሻ݂ሺߣ
Аналогично вводятся понятия выпуклости вниз и строгой выпук-

лости вниз функции ݂ на выпуклом множестве ܦ: если для всех 
,ݔ  ݕ א ߣ и для любого ܦ א ሾ0, 1ሿ выполняется: 

 ݂ሺݔߣ  ሺ1 െ ݕሻߣ  ሻݔሺ݂ߣ  ሺ1 െ  ሻ, (40)ݕሻ݂ሺߣ
то функция ݂ называется выпуклой вниз на ܦ; 
если для всех ݔ,  ݕ א ݔ таких, что ,ܦ ് ߣ и для любого ,ݕ א ሺ0,1ሻ вы-
полняется: ݂ሺݔߣ  ሺ1 െ ݕሻߣ  ሻݔሺ݂ߣ  ሺ1 െ  ሻ,  (41)ݕሻ݂ሺߣ
то функция ݂ называется строго выпуклой вниз на ܦ. 
Замечание 5. В определении 29 выпуклость множества ܦ суще-

ственна. Она обеспечивает принадлежность точки ݔߣ  ሺ1 െ  ݕሻߣ
множеству ܦ. 

 x x 

y y
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Непосредственно из определения 29 вытекает следующее свойство 
выпуклых вверх и вниз функций. 
Теорема 13. Если функция ݂ выпукла вверх на множестве ܦ, то 

функция ݃ ൌ െ݂ выпукла вниз на ܦ, и наоборот: если функция ݂ вы-
пукла вниз на ܦ, то функция ݃ ൌ െ݂ выпукла вверх на ܦ. 

§ 8. ëÇéâëíÇÄ Çõèìäãõï îìçäñàâ 

Теорема 14. 
1. Если функция ݂ выпукла вверх (вниз) на выпуклом множестве 

ܦ ؿ ܴ, то функция ܿ כ ݂, где ܿ  0, выпукла вверх (вниз) на ܦ. 
2. Если функции ݂ и ݃ выпуклы вверх (вниз) на выпуклом множест-

ве ܦ ؿ ܴ, то их сумма ݃  ݂ выпукла вверх (вниз) на ܦ. 
Доказательство следует из определения 29. 
Определение 30. Рассмотрим ݇ функций ଵ݂, … , ݂ и ݇ неотрица-

тельных чисел ܿଵ  0,… , ܿ  0. Функция ܿଵ ଵ݂  ڮ ܿ ݂ называется 
неотрицательной линейной комбинацией функций ଵ݂, … , ݂.  

Если при этом ܿଵ  ڮ ܿ ൌ 1, то функция ܿଵ ଵ݂  ڮ ܿ ݂ назы-
вается выпуклой комбинацией функций ଵ݂, … , ݂. 
Следствие 1 (теоремы 14). Неотрицательная линейная комбинация 

выпуклых вверх (вниз) функций является выпуклой вверх (вниз) 
функцией. 

Доказательство оставим читателю. 
Определение 31. Рассмотрим ݇ функций ଵ݂, … , ݂, заданных на 

множестве ܦ ؿ ܴ. Нижней огибающей семейства функций ଵ݂, … , ݂ 
называется функция ݂, принимающая в каждой точке ݔ א  ,значение ܦ
равное наименьшему из значений в этой точке функций ଵ݂, … , ݂: 
݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ minሼ ଵ݂ሺݔଵ, … , ,ሻݔ … , ݂ሺݔଵ, … , ݔ ሻሽ для всехݔ ൌ 
ൌ ሺݔଵ, … , ሻݔ א ,Нижнюю огибающую семейства функций ଵ݂ .ܦ … , ݂ 
обозначают minሼ ଵ݂, … , ݂ሽ. 
Пример 29. Рассмотрим три функции одной переменной:  
ଵ݂ሺݔሻ ൌ ݔ െ 1, ଶ݂ሺݔሻ ൌ ,ݔ√ ଷ݂ሺݔሻ ൌ 10 െ -На рис. 6.16 жирной ли .ݔ

нией изображен график функции ݂ ൌ ሼ ଵ݂, ଶ݂, ଷ݂ሽ. 
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y=f3(x)

y=f2(x)

y=f1(x)

 
Рис. 6.16 

Определение 32. Рассмотрим ݇ функций ଵ݂, … , ݂, заданных на 
множестве ܦ ؿ ܴ. Верхней огибающей семейства функций ଵ݂, … , ݂ 
называется функция ݂, принимающая в каждой точке ݔ א  ,значение ܦ
равное наибольшему из значений в этой точке функций ଵ݂, … , ݂: 
݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ maxሼ ଵ݂ሺݔଵ, … , ,ሻݔ … , ݂ሺݔଵ, … , ݔ ሻሽ для всехݔ ൌ 
ൌ ሺݔଵ, … , ሻݔ א   .ܦ

Верхнюю огибающую семейства функций ଵ݂, … , ݂ обозначают 
maxሼ ଵ݂, … , ݂ሽ. 
Теорема 15. Нижняя огибающая семейства выпуклых вверх функ-

ций ଵ݂, … , ݂, определенных на выпуклом множестве ܦ ؿ ܴ, является 
выпуклой вверх функцией. 

Справедливо аналогичное утверждение для функций, выпуклых 
вниз. 
Теорема 16. Если функции ଵ݂, … , ݂ выпуклы вниз на выпуклом 

множестве ܦ ؿ ܴ, то верхняя огибающая семейства ଵ݂, … , ݂  
выпукла вниз на ܦ. 

Теоремы 15 и 16 играют большую роль в экономических приложе-
ниях, т. к. нижние и верхние огибающие семейств функций часто воз-
никают в экономических задачах. 

Установим еще одно важное свойство выпуклых вверх и вниз 
функций. 
Теорема 17. Если функция ݂ሺݔଵ, … , -ሻ выпукла вверх (вниз) на выݔ

пуклом множестве ܦ ؿ ܴ, а ܿ — произвольная точка из множества 
значений ݂, то множество ܦା ൌ ሼݔ א ሻݔሺ݂|ܦ  ܿሽ, ିܦ ൌ 
ൌ ሼݔ א ሻݔሺ݂|ܦ  ܿሽሿ выпукло. 

y = f3(x) y = f1(x)

y = f2(x)
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Доказательство. Докажем теорему для случая выпуклой вверх 
функции. Пусть ݔ, ݕ א ሻݔା, тогда ݂ሺܦ  ܿ, ݂ሺݕሻ  ܿ.  

Тогда ݂ߣሺݔሻ  ሺ1 െ ሻݕሻ݂ሺߣ  ܿߣ  ሺ1 െ ሻܿߣ ൌ ܿ  (42) 
для любых ߣ א ሾ0, 1ሿ. Выпуклость вверх функции ݂ означает, что 
݂ሺݔߣ  ሺ1 െ ሻݕሻߣ  ሻݔሺ݂ߣ  ሺ1 െ ߣ ሻ для любогоݕሻ݂ሺߣ א ሾ0, 1ሿ. Тогда 
с учетом (41) получим ݂ሺݔߣ  ሺ1 െ ሻݕሻߣ  ܿ. Это значит, что точка 
ݔߣ  ሺ1 െ ݕሻߣ א ߣ ା для любогоܦ א ሾ0, 1ሿ, следовательно, ܦ выпукло. 

Заметим, что выпуклость множества ܦା ሾܦିሿ является необходи-
мым, но не достаточным условием выпуклости вверх (вниз) функции 
݂. Это иллюстрирует следующий пример. 
Пример 30. Рассмотрим функцию одной переменной ݕ ൌ ݂ሺݔሻ, 

график которой изображен на рис 6.17.  
Очевидно, что множество ܦା ൌ ሼݔ א ሻݔሺ݂|ܦ  ܿሽ выпукло при лю-

бом значении ܿ, однако функция ݂ выпуклой вверх не является. 

Dc1 

Dc2  
Рис. 6.17 

 

Непрерывность выпуклых функций 

Выпуклые вверх и выпуклые вниз функции, очевидно, не всегда 
являются непрерывными. Например, функция ݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ

1, при (1, 2)
2, при 1, 2

x
x x
∈
= =

⎧
⎨
⎩

 выпукла вниз на ሾ1, 2ሿ, но не является непрерывной 

на ሾ1, 2ሿ (рис. 6.18). 

Dc2

Dc1
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Рис. 6.18 

В следующей теореме установлено условие, при котором выпуклая 
функция непрерывна. Приведем эту теорему без доказательств. 
Теорема 18. Функция ݂ выпукла вверх (вниз) на открытом множе-

стве ܦ א ܴ, непрерывна на ܦ. 

Критерий выпуклости функций 

Выяснить, обладает ли функция свойством выпуклости, вообще го-
воря, непросто. Иногда удается установить это свойство по определе-
нию выпуклости. Для довольно широкого класса функций, имеющих 
частные производные второго порядка, существует критерий выпук-
лости. Для того чтобы его сформулировать, введем следующие опре-
деления. 

Функция вида ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ ܽଵଵݔଵଶ  ڮ ܽଵݔଵݔ  ڮ ܽଵݔݔଵ 
ڮ ܽݔଶ, где ܽ —  числа ሺ1  ݅  ݊, 1  ݆  ݊ሻ называется ква-
дратичной формой. 

Каждой квадратичной форме можно поставить в соответствие мат-

рицу, состоящую из ее коэффициентов ܣ ൌ ൭
ܽଵଵ ڮ ܽଵ
ڭ ڰ ڭ
ܽଵ ڮ ܽ

൱.  

Рассмотрим вектор ݔҧ ൌ ሺݔଵ, … , ሻݔ א ܴ. 
По определению произведения матрицы на вектор имеем:  

ҧݔܣ ൌ ൭
ܽଵଵݔଵ  ڮ ܽଵݔ

ڭ ڰ ڭ
ܽଵݔଵ  ڮ ܽݔ

൱. 

Найдем скалярное произведение:  

    ሺݔܣҧ, ҧሻݔ ൌ ൭
ܽଵଵݔଵ  ڮ ܽଵݔ

ڭ ڰ ڭ
ܽଵݔଵ  ڮ ܽݔ

൱ ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ 
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    ൌ ሺܽଵଵݔଵ  ڮ ܽଵݔሻݔଵ  ଵݔሺܽଵڮ  ڮ ܽݔሻݔ 

    ൌ ܽଵଵݔଵଶ  ڮ ܽଵݔଵݔ  ڮ ܽଵݔݔଵ  ڮ ܽݔଶ ൌ 

    ൌ ݂ሺݔଵ, … ,  .ሻݔ
Таким образом, квадратичную форму ݂ሺݔଵ, … , -ሻ можно предстаݔ

вить в виде ݂ሺݔଵ, … , ሻݔ ൌ ሺݔܣҧ,  ҧሻ,  (43)ݔ
и, очевидно, каждой матрице ܣ при помощи соотношения (43) можно 
поставить в соответствие квадратичную форму. 
Определение 33. Матрица А называется положительно (отрица-

тельно) определенной, если квадратичная форма ݂ሺݔሻ ൌ ሺݔܣҧ, -ҧሻ приݔ
нимает положительное (отрицательное) значение: ሺݔܣҧ, ҧሻݔ  0,
ሺሺݔܣҧ, ҧሻݔ ൏ 0ሻ, для всех ݔҧ א ܴ, ഥݔ  ് 0. 

Матрица А называется положительно (отрицательно) полуопреде-
ленной, если квадратичная форма ݂ሺݔҧሻ ൌ ሺݔܣҧ, -ҧሻ, принимает неотриݔ
цательные (неположительные) значения: ሺݔܣҧ, ҧሻݔ  0, ൫ሺݔܣҧ, ҧሻݔ  0൯, 
для всех ݔҧ א ܴ. 

Матрица А называется неопределенной (знакопеременной), если 
квадратичная форма ݂ሺݔҧሻ ൌ ሺݔܣҧ,  ,ഥሻ принимает как положительныеݔ 
так и отрицательные значения. 

Пример 31. Рассмотрим матрицы 
1 0 0 0

, , 
0 1 0 1

P Q⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 0
.

0 1
T

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 Соответствующие им квадратичные формы имеют вид:  

ሺܲݔҧ, ҧሻݔ ൌ ଵଶݔ  ,ଶଶݔ ሺܳ, ,ҧݔ ҧሻݔ ൌ ଵଶݔ0 െ ,ଶଶݔ ሺܶݔҧ, ҧሻݔ ൌ െݔଵଶ  ,ଶଶݔ ҧݔ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ   א
א ܴଶ, ഥݔ  ് ሺ0, 0ሻ.  
Тогда нетрудно увидеть (убедитесь в этом!), что матрица P является 
положительно определенной; матрица Q — отрицательно полуопре-
деленной (не является при этом отрицательно определенной!); матри-
ца T является неопределенной. 
Определение 34. Рассмотрим функцию ݂, определенную на мно-

жестве ܦ ؿ ܴ. Пусть в точке ݔҧ א -существуют частные производ ܦ
ные второго порядка функции ݂. Тогда матрица  
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ҧሻݔሺܩ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

డమ
డ௫భమ

ሺݔҧሻ ڮ డమ
డ௫డ௫భ

ሺݔҧሻ
ڭ ڰ ڭ

డమ
డ௫డ௫భ

ሺݔҧሻ ڮ డమ
డ௫భమ

ሺݔҧሻ
ی

ۋ
ۊ

  

называется матрицей Гессе функции ݂ в точке ݔҧ. 
(По имени немецкого математика Л. О. Гессе (1811-1874). Он ввел 

это понятие в 1848 г.) 
Замечание 6. Если частные производные డమ

డ௫డ௫ೕ
 непрерывны в точ-

ке ݔҧ, то матрица ܩሺݔሻ обладает свойством: డమ
డ௫డ௫ೕ

ሺݔҧሻ ൌ డమ
డ௫ೕడ௫

ሺݔҧሻ (см. 

теорему о равенстве смешанных производных). В этом случае гово-
рят, что матрица ܩሺݔሻ симметрична. 
Замечание 7. В случае, когда ݂ является функцией одной перемен-

ной ሺ݊ ൌ 1ሻ, матрица Гессе состоит из одного элемента 
2

2
f

x
∂
∂

. 

Следующая теорема дает необходимое и достаточное условие вы-
пуклости вверх (вниз) функции на множестве. Приведем ее без дока-
зательства. 
Теорема 19. Пусть функция ݂ имеет непрерывные частные произ-

водные второго порядка на выпуклом открытом множестве ܦ ؿ ܴ. 
Для того, чтобы функция ݂ была выпукла вниз (вверх) на ܦ, необхо-
димо и достаточно, чтобы матрица Гессе ܩሺݔҧሻ функции ݂ в точке ݔҧ 
была положительно (отрицательно) полуопределена для любой точ-
ки ݔҧ א  .ܦ

Сформулируем достаточное условие строгой выпуклости вниз 
(вверх) функции на множестве. 
Теорема 20. Пусть функция ݂ имеет непрерывные частные произ-

водные второго порядка на выпуклом открытом множестве ܦ ؿ ܴ. 
Для того, чтобы функция ݂ была строго выпукла вниз (вверх) на ܦ, 
достаточно, чтобы матрица Гессе ܩሺݔሻ была положительно (отри-
цательно) определена для любой точки ݔ א  .ܦ

При практическом применении этих теорем возникает вопрос: как 
установить, является ли матрица положительно или отрицательно 
(полуопределенной) или же не обладает этими свойствами? 
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Положительную и отрицательную определенность матрицы можно 
установить при помощи критерия Сильвестра. (Д. Д. Сильвестр (1814-
1897) был не только английским математиком, но и поэтом, остряком 
и, наряду с Лейбницем, наиболее выдающимся создателем новых 
терминов за всю историю математики). 

Прежде чем сформулировать, сделаем ряд замечаний. Как следует 
из определения 33, тип квадратичной формы не зависит от перемен-
ных, в которых она записана. Поэтому, представив квадратичную 
форму в каноническом виде, сразу получаем следующие критерии для 
типа квадратичной формы в зависимости от множества собственных 
значений ее матрицы. 

 

Тип квадратичной формы Множество собственных значений 

1. Положительно определенная 
ሺݔ ് 0; ݂ሺݔሻ  0ሻ 

Все собственные значения положи-
тельны  

ሺߣ  0, ݅ ൌ 1, ݊തതതതതሻ 

2. Отрицательно определенная 
ሺݔҧ ് 0, ݂ሺݔҧሻ ൏ 0ሻ 

Все собственные значения отрицатель-
ны 

ߣ ൏ 0, ݅ ൌ 1, ݊തതതതത 

3. Неопределенная (знакопеременная) 
ሺݔҧ, ݂ሺݔҧሻ  0, :തሻݕሺ ݂ሺݕതሻ ൏ 0ሻ 

Есть собственные значения разных 
знаков 

ሺߣ  0, ߣ ൏ 0ሻ 

4. Вырожденная ሺݔҧ, ݂ሺݔҧሻ ൌ 0ሻ 
Есть нулевое собственное значение  
ሺߣ ൌ 0ሻ 

 
Хотя эта таблица дает удобную характеристику типам квадратич-

ных форм, ее использование для определения типа конкретной квад-
ратичной формы связано с вычислением собственных значений мат-
рицы А. Это достаточно трудоемкая операция. На самом деле во мно-
гих случаях тип квадратичной формы можно определить, не вычисляя 
собственных значений ее матрицы. Метод состоит в вычислении и 
проверке знаков некоторых миноров матрицы квадратичной формы. 
Пусть матрица квадратичной формы ݂ሺݔҧሻ ൌ ሺݔܣҧ,  :ҧሻ имеет видݔ

ܣ ൌ ቌ
ܽଵଵ ܽଵଶ …ܽଵ
ܽଶଵ ܽଶଶ …ܽଶ…………………
ܽଵ ܽଶ …ܽ

ቍ , где ܽ ൌ ܽ, ݅, ݆ ൌ 1, ݊തതതതത. 
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Рассмотрим угловые миноры этой матрицы (будем также их назы-

вать главными): ᇞଵൌ ܽଵଵ,  ᇞଶൌ ቚ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶቚ , … ,ᇞൌ 

ܽଵଵ ڮ ܽଵ
ڭ ڰ ڭ
ܽଵ ڮ ܽ

൩. 

Как видим, угловой минор порядка ݇ расположен на пересечении 
первых ݇ строк и первых ݇ столбцов матрицы. Угловой минор макси-
мального n-го порядка представляет собой определитель матрицы. 
Теорема (Критерий Сильвестра). Для того, чтобы квадратичная 

форма от ݊ переменных была положительно определена, необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись неравенства: 

 ᇞଵ 0,ᇞଶ 0,ᇞଷ 0,… ,ᇞ 0.  
(Для того, чтобы квадратичная форма от ݊ переменных была от-

рицательно определена, необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лись неравенства: െ ᇞଵ 0,െ ᇞଶ 0,െ ᇞଷ 0,… , ሺെ1ሻ ᇞ 0; (зна-
ки угловых миноров чередуются, начиная с минуса). 

Невырожденная квадратичная форма может быть либо положи-
тельно определенной, либо отрицательно определенной, либо знако-
переменной (неопределенной) — в зависимости от знаков коэффици-
ентов в ее каноническом виде. Если нулевой угловой минор или один 
из угловых миноров четного порядка отрицателен, то эта квадратич-
ная форма не является ни положительно, ни отрицательно определен-
ной. То же можно утверждать и в случае, когда есть два угловых ми-
нора нечетного порядка с разными знаками. Значит, в этих случаях 
квадратичная форма знакопеременная. 

Критерий Сильвестра и его следствия показывают, что тип квадра-
тичной формы полностью определяется свойствами ее матрицы.  
Поэтому термины, введенные определением 33, можно перенести  
на симметричные матрицы. В частности, симметрическую матрицу  
А называют положительно (отрицательно) определенной и пишут 
ܣ  0 ሺܣ ൏ 0ሻ, если положительно (отрицательно) определена соот-
ветствующая квадратичная форма. 

Сформулируем критерий выпуклости и строгой выпуклости функ-
ции двух переменных на множестве. 

Пусть функция ݖ ൌ ݂ሺݔଵ, -ଶሻ имеет непрерывные частные произݔ
водные второго порядка на открытом выпуклом множестве ܦ ؿ ܴ. 
Рассмотрим точку ݔҧ א  ሻݔሺܩ Обозначим элементы матрицы Гессе .ܦ
следующим образом:  
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߲ଶ݂
ଵଶݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ܣ
߲ଶ݂
ଶଶݔ߲

ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ܥ
߲ଶ݂

ଶݔଵ߲ݔ߲
ൌ   .ܤ

1. Для того, чтобы функция ݖ ൌ ݂ሺݔଵ,  ଶሻ была выпукла вниз наݔ
множестве ܦ, необходимо и достаточно, чтобы 

ܣ   0, ܥ  0, ܣ · ܥ െ ଶܤ  0  (44) 
для всех точек ሺݔ, ሻݕ א  .ܦ

2. Для того, чтобы функция ݖ ൌ ݂ሺݔଵ,  ଶሻ была выпукла вверх наݔ
множестве ܦ, необходимо и достаточно, чтобы 

ܣ   0, ܥ  0, ܣ · ܥ െ ଶܤ  0  (45) 
для всех точек, принадлежащих множеству ܦ. 

3. Для того, чтобы функция ݖ ൌ ݂ሺݔଵ,  ଶሻ была строго выпуклаݔ
вниз на множестве ܦ, достаточно чтобы 

ܣ   0, ܣ · ܥ െ ଶܤ  0  (46) 
для всех точек, принадлежащих множеству ܦ. 

4. Для того, чтобы функция ݖ ൌ ݂ሺݔଵ,  ଶሻ была строго выпуклаݔ
вверх на множестве ܦ, достаточно чтобы 

ܣ  ൏ 0, ܣ · ܥ െ ଶܤ  0  (47) 
для всех точек, принадлежащих множеству ܦ. 

Если ни одно из четырех условий (44–47) не выполняется для всех 
точек, принадлежащих множеству ܦ, то функция ݖ ൌ ݂ሺݔଵ, -ଶሻ не обݔ
ладает свойством выпуклости и строгой выпуклости на ܦ. 
Пример 32. Рассмотрим функцию двух переменных ݂ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ

ൌ ଵଶݔ    .ଶଶ. Проверим, что ݂ строго выпукла вниз на ܴଶݔ
Для этого найдем: 

 డ
డ௫భ

ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ,ଵݔ2
డ
డ௫మ

ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ,ଶݔ2
డ
డ௫భమ

ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ 2, డమ
డ௫మమ

ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ 2,
డమ

 డ௫భడ௫మ
ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ 0. 

,ଵݔሺܣ ଶሻݔ ൌ 2  0, ,ଵݔሺܣ ଶሻݔ · ,ଵݔሺܥ ଶሻݔ െ ,ଵݔሺܤ ଶሻݔ ൌ 2 · 2 െ 0 ൌ 4  0 
для всех точек ݔҧ ൌ ሺݔଵ, ଶሻݔ א ܴଶ. Значит, функция ݂ሺݔଵ,  ଶሻ строгоݔ
выпукла вниз на ܴଶ. 
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§ 9. èêéàáÇéÑçÄü îìçäñàà èé çÄèêÄÇãÖçàû. 

ÉêÄÑàÖçí 

Рассмотрим функцию двух переменных ݖ ൌ ݂ሺݔ, -ሻ. По определеݕ
нию частной производной функции ݂ в точке ሺݔ,  ݔ ሻ по переменнойݕ
мы фиксировали величину ݕ и придавали приращение переменной ݔ. 
Можно сказать, что мы вычисляли производную функцию ݂ «в на-
правлении» оси Oݔ, и частная производная డ

డ௫
 характеризует измене-

ние функции ݂ в направлении оси Oݔ. 
 

 

Рис. 6.19 
 
В том же смысле можно сказать, что частная производная 

డ
డ௫
ሺݔ, -В практических за .ݕሻ — производная в направлении оси Oݕ

дачах возникает вопрос: как меняется функция при изменении пере-
менных в произвольном направлении? Пусть функция ݂ሺݔ, -ሻ опредеݕ
лена в некоторой окрестности ఋܱሺܯሻ точки ܯ ൌ ሺݔ, ሻݕ א ܴଶ. 
Возьмем произвольный единичный вектор  ݈ ൌ ሺܽ, ܾሻ, ሺ|݈| ൌ 1ሻ и чис-
ло ݄ ് 0. Рассмотрим точку ܯଵ ൌ ሺݔଵ, ଵሻݕ ൌ ሺݔ  ݄ܽ, ݕ  ܾ݄ሻ  
(рис. 6.20). Пусть число ݄ таково, что точка ܯଵ א ఋܱሺܯሻ. Рассмот-
рим приращение функции ݂ в точке ܯ: ᇞ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺݔଵ, ଵሻݕ െ
െ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺݔ  ݄ܽ, ݕ  ܾ݄ሻ െ ݂ሺݔ, -ሻ вызванное приращениݕ
ем переменных ᇞ ݔ ൌ ݄ܽ,ᇞ ݕ ൌ ܾ݄. 
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Рис. 6.20 

Определение 35. Если существует предел  

lim՜
൫௫బା,௬బା൯ି൫௫బ,௬బ൯


, 

то он называется производной функции ݂ в точке ܯ ൌ ሺݔ,   ሻݕ
по направлению вектора ݈ ҧ ൌ ሼܽ, ܾሽ и обозначается 
డ
డҧ
ሺݔ, ሻ: డݕ

డҧ
ሺݔ, ሻݕ ൌ   lim՜

൫௫బା,௬బା൯ି൫௫బ,௬బ൯


.  
В случаях, когда ܾ ൌ 0 или ܽ ൌ 0, производная по направлению 

ሼܽ, ܾሽ является производной по переменной ݔ или по переменной ݕ 
соответственно. Для вычисления производной по направлению ис-
пользуется следующая теорема. Обозначим ߙ и ߚ углы, которые обра-
зует вектор ሼܽ, ܾሽ с положительными направлениями координатных 
осей. Тогда, поскольку ห݈ ҧห ൌ 1,  cos ߙ ൌ ܽ, cos ߚ ൌ ܾ. 
Теорема 21. Если функция ݂ሺݔ,  ሻ дифференцируема в точкеݕ

ሺݔ, -ሻ, то в этой точке ݂ имеет производную по любому направлеݕ
нию ݈ ҧ ൌ ሼܽ, ܾሽ, при этом  

߲݂
߲݈
ሺݔ, ሻݕ ൌ

߲݂
ݔ߲

ሺݔ, ሻݕ cos ߙ 
߲݂
ݕ߲

ሺݔ, ሻݕ cos  .ߚ

Доказательство. Функция ݂ሺݔ  ݄ܽ, ݕ  ܾ݄ሻ — функция двух 
переменных ݔ и ݕ, каждая из которых является в свою очередь функ-
цией одной переменной ݄: ݔሺ݄ሻ ൌ ݔ  ݄ܽ, ሺ݄ሻݕ ൌ ݕ  ܾ݄, если 
݄ ൌ 0, ሺ0ሻݔ ൌ ሺ0ሻݕ  ,ݔ ൌ  . По правилу вычисления производнойݕ
сложной функции имеем: 

డ
డ
ሺ0ሻ ൌ డ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ · ሺݔ  ݄ܽሻᇱ 

డ
డ௬
ሺݔ, ሻݕ · ሺݕ  ܾ݄ሻᇱ ൌ  

ൌ డ
డ௫
ሺݔ, ሻݕ · ܽ  డ

డ௬
ሺݔ, ሻݕ · ܾ ൌ డ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ cos ߙ  డ

డ௬
ሺݔ, ሻݕ cos  .ߚ
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С другой стороны:  

  డ
డ
ሺ0ሻ ൌ lim՜

൫௫బା,௬బା൯ି൫௫బ,௬బ൯


ൌ డ
డҧ
ሺݔ,   .ሻݕ

Отсюда и следует утверждение теоремы. 
Следствие 2. Если функция ݂ሺݔ,  ሻ имеет в окрестности точкиݕ

ܯ ൌ ሺݔ,  ሻ частные производные, непрерывные в этой точке, тоݕ
она имеет в ܯ производную по любому направлению. Доказательст-
во следствия вытекает непосредственно из теорем 8 и 21. 
Пример 33. Вычислим производную функции Кобба–Дугласа 

ܻ ൌ ,ܭሺܨ ሻܮ ൌ ܣ ,ଵି, где, как обычноܮܭܣ  0, ܽ א ሺ0, 1ሻ, по направ-
лению ݈ ҧ ൌ ሺܽ, ܾሻ в произвольной точке ሺܭ, -ሻ, лежащей на луче, исܮ
ходящем из начала координат и проходящем через точку ሺܽ, ܾሻ. 

 

b 

a

L 

K

(K0,L0)

 
Рис. 6.21 

డி
డ
ሺܭ, ሻܮ ൌ డி

డ
ሺܭ, ሻܮ · ܽ  డி

డ
ሺܭ, ሻܮ · ܾ ൌ ߙܣ · ቀ

బ

బ
ቁ
ଵି

ܽ 

ܣሺ1 െ ሻሺߙ
బ

బ
ሻܾ. 

Заметим, что బ

బ
ൌ 


, тогда డி

డ
ሺܭ, ሻܮ ൌ ߙܣ ቀ


ቁ
ଵିఈ

· ܽ  

ܣሺ1 െ ሻߙ ቀ

ቁ
ఈ
· ܾ ൌ ଵିఈܽఈܾߙܣ  ሺ1ܣ െ ሻܽఈܾଵିఈߙ ൌ  .ܾଵିܽܣ

Таким образом, в данном случае డி
డ

 не зависит от выбора точки 
ሺܭ,  .ሻ на указанном лучеܮ

Определение 36. Вектор ቆడ
డ௫
ሺܯሻ, డ

డ௬
ሺܯሻቇ называется градиен-

том функции ݂ в точке ܯ и обозначается ݃݀ܽݎ ݂ሺܯሻ или ݂ሺܯሻ. 

L 

b 

a K

(K0, L0)
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Используя понятие скалярного произведения векторов, можно  
записать частную производную ௗ

ௗҧ
 в виде: డ

డҧ
ሺݔ, ሻݕ ൌ 

ൌ ቆడ
డ௫
ሺݔ, ,ሻݕ డ

డ௬
ሺݔ, ሻቇݕ ሺܽ, ܾሻ или డ

డҧ
ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺ݂ ݀ܽݎ݃ ሻݕ · ݈ ҧ. 

Таким образом, производная функции ݂ в точке ܯ по направле-
нию ݈ ҧ равна скалярному произведению градиента ݂ в точке ܯ на 
вектор ݈ ҧ. 

Пусть ߮ — величина угла между векторами ݈ и ݃݀ܽݎ ݂ሺܯሻ. Тогда, 
используя формулу скалярного произведения векторов, можно запи-
сать: 

డ
డҧ
ሺܯሻ ൌ |ሻܯሺ݂ ݀ܽݎ݃| · ห݈ ҧห cos ߮ ൌ |ሻܯሺ݂ ݀ܽݎ݃| cos߮,  (48) 

т. к. ห݈ ҧห ൌ 1. 
Предположим, что ݃݀ܽݎ ݂ሺܯሻ ് 0. Вычислим производную 

функции ݂ в точке ܯ в направлении ݈ ҧ ൌ  ሻ. В этом случаеܯሺ݂ ݀ܽݎ݃
߮ ൌ 0, значит, cos߮ ൌ 1. Тогда డ

డ
ሺܯሻ ൌ  ሻ|.  (49)ܯሺ݂ ݀ܽݎ݃|

Поскольку ܿ߮ݏ  1, из (48) и (49) следует, что производная 
функция ݂ по направлению ݈ ҧ в точке ܯ достигает своего макси-
мального значения, когда ݈ ҧ ൌ  ሻ. Заметим, что направлениеܯሺ݂ ݀ܽݎ݃
градиента — это единственное направление, по которому производ-
ная принимает максимальное значение, т. к. cos߮ ൌ 1 только в слу-
чае, когда ߮ ൌ 0. 
Пример 34. Вычислим градиент линейной функции двух перемен-

ных ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔܽ  ܯ в точке ݕܾ ൌ ሺݔ,  .ሻݕ
Для этого найдем частные производные డ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ ൌ ܽ, డ

డ௬
ሺݔ, ሻݕ ൌ ܾ. 

Значит, ݃݀ܽݎ ݂ሺܯሻ ൌ ሺܽ, ܾሻ. Таким образом, градиент функции 
݂ሺݔ,  ,ሻ во всех точках области определения один и тот же. Заметимݕ
что линия уровня функции ݂, соответствующей значению ܿ, прямая, 
задаваемая уравнением ܽݔ  ݕܾ ൌ ܿ. Из главы 5 известно, что вектор 
ሼܽ, ܾሽ перпендикулярен этой прямой. Таким образом, градиент функ-
ции ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔܽ   перпендикулярен линии уровня в любой ее ݕܾ
точке. (Запомните этот вывод!) 
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x0  a

ax+by=c 

 
Рис. 6.22 

Определения производной по направлению и градиента можно 
ввести аналогичным образом для функции любого числа перемен-
ных. 

§ 10. ùäëíêÖåìåõ îìçäñàà  
çÖëäéãúäàï èÖêÖåÖççõï 

Определение 37. Пусть функция ݂ определена на множестве 
ܦ א ܴ, точка ݔ — внутренняя точка множества ܦ. 

1. Точка ݔ называется точкой максимума (минимума) функции ݂, 
если существует такая окрестность ఌܱሺݔሻ ؿ   что для всех ,ܦ
ݔ א ఌܱሺݔሻ выполняется неравенство ݂ሺݔҧሻ  ݂ሺݔሻ, ሾ݂ሺݔሻ  ݂ሺݔሻሿ,  
т. е. в точке максимума (минимума) ݔ функция принимает значение  
не меньше (не больше), чем во всех точках ݔ из ܦ, достаточно близ-
ких к ݔ.  

2. Точка ݔ называется точкой строгого максимума (строгого ми-
нимума) функции ݂, если существует такая проколотая ε-окрестность 
ሶܱఌሺݔሻ א ݔ что для всех ,ܦ א ሶܱఌሺݔሻ выполняется неравенство 
݂ሺݔሻ ൏ ݂ሺݔሻ, ݂ሺݔሻ  ݂ሺݔሻ, т. е. в точке строгого максимума (мини-
мума) ݔ функция принимает значение большее (меньшее), чем во 
всех точках ݔ из ܦ, отличных от ݔ, достаточно близких к ݔ.  

Точки строгого максимума и строгого минимума функции называ-
ются точками строгого экстремума. 
Теорема 22 (необходимое условие экстремума). Пусть функция 

݂ሺݔଵ, … ,   ሻ определена в некоторой окрестности точкиݔ

a x

y 

0 

ax + by = c 
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ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ሻݔ א ܴ. Предположим, что ݔ — точка экстремума 
функции ݂. Пусть в точке ݔ существует частная производная 
функция ݂ по переменной ݔ. Тогда: డ

డ௫
ሺݔሻ ൌ 0. 

Доказательство. Пусть для определенности ݅ ൌ 1. Рассмотрим 
функцию одной переменной ݃ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … , -ሻ. Тогда по опреݔ
делению частной производной: ݃ᇱሺݔଵሻ ൌ

డ
డ௫భ

ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ሶଵݔ ሻ. Точкаݔ

является, очевидно, точкой экстремума функции ݃ሺݔଵሻ, следовательно, 
по теореме Ферма главы 3: ݃ᇱሺݔଵሻ ൌ 0, значит, డ

డ௫భ
ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ሻݔ ൌ 0. 

Следствие 3. Если функция ݂ሺݔଵ, … ,  ሻ имеет в точке экстремумаݔ
частные производные по всем переменным, то градиент в этой точке 
равен нулю. 

ሻݔሺ݂ ݀ܽݎ݃  ൌ ቆቀ డ
డ௫భ

ቁ ሺݔሻ, … , ቀ డ
డ௫

ቁ ሺݔሻቇ ൌ ሺ0,0ሻ. (50) 

Доказательство следствия вытекает непосредственно из теоремы 
22.  
Определение 38. Точка ݔ называется стационарной точкой функ-

ции ݂. 
Теорему 22 можно использовать при исследовании функции на 

экстремумы. 
Следующий пример показывает, что условия (50) недостаточно для 

существования экстремума. 
Пример 35. Рассмотрим функцию ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ െ -ଶ. Частные проݕ

изводные డ
డ௫
ሺݔ, ሻݕ ൌ и డ ݔ2

డ௬
ሺݔ, ሻݕ ൌ െ2ݕ существуют во всей области 

определения ݂. Единственная точка, в которой они обращаются в 
нуль, это точка Oሺ0, 0ሻ. Значение функции в этой точке равно нулю: 
݂ሺ0, 0ሻ ൌ 0, то в любой окрестности точки ሺ0, 0ሻ существуют точки, в 
которых функция ݂ принимает положительные значения, и точки, в 
которых функция ݂ принимает отрицательные значения. Действи-
тельно, возьмем ఌܱሺ0ሻ — произвольную ε-окрестность точки ܱ.  
Рассмотрим точки ሺ0, ఌ

ଶ
ሻ и ሺఌ

ଶ
, 0ሻ. Очевидно, что ሺ0, ఌ

ଶ
ሻ א ఌܱሺ0ሻ и 

ቀఌ
ଶ
, 0ቁ א ఌܱሺ0ሻ, ݂ ቀ0,

ఌ
ଶ
ቁ ൌ െ ఌమ

ସ
൏ 0, ݂ ቀఌ

ଶ
, 0ቁ ൌ ఌమ

ସ
 0, значит, ܱ ൌ ሺ0,0ሻ 

не является точкой экстремума функции ݂. Поскольку других стацио-
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нарных точек функция ݂ не имеет, то она вообще не имеет экстрему-
мов. График этой функции:  

 
Гиперболический параболоид («Седло») 

Как следует непосредственно из определения, точка строгого экс-
тремума является также точкой экстремума. Следовательно, если в 
некоторой точке не выполняются необходимые условия экстремума, 
то эта точка тем более не является точкой строгого экстремума. 

Сформулируем достаточные условия строгого экстремума. Доста-
точные условия того, что в стационарной точке функция нескольких 
переменных имеет строгий экстремум, связаны со строгой выпукло-
стью функции в этой точке. 

На рис. 6.23 (а, б) изображены графики функций двух переменных 
строго выпуклых вверх и вниз соответственно в окрестностях их ста-
ционарных точек. Эти функции имеют в своих стационарных точках 
экстремумы. 

              
а) б)  

Рис. 6.23 

z z

y y

x x
0

 0 
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Приведем без доказательств следующие теоремы. 
Теорема 23 (достаточное условие строгого экстремума). 
Пусть функция ݂ሺݔଵ, … ,   ሻ определена и имеет непрерывныеݔ

частные производные второго порядка в некоторой окрестности 
стационарной точки ݔ ൌ ሺݔଵ, … ,  ሻ, т. е. точки, в которойݔ
ሻݔሺ݂ ݀ܽݎ݃ ൌ 0. Тогда для того, чтобы точка ݔ была точкой стро-
гого максимума (строгого минимума) функции ݂, достаточно, чтобы 
функция ݂ была строго выпукла вверх (вниз) в окрестности точки ݔ. 
Теорема 24 (достаточное условие строгого экстремума). 
В условиях теоремы 23 для того, чтобы ݔ была точкой строгого 

максимума (строгого минимума) функции ݂, достаточно, чтобы 
- была отрицаݔ ሻ — матрица Гессе этой функции в точкахݔሺܩ
тельно (положительно) определена. Если матрица Гессе ܩሺݔሻ неоп-
ределена, то в точке ݔ функция ݂ экстремума не имеет. 
Таким образом, учитывая критерий Сильвестра, имеем следующий 

алгоритм исследования стационарной точки на экстремум. 
В случае функции двух переменных достаточное условие экстре-

мума функции в сочетании с критерием Сильвестра приводит к очень 
простым правилам проверки. 

Предположим, что функция ݂ሺݔ,  ሻ дважды дифференцируема вݕ
окрестности точки ሺݔ,  ሻ и в этой точке выполнено необходимоеݕ
условие экстремума функции, т. е.  ௫݂ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ ௬݂

ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ 0. 
В точке ሺݔ, ,ݔሻ матрица Гессе ݂ᇱᇱሺݕ ,ݔሻ функции ݂ሺݕ -ሻ, предݕ

ставляющая собой матрицу квадратичной формы ݀ଶ݂ሺݔ,  ሻ, имеетݕ

вид: ݂ᇱᇱሺݔ, ሻݕ ൌ ቆ ௫݂௫
ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ ௫݂௬

ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ
௬݂௫
ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ ௬݂௬

ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ
ቇ. 

Для частных производных в фиксированной точке часто использу-
ют обозначения: ܣ ൌ ௫݂௫

ᇱᇱ ሺݔ, ,ሻݕ ܤ ൌ ௫݂௬
ᇱᇱ ሺݔ, ,ሻݕ ܥ ൌ ௬݂௬

ᇱᇱ ሺݔ,   .ሻݕ
С помощью этих обозначений дифференциал второго порядка функ-
ции ݂ሺݔ, ,ݔሻ в точке ሺݕ -ሻ и матрицу Гессе можно записать следуюݕ
щим образом: ݀ଶ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ݀ܣ  ݕ݀ݔ݀ܤ2  ,ଶݕ݀ܥ ݂ᇱᇱሺݔ, ሻݕ ൌ 
ൌ ቀܣ ܤ

ܤ  .ቁܥ
Применим к исследованию матрицы Гессе критерий Сильвестра. 

Согласно этому критерию, второй дифференциал ݀ଶ݂ሺݔ,  ሻ являетсяݕ
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положительно определенной квадратичной формой, если ∆ଵൌ ܣ  0  
и ∆ଶൌ ቚܣ ܤ

ܤ ቚܥ  0 второй дифференциал является отрицательно опре-

деленной, если ∆ଵൌ ܣ ൏ 0 и ∆ଶൌ ቚܣ ܤ
ܤ ቚܥ ൏ 0. Он является знакопере-

менной формой, если ∆ଶൌ ቚܣ ܤ
ܤ ቚܥ  0. 

Используя полученные факты, можно сформулировать следующее 
правило:  

1. Если ∆ଵൌ ܣ  0 и ∆ଶൌ ቚܣ ܤ
ܤ ቚܥ  0, то в точке ሺݔ,  ሻ функцияݕ

݂ሺݔ,  .ሻ имеет строгий локальный минимумݕ
2. Если ∆ଵൌ ܣ ൏ 0 и ∆ଶൌ ቚܣ ܤ

ܤ ቚܥ ൏ 0, то в точке ሺݔ,  ሻ функцияݕ
݂ሺݔ,  .ሻ имеет строгий локальный максимумݕ

3. Если ∆ଶൌ ቚܣ ܤ
ܤ ቚܥ ൏ 0, то функция ݂ሺݔ,  ሻ не имеет в точкеݕ

ሺݔ,  .ሻ экстремумаݕ
Приведенные утверждения не охватывают случай ∆ଶൌ ቚܣ ܤ

ܤ ቚܥ ൌ 0. 
В этом случае квадратичная форма ݀ଶ݂ሺݔ, -ሻ вырождена, но сохраݕ
няет знак, т. к. квадратичный трехчлен ݀ଶ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ݀ܣ 
ݕ݀ݔ݀ܤ2  ܣሺ ݔ݀ ଶ по переменномуݕ݀ܥ ് 0ሻ или по переменному 
ܥሺ ݕ݀ ് 0ሻ имеет нулевой дискриминант и поэтому представляет со-
бой полный квадрат. 

Например, при ܣ ് 0 имеем: ݔ݀ܣଶ  ݕ݀ݔ݀ܤ2  ଶݕ݀ܥ ൌ ݔሺ݀ܣ 



ሻଶ при ∆ଶൌݕ݀ ቚܣ ܤ

ܤ ቚܥ ൌ 0 функция может иметь в точке ሺݔ,  ሻݕ
локальный экстремум, а может не иметь его. 

Следующий алгоритм несколько проясняет (уточняет) последнюю 
ситуацию. 
Алгоритм исследования функции на экстремум в стационар-

ной точке. 
1. Проверить выполнения критерия Сильвестра. При выполнении 

критерия Сильвестра задача решена: если форма положительно опре-
делена, то в стационарной точке — строгий локальный минимум; ес-
ли форма отрицательно определена, то — строгий локальный макси-
мум. В противном случае смотрим, равен ли нулю определитель мат-
рицы квадратичной формы ᇞ୬ и переходим к шагу 2 или 3. 

2. ᇞ୬ൌ 0. 
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Проверяем, выполнен ли «нестрогий критерий Сильвестра», т. е. 
критерий Сильвестра, в котором строгие неравенства заменены на не-
строгие. 

а) Если «нестрогий критерий Силвестра» выполнен, то вопрос об 
экстремуме в стационарной точке остается открытым. В этом случае 
следует найти собственные значения матрицы квадратичной формы и 
проанализировать их знаки в соответствии с таблицей. 

б) Если «нестрогий критерий Сильвестра» не выполнен, то квадра-
тичная форма неопределена и экстремума в стационарной точке нет. 

3. ᇞ୬് 0 (и критерий Сильвестра не выполнен). В этом случае 
квадратичная форма неопределена (знакопеременна) и экстремума 
нет. 
Пример 36. Исследовать на экстремум функцию трех переменных 

ݑ ൌ ଷݔ3  ଶݕ  ଶݖ  ݕݔ6 െ ݖ2  1. 
Найдем частные производные 1ିଵ порядка: డ௨

డ௫
ൌ ଶݔ9   ,ݕ6

డ௨
డ௬
ൌ ݕ2  ,ݔ6 డ௨

డ௭
ൌ ݖ2 െ 2. Решив систему ൝

ଶݔ3  ݕ2 ൌ 0,
ݕ  ݔ3 ൌ 0,
ݖ െ 1 ൌ 0;

найдем ста-

ционарные точки ሺ2;െ6; 1ሻ и ሺ0; 0; 1ሻ. Найдем частные производные 
2-го порядка డమ௨

డ௫మ
ൌ ,ݔ18 డ

మ௨
డ௬మ

ൌ 2, డ
మ௨

డ௫డ௬
ൌ 6, డ

మ௨
డ௫డ௭

ൌ డమ௨
డ௬డ௭

ൌ 0. Матрица 

Гессе в данном случае имеет вид: ൭
ݔ18 6 0
6 2 0
0 0 2

൱. В точке ሺ2;െ6; 1ሻ ее 

угловые (главные) миноры ∆ଵൌ ,ݔ18 ∆ଶൌ 36ሺݔ െ 1ሻ, ∆ଷൌ 72ሺݔ െ 1ሻ 
положительны, следовательно, в этой точке функция имеет минимум 
;ሺ2;െ6ݑ 1ሻ ൌ 12. 

Для исследования в точке ሺ0; 0; 1ሻ нельзя использовать критерий 
Сильвестра, т. к. ∆ଵൌ 0. 

Это можно установить несколько иначе. 

Воспользуемся предложенным алгоритмом: ∆ଷൌ อ
0 6 0
6 2 0
0 0 2

อ ൌ െ72,  

 ∆ଵൌ 0, ∆ଶൌ ቚ0 6
6 2ቚ ൌ െ36 ൏ 0, т. е. критерий Сильвестра не выпол-

нен, следовательно квадратичная форма неопределена и экстремума в 
стационарной точке нет. (Согласно предложенному алгоритму). 
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В самом деле, ݑሺ0; 0; 1ሻ ൌ 0, а в сколь угодно малой окрестности 
точки ሺ0; 0; 1ሻ функция принимает как положительные, так и отрица-
тельные значения. Например, ݑሺߝ; 0; 1ሻ  0, если ߝ  0, и ݑሺߝ; 0; 1ሻ ൏ 0, 
если ߝ ൏ 0. (Такие точки являются трехмерными аналогами точек пе-
региба функций одной переменной). 

Точку ݔ будем называть точкой строгого максимума (строгого 
минимума) функции ݂ относительно множества ܧ, если существует 
такая проколотая окрестность ሶܱఌሺݔሻ, что ݂ሺݔሻ ൏ ݂ሺݔሻ, ሾ݂ሺݔሻ 
݂ሺݔሻሿ, для всех ݔ א   ሶܱఌ ሺݔሻ ת   — точке строго максимумаݔ т. е. в ,ܧ
(строгого минимума) относительно множества ܧ функция принимает 
значение большее (меньшее), чем во всех точках ݔ из ܧ, отличных от 
 .ݔ , достаточно близких кݔ

Точки (строгого) максимума и точки (строгого) минимума функции 
݂ относительно множества ܧ называют точками (строгого) экстрему-
ма относительно множества ܧ. 
Замечание 8. Если точка экстремума функции ݂ относительно 

множества ܧ является внутренней точкой множества ܧ то, очевидно, 
это — точка обычного экстремума функции. 
Замечание 9.  
а) В случае когда ܥܣ െ ଶܤ  0, вид экстремума определяется по 

знаку А. Очевидно, что в данном случае знаки А и С совпадают, при 
этом ни А, ни С не могут быть равны нулю. 

б) Из теоремы 19 следует, что достаточным условием строгой вы-
пуклости вверх (вниз) функции ݂ в некоторой окрестности точки ݔ 
является отрицательная (положительная) определенность матрицы 
Гессе ܩሺݔሻ в любой точке этой окрестности. Однако в теореме 24 
предполагается более слабое условие: отрицательная (положительная) 
определенность матрицы Гессе только в самой точке ݔ. Оказывается 
отрицательной (положительной) определенности матрицы ܩሺݔሻ дос-
таточно для строгой выпуклости функции ݂ в некоторой окрестности 
точки ݔ, при условии непрерывности частных производных второго 
порядка функции ݂ в окрестностях точки ݔ. Поясним это для случая 
функции двух переменных. Пусть, например,  
ܣ ൌ பమ

ப୶మ
ሺݔ, ሻݕ  0, ܥܣ െ ଶܤ ൌ பమ

ப୶మ
ሺݔ, ሻݕ · ப

మ
ப୷మ

ሺݔ, ሻݕ െ

െሺ பమ
ப୶ப୷

ሺݔ, ሻሻଶݕ  0. 
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Тогда по теореме:  

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2 2 2

2 2 2
4, 0, , , , 0

2
f f f f b b acx y x y x y x y

x y ax x y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ − ± −

> ⋅ − >⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠
 

для всех точек ሺݔ, ,ݔሻ из некоторой окрестности точки ሺݕ  ,ሻ, значитݕ
функция ݂ строго выпукла вниз в данной окрестности точки ሺݔ,  .ሻݕ

§ 11. îéêåìãÄ íÖâãéêÄ  
Ñãü îìçäñàà ÑÇìï èÖêÖåÖççõï 

Пусть функция ݖ ൌ ݂ሺݔ,  ሻ в окрестности некоторой точкиݕ
,ݔሺܯ   ሻ имеет непрерывные производные всех порядков доݕ
ሺ݊  1ሻ-го включительно. Придадим ݔ и ݕ некоторые приращения 
 ,соответственно, причем так, чтобы прямолинейный отрезок ݕ∆ и ݔ∆
соединяющий точки ሺݔ, ݔሻ и ሺݕ  ,ݔ∆ ݕ  -ሻ, целиком принадݕ∆
лежал рассматриваемой окрестности точки ሺݔ,  .ሻݕ

Покажем, что в этом случае имеет место следующее равенство: 
∆݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺݔ  ,ݔ∆ ݕ  ሻݕ∆ െ ݂ሺݔ, ሻݕ  ൌ  ݂݀ሺݔ, ሻݕ 

 ଵ
ଶ!
݀ଶ݂ሺݔ, ሻݕ    ڮ ଵ

!
݂݀ሺݔ, ሻݕ   ଵ

ሺାଵሻ!
݀ାଵ݂ሺߦ,  ሻ,  (51)ߟ

где ߦ — точка, расположенная между ݔ и ݔ    иݕ между — ߟ а ,ݔ∆
ݕ  ߦሺ ݕ∆ ൌ ݔ  ,ݔ∆ߠ ߟ ൌ ݕ െ ,ݕ∆ߠ 0 ൏ ߠ ൏ 1ሻ. 

Для доказательства сделаем замену: 
ݔ  ൌ ݔ  ,ݔ∆ݐ ݕ ൌ ݕ  ,ݕ∆ݐ ݐ א ሾ0, 1ሿ  (52) 
Подставив эти значения ݔ и ݕ в функцию ݂ሺݔ, -ሻ, получим сложݕ

ную функцию от одного аргумента ܨ :ݐሺݐሻ ൌ ݂ሺݔ  ,ݔ∆ݐ ݕ   .ሻݕ∆ݐ
Формулы (52) геометрически выражают прямолинейный отрезок, 

соединяющий точки ܯሺݔ, ,ଵݔଵሺܯ ሻ иݕ  ଵሻ, при этом точкаݕ
,ݔሺܯ ݐ ሻ соответствует значениюݕ ൌ 0, а точка ܯଵሺݔଵ, -ଵሻ — знаݕ
чению ݐ ൌ 1. 

Теперь приращение ∆݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺݔ  ,ݔ∆ ݕ  ሻݕ∆ െ ݂ሺݔ,  ሻݕ
можно заменить равным ему приращением ∆ܨሺ0ሻ ൌ ሺ1ሻܨ െ  .ሺ0ሻܨ

Но функция ܨሺݐሻ является функцией от одной переменной и имеет 
производные до ሺ݊  1ሻ-го порядка включительно. Следовательно, 
она может быть разложена по формуле Тейлора. Запишем это разло-
жение в форме:  
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ሻݐሺܨ∆   ൌ ሻݐሺܨ ݀  ଵ
ଶ!
݀ଶܨሺݐሻ  ڮ ଵ

!
݀ܨሺݐሻ  

       ଵ
ሺାଵሻ!

݀ାଵܨሺݐ  ,ሻݐ∆ߠ 0 ൏ ߠ ൏ 1.  

Отсюда получаем ܨሺ0ሻ ൌ ሺ1ሻܨ െ ሺ0ሻܨ ൌ ሺ0ሻܨ ݀  ଵ
ଶ!
݀ଶܨሺ0ሻ  ڮ

      ଵ
!
݀ܨሺ0ሻ  ଵ

ሺାଵሻ!
݀ାଵܨሺߠሻ, 0 ൏ ߠ ൏ 1.  (53) 

Заметим при этом, что дифференциал ݀ݐ, входящий в различных 
степенях в правую часть (53) (т. е. содержащийся в выражениях 
ሺ0ሻܨ݀ ൌ ,ݐᇱሺ0ሻ݀ܨ ݀ଶܨሺ0ሻ ൌ ,ଶݐᇱᇱሺ0ሻ݀ܨ …), равен приращению ∆ݐ ൌ 
ൌ 1 െ 0 ൌ 1. 

Теперь с учетом проведенной (линейной) замены (52), а также при-
нимая во внимание сделанное ранее замечание об инвариантности 
дифференциала любого порядка по отношению к линейной замене 
переменных, получаем:  
ሺ0ሻܨ݀ ൌ ௫݂

ᇱሺݔ, ݔሻ݀ݕ  ௬݂
ᇱሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ ݂݀ሺݔ,   ,ሻݕ

݀ଶܨሺ0ሻ ൌ ௫݂௫
ᇱᇱ ሺݔ, ଶݔሻ݀ݕ  2 ௫݂௬

ᇱᇱ ሺݔ, ݕ݀ݔሻ݀ݕ  ௬݂௬
ᇱᇱ ሺݔ, ଶݕሻ݀ݕ ൌ

     ൌ ݀ଶ݂ሺݔ,   ,ሻݕ
… 
݀ܨሺ0ሻ ൌ ݂݀ሺݔ,  .ሻݕ
Наконец, для дифференциала ሺ݊  1ሻ-го порядка ݀ାଵܨሺߠሻ ൌ 

      ൌ ݀ାଵ݂ሺݔ  ,ݔ∆ߠ ݕ   .ሻݕ∆ߠ
Отметим, что дифференциалы ݀ݔ и ݀ݕ (как и для независимых ар-

гументов) равны приращениям ∆ݔ и ∆ݕ соответственно. 
Действительно, учитывая (52) и то, что ݀ݐ ൌ 1, имеем 
ݔ݀ ൌ ݐ௧ᇱ݀ݔ ൌ ሺݔ  ݐሻ௧ᇱ݀ݔ∆ݐ ൌ ݐ݀ݔ∆ ൌ   ,ݔ∆
ݕ݀ ൌ ݐ௧ᇱ݀ݕ ൌ ሺݕ  ݐሻ௧ᇱ݀ݕ∆ݐ ൌ ݐ݀ݕ∆ ൌ  .ݕ∆
Теперь подставим выражения для ݀ܨሺ0ሻ, ݀ଶܨሺ0ሻ, … в (53): 
∆݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂ሺݔ  ,ݔ∆ ݕ  ሻݕ∆ െ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݂݀ሺݔ, ሻݕ 

     ଵ
ଶ!
݀ଶ݂ሺݔ  ,ݔ∆ߠ ݕ  ,ሻݕ∆ߠ 0 ൏ ߠ ൏ 1.   (54) 

Мы получили для функции ݖ ൌ ݂ሺݔ, -ሻ формулу Тейлора в диффеݕ
ренциальной форме. В развернутом виде она (даже для рассматривае-
мого случая функции двух аргументов) выглядит значительно слож-
нее. 
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Напишем формулу (54) с учетом того, что ݀ݔ ൌ ,ݔ∆ ݕ݀ ൌ -в раз ,ݕ∆
вернутом виде, ограничившись только двумя членами разложения  
(т. е. при ݊ ൌ 2): 

 

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  ݂ሺݔ, ሻݕ  ௫݂
ᇱ݂ሺݔ, ݔሻሺݕ െ ሻݔ  ௬݂

ᇱሺݔ, ݕሻሺݕ െ ሻݕ 
     ଵ

ଶ!
ൣ ௫݂௫

ᇱᇱ ሺݔ, ݔሻሺݕ െ ሻଶݔ  2 ௫݂௬
ᇱᇱ ሺݔ, ݔሻሺݕ െ ݕሻሺݔ െ ሻݕ 

     ௬݂௬
ᇱᇱ ሺݔ, ݕሻሺݕ െ ሻଶ൧ݕ  ଵ

ଷ!
ൣ ௫݂௫௫

ᇱᇱᇱ ሺݔ  ,ݔ∆ߠ ݕ  ݔሻሺݕ∆ߠ െ ሻଷݔ 
    3  ௫݂௫௬ᇱᇱᇱ ሺݔ  ,ݔ∆ߠ ݕ  ݔሻሺݕ∆ߠ െ ݕሻଶሺݔ െ ሻݕ  3 ௫݂௬௬

ᇱᇱᇱ ሺݔ 
    ݔ∆ߠ, ݕ  ݔሻሺݕ∆ߠ െ ݕሻሺݔ െ ሻଶݕ  ௬݂௬௬

ᇱᇱᇱ ሺݔ  ,ݔ∆ߠ ݕ 
    ݕ∆ߠሻ ሺݕ െ     .ሻଷ൧ݕ

 

Это формула Тейлора для ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݊ ሻ приݕ ൌ 2. Как видим, вы-
глядит она в развернутом виде громоздко, хотя функция зависит 
только от двух переменных, и мы взяли всего два члена разложения. 

Если в эту формулу положить ݔ ൌ ݕ ൌ 0, получим формулу 
Маклорена для функции двух переменных. Можно показать, что оста-
точный член формулы Тейлора в форме Лагранжа для функции  
ݖ ൌ ݂ሺݔ, :ሻݕ ܴሺݔ, ሻݕ ൌ ଵ

ሺାଵሻ!
݀ሺାଵሻ݂ሺߦ, ,ݔሻ является при ሺߟ ሻݕ ՜ ሺݔ,  ሻݕ

бесконечно малой величиной более высокого порядка малости по 
сравнению с ߩሺሺݔ, ,ሻݕ ሺݔݕሻሻ, где ߩ ൌ ඥሺݔ െ ሻଶݔ  ሺݕ െ  .ሻଶ, т. еݕ
можно представить остаточный член ܴሺݔ, ሻݕ ൌ Оሺߩሻ. 
Пример 37. Функцию ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଷݔ െ ଶݔ5 െ ݕݔ  ଶݕ  ݔ10  ݕ5 െ 4 

разложить по формуле Тейлора в окрестности точки ሺ2,െ1ሻ. 
Найдем ݂ሺ2, െ1ሻ ൌ 2ଷ െ 5 · 2ଶ െ 2 · ሺെ1ሻ  ሺെ1ሻଶ  10 · 2  5 ·

⋅ሺെ1ሻ െ 4 ൌ 2. Вычислим последовательно частные производные 
данной функции и их значения в точке ሺ2, െ1ሻ:  

௫݂
ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ3 െ ݔ10 െ ݕ  10, ௫݂

ᇱሺ2, െ1ሻ ൌ 3; 

௬݂
ᇱሺݔ, ሻݕ ൌ െݔ  ݕ2  5, ௬݂

ᇱሺ2, െ1ሻ ൌ 1; 

௫݂௫
ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ6 െ 10, ௫݂௫

ᇱᇱ ሺ2, െ1ሻ ൌ 2; 

௬݂௬
ᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ ൌ 2, ௬݂௬

ᇱᇱ ሺ2, െ1ሻ ൌ 2; 

௫݂௫௫
ᇱᇱᇱ ሺݔ, ሻݕ ൌ 6, ௫݂௫௫

ᇱᇱᇱ ሺ2, െ1ሻ ൌ 6. 
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Все последующие производные тождественно равны нулю. По 
формуле Тейлора получаем искомое разложение: ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 2 
3ሺݔ െ 2ሻ  ሺݕ  1ሻ െ ሺݔ െ 2ሻଶ െ ሺݔ െ 2ሻሺݕ  1ሻ  ሺݕ  1ሻଶ  ሺݔ െ 2ሻଷ. 

С помощью формулы Тейлора для функции двух независимых пе-
ременных находят приближенные значения функции в точке, а также 
исследуют функции двух переменных на экстремум. 

§ 12. ìëãéÇçõâ ùäëíêÖåìå  
îìçäñàà çÖëäéãúäàï èÖêÖåÖççõï 

При отыскании экстремумов функции ݖ ൌ ݂ሺݔ, -ሻ часто необходиݕ
мо найти их точки не на всей области определения ܦሺ݂ሻ, а только на 
некотором ее подмножестве, например на линии Г ؿ -ሺ݂ሻ. Таким обܦ
разом, ставится задача отыскания на линии Г точки ሺݔ, -ሻ, в котоݕ
рой значение функции является наибольшим или наименьшим по 
сравнению с ее значениями в точках линии Г, находящихся вблизи 
точки ሺݔ, -ሻ. Такие точки называются точками условного экстремуݕ
ма функции ݂ሺݔ,  .ሻ на линии Гݕ

В отличие от обычной (безусловной) точки экстремума, значения 
функции в точке условного экстремума сравниваются с ее значениями 
не во всех точках некоторой окрестности точки ሺݔ,  ሻ, а только вݕ
тех ее точках, которые лежат на линии Г. 

Следующий пример иллюстрирует понятие условного экстремума 
функции и отличие этого понятия от локального экстремума. 
Пример 38. Пусть требуется найти экстремум функции ݖ ൌ ଶݔ   ଶݕ

при условии, что переменные ݔ и ݕ удовлетворяют уравнению 
ݔ  ݕ െ 1 ൌ 0, которое называют уравнением (условием) связи. Урав-
нение ݔ  ݕ െ 1 ൌ 0 в ܴଷ определяет плоскость, параллельную оси Oݖ 
и пересекающую плоскость Oݕݔ по прямой Г. 

Функция ݖ ൌ ଶݔ   ଶ определена на всей числовой плоскости ܴଶ, аݕ
ее экстремумы требуется найти только среди тех точек плоскости, ко-
торые лежат на прямой Г: ݔ  ݕ െ 1 ൌ 0. 

Из уравнения связи находим ݕ ൌ 1 െ  Подставляя это выражение .ݔ
в уравнение ݖ ൌ ଶݔ  ݖ ଶ, получаем функциюݕ ൌ ଶݔ2 െ ݔ2 െ 1 одной 
переменной ݔ. 
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Таким образом, задача свелась к задаче отыскания безусловных ло-
кальных экстремумов функции одной переменной. Найдем точки ло-
кальных экстремумов, лежащих на линии Г. Так как ݖ௫ᇱ ൌ ݔ4 െ 2, то 
ݔ ൌ

ଵ
ଶ
 — критическая точка ቀ4ݔ െ 2 ൌ 0 при ݔ ൌ ଵ

ଶ
ቁ. 

Она является точкой локального минимума, поскольку ݖᇱᇱ ቀଵ
ଶ
ቁ ൌ 

ൌ 4  0 (см. второе достаточное условие экстремума для функции 
одной переменной), т. е. ݖ|௫బୀଵ/ଶ ൌ

ଵ
ଶ
. Следовательно, функция 

ݖ ൌ ଶݔ  ݔ ଶ при условииݕ  ݕ െ 1 ൌ 0 имеет условный локальный 
минимум ݖ ൌ ଵ

ଶ
 в точке ቀଵ

ଶ
; ଵ
ଶ
ቁ. 

Из рис. 6.24 непосредственно видно, что на поверхности парабо-
лоида вращения ݖ ൌ ଶݔ  -ଶ безусловный минимум равен 0 и достиݕ
гается в точке Oሺ0, 0ሻ, т. е. он не совпадает с точкой ቀଵ

ଶ
; ଵ
ଶ
ቁ условного 

минимума, лежащей на прямой ݔ  ݕ െ 1 ൌ 0. 

 
Рис. 6.24 

В этом примере мы рассмотрели один из способов решения задачи 
нахождения условного экстремума. Этот способ состоит в решении 
уравнения связи относительно одной из переменных и в последующей 
подстановке этой переменной в функцию ݂. 

Таким образом, мы сводим задачу к нахождению обычного локаль-
ного экстремума функции одной переменной. Однако этот метод не 
всегда применим, т. к. уравнение связи не всегда удается решить от-
носительно одной из переменных. Следующий метод позволяет найти 
условный экстремум, не решая уравнение связи. 
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§ 13. åÖíéÑ åçéÜàíÖãÖâ ãÄÉêÄçÜÄ 

Рассмотрим задачу нахождения условного экстремума функции 
݂ሺݔ, ,ݔሻ при уравнении связи ߮ሺݕ ሻݕ ൌ 0  (55) 
на следующем примере. Предположим, что линия уровня функции 
݂ሺݔ, ,ሻ, соответствующая значениям ܿଵݕ ܿଶ, … , ܿ, имеет такой вид, как 
на рис. 6.25. 

 
Рис. 6.25 

Пусть ܿଵ ൏ ܿଶ ൏  …  ൏   ܿ, причем, если линия уровня ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܿ 
лежит между линиями уровня ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܿ и ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܿାଵ, то 
ܿ ൏ ܿ ൏ ܿାଵ ሺ1  ݅  ݇ െ 1ሻ. 

Найдем самое большое число ܿ такое, что линия уровня ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ܿ 
имеет общие точки с линией уровня ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ 0, т. е. с множеством 
ܧ ൌ ሼሺݔ, ,ݔሻ|߮ሺݕ ሻݕ ൌ 0ሽ. 

Рис. 6.25 показывает, что такое ܿ соответствует линии уровня 
функции ݂ሺݔ, ,ݔв точке ܲሺ ܧ ሻ, касающейся множестваݕ  .ሻݕ

Следовательно, в точке ܲ функция ݂ достигает большего значе-
ния, чем во всех остальных точках множества ܧ, достаточно близких 
к ܲ. Иными словами, функция ݂ имеет в точке ܲ строгий условный 
экстремум (строгий условный максимум). 

Предположим, что функции ݂ и ߮ имеют непрерывные частные 
производные в окрестности точки ܲሺݔ,  ሻ, при этомݕ
,ݔሺ߮ ݀ܽݎ݃ ሻݕ ൌ ቄడఝ

డ௫
ሺݔ, ,ሻݕ డఝ

డ௬
ሺݔ, ሻቅݕ ് ሺ0, 0ሻ. 
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Точка касания ܲሺݔ, -ሻ двух кривых — это точка, в которой криݕ
вые имеют общую касательную ݈. 

Выше (см. пример 34) было отмечено, что градиент функции в точ-
ке перпендикулярен касательной к линии уровня, проходящей через 
эту точку. Значит, градиенты функций ݂ и ߮ в точке ܲ перпендику-
лярны общей касательной ݈. Следовательно, вектор ݃݀ܽݎ ݂ሺݔ,  ሻݕ
коллинеарен вектору ݃݀ܽݎ ߮ሺݔ,  ሻ. Это условие можно записатьݕ
следующим образом ݃݀ܽݎ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺ߮ ݀ܽݎ݃ ߣ  ሻ,  (56)ݕ
где ߣ — некоторое число. 

Значит, для отыскания точки ሺݔ,  ሻ относительного экстремумаݕ
нужно найти точки, удовлетворяющие (55), в которых выполняется 
(56). 

Запишем (56) в виде: 
ቄడ
డ௫
ሺݔ, ,ሻݕ డ

డ௬
ሺݔ, ሻቅݕ ൌ ߣ ቄడఝ

డ௫
ሺݔ, ,ሻݕ డఝ

డ௬
ሺݔ,   ሻቅݕ

или  

ቐ
డ
డ௫
ሺݔ, ሻݕ െ ߣ డఝ

డ௫
ሺݔ, ሻݕ ൌ 0,

డ
డ௬
ሺݔ, ሻݕ െ ߣ డఝ

డ௬
ሺݔ, ሻݕ ൌ 0.

 (57) 

Таким образом, (57) — необходимое условие того, что точка 
ሺݔ, ,ݔሻ является точкой относительного экстремума функции ݂ሺݕ  ሻݕ
при уравнении связи ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ 0. 

Сформулированное необходимое условие можно записать при по-
мощи функции ܮሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൌ ݂ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔሺ߮ ߣ  ሻ, называемой функциейݕ
Лагранжа. Функция ܮሺݔ, ,ݕ ܦ ሻ определена на множествеߣ ؿ ܴଵ. Пе-
ременная ߣ называется множителем Лагранжа. 

Используя функцию Лагранжа, можно записать условия (55) и (57) 
следующим образом: 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
డ
డ௫
ሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൌ 0,

డ
డ௬
ሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൌ 0,

డ
డఒ
ሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൌ 0.

 (58) 

Иными словами, если ሺݔ,  ሻ — точка условного экстремумаݕ
функции ݂ሺݔ, ,ݔሻ при условии (55), то ሺݕ ,ݕ -ሻ — стационарная точߣ
ка функции ܮሺݔ, ,ݕ  .ሻߣ
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Соотношения (58) дают необходимые, но не достаточные условия 
того, что в точке ݔ функция ݂ имеет условный экстремум при урав-
нении связи (55). 

Достаточные условия сформулированы в следующей теореме. 
Приведем ее без доказательства. 
Теорема 25. Пусть точка ܲሺݔ, ,ݕ  ሻ является стационарнойߣ

точкой функции Лагранжа ܮሺݔ, ,ݕ -ሻ. Предположим, что в окрестноߣ
сти точки ሺݔ,  ሻ существуют непрерывные частные производныеݕ
второго порядка функций ݂ и ߮. Обозначим ܣ ൌ డమ

డ௫మ 
ሺݔ, ,ݕ  ,ሻߣ

ܥ ൌ డమ
డ௬మ 

ሺݔ, ,ݕ ,ሻߣ ܤ ൌ డమ
డ௫డ௬

ሺݔ, ,ݕ ܥܣ ሻ. Тогда еслиߣ െ ଶܤ  0, то 

точка ሺݔ,  ሻ — точка строгого условного экстремума функцииݕ
݂ሺݔ, ,ݔሻ при уравнении связи ߮ሺݕ ሻݕ ൌ 0, при этом если ܣ  0, то 
ሺݔ, ܣ ሻ — точка строгого условного минимума, еслиݕ ൏ 0, то точ-
ка строгого условного максимума. 
Замечание 10. В последней теореме по сути идет речь (изучается) 

знак дифференциала второго порядка функции Лагранжа для стацио-
нарной точки (точек, если их несколько). Пусть ܲሺݔ, ,ሻݕ - — люߣ
бое из решений системы (58), тогда условия теоремы можно записать 
в виде определителя: 

∆ൌ െ ቮ
0 ߮௫ᇱ ሺܲሻ ߮௬ᇱ ሺܲሻ

߮௫ᇱ ሺܲሻ ௫௫ᇱᇱܮ ሺܲ,  ሻߣ  ௫௬ᇱᇱܮ ሺܲ, ሻߣ 
߮௬ᇱ ሺܲሻ ௫௬ᇱᇱܮ ሺܲ, ሻߣ  ௬௬ᇱᇱܮ ሺܲ, ሻߣ 

ቮ. 

Если ∆൏ 0, то функция ݂ሺݔ, ,ݔሻ имеет в точке ܲሺݕ  ሻ условныйݕ
максимум, если ∆ 0, то функция ݂ሺݔ, ,ݔሻ имеет в точке ܲሺݕ -ሻ усݕ
ловный минимум. 
Пример 39. Найти условный экстремум функции ݖ ൌ ݔ   при ݕ2

ଶݔ  ଶݕ ൌ 5. 
Решение. Составим функцию Лагранжа: ܮሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൌ ݔ  ݕ2 

ߣሺݔଶ  ଶݕ െ 5ሻ. Имеем డ
డ௫
ൌ 1  ,ݔߣ 2 డ

డ௬
ൌ 2   Система (58) .ݕߣ2

принимает вид: 

ቐ
1  ݔߣ 2 ൌ 0,
2  ݕߣ2 ൌ 0,
ଶݔ  ଶݕ ൌ 5.
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Она имеет два решения: ݔଵ ൌ െ1, ଵݕ  ൌ െ2, ଵߣ  ൌ
ଵ
ଶ
ଶݔ ; ൌ 1, 

ଶݕ  ൌ 2, ଶߣ ൌ െ ଵ
ଶ
 (Убедитесь в этом!). Так как ܣ ൌ డమ

డ௫మ 
ൌ  ;ߣ2

ܤ ൌ డమ
డ௫డ௬

ൌ 0; ܥ ൌ డమ
డ௬మ 

ൌ ܮто ݀ଶ ,ߣ2 ൌ ଶݔሺ݀ߣ2   .ଶሻݕ݀

При ߣ ൌ ଵ
ଶ
  ݀ଶܮ  0, поэтому функция имеет условный минимум в 

точке ܲଵሺെ1,െ2ሻ и ݖ|௫ୀିଵ
௬ୀିଵ

ൌ െ5. 

При ߣ ൌ െ ଵ
ଶ
  ݀ଶܮ ൏ 0, поэтому функция имеет условный максимум 

в точке ܲଶሺ1, 2ሻ и ݖ௫|௫ୀଵ
௬ୀଶ

ൌ 5. 

Или иначе: 
      ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ  ଶݕ െ 5, ߮௫ᇱ ൌ ,ݔ2 ߮௬ᇱ ൌ ,ݕ2 ߮௫ᇱ ሺെ1,െ2ሻ ൌ െ2, 
 ߮௬ᇱ ሺെ1,െ2ሻ ൌ െ4, ௫௫ᇱᇱܮ  ൌ 1, ௫௬ᇱᇱܮ  ൌ 0, ௬௬ᇱᇱܮ  ൌ 1  при  ߣ ൌ ଵ

ଶ
. 

Следовательно,  

∆ൌ െ อ
0 െ2 െ4
െ2 1 0
െ4 0 1

อ ൌ െ อ
െ16 െ2 0
െ2 1 0
െ4 0 1

อ ൌ  

     ൌ െሺ1ሻሺെ1ሻଷାଷ ቚെ16 െ2
െ2 1 ቚ ൌ ቚ16 2

െ2 1ቚ ൌ 16 െ ሺെ4ሻ ൌ 20  0, 
т. е. функция имеет условный минимум в точке ܲଵሺെ1,െ2ሻ. 

Совершенно аналогично для точки ܲଶሺ1, 2ሻ 

∆ൌ െ อ
0 2 4
2 െ1 0
4 0 െ1

อ ൌ െ20 ൏ 0 (Проверьте!), 

т. е. точка ܲଶሺ1, 2ሻ — точка условного максимума. 

§ 14. çÄïéÜÑÖçàÖ çÄàÅéãúòÖÉé à çÄàåÖçúòÖÉé  
áçÄóÖçàâ îìçäñàà, àåÖûôÖâ óÄëíçõÖ  

èêéàáÇéÑçõÖ Çé ÇçìíêÖççàï íéóäÄï  
éÉêÄçàóÖççéÉé áÄåäçìíéÉé åçéÜÖëíÇÄ 

Пусть функция ݂ሺݔଵ, … ,  ሻ определена и непрерывна на замкнутомݔ
ограниченном на множестве ܦ. Существуют точки ݔ ൌ ሺݔଵ, … ,  ሻ иݔ
ᇱݔ ൌ ሺݔଵᇱ , … , ᇱݔ ሻ из множества ܦ, в которых ݂ принимает наибольшее 
и наименьшее значения соответственно. Рассмотрим, например, точку 
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 . Эта точка может быть либо внутренней, либо граничной точкойݔ
множества ܦ. Если ݔ — внутренняя точка, то по определению это 
означает, что у точки ݔ существует ε-окрестность ఌܱሺݔሻ ؿ  При .ܦ
этом ݂ሺݔሻ  ݂ሺݔሻ для всех ݔ א ఌܱሺݔሻ. Следовательно, в точке ݔ 
функция имеет максимум. 

Если ݔ — граничная точка множества ܦ, то, очевидно, она являет-
ся точкой максимума функции ݂ относительно границы множества ܦ. 
Таким образом, чтобы найти наибольшее значение ݂ на множестве ܦ, 
нужно найти все внутренние точки ܦ, в которых фунция ݂ имеет мак-
симум, а также все точки на границе ܦ, в которых функция ݂ имеет 
относительный максимум, вычислить значения функции в найденных 
точках и выбрать среди них наибольшее. Аналогичные рассуждения 
можно провести относительно точки ݔԢ.  

Приведем примеры задачи, которую можно решить этим способом. 
Пример 40. Определим наибольшее и наименьшее значения функ-

ции ݖ ൌ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ െ ܦ ଶ на множествеݕ ൌ ሼሺݔ, ଶݔ|ሻݕ  ଶݕ  1ሽ. 
Множество ܦ является кругом с центром в точке ܱ ൌ ሺ0,0ሻ радиу-

са, равного 1 (рис. 6.26). 
  y

x

(0,1)

(1,0)0(‐1,0) 

(0,‐1)
 

Рис. 6.26 

1. Найдем стационарные точки функции ݂. Для этого решим сис-

темы уравнений: ቐ
డ
డ௫
ሺݔ, ሻݕ ൌ 0

డ
డ௬
ሺݔ, ሻݕ ൌ 0

, ൜ ݔ2 ൌ 0
െ2ݕ ൌ 0.  

Система имеет единственное решение ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0, 0ሻ, оно, оче-
видно, содержится в множестве ܦ. Вычислим значения функции ݂ в 
полученной точке: 
ݖ ൌ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 0. 

y

x



— 334 — 

2. Исследуем функцию на границе области — на окружности. Для 
этого решим задачу нахождения относительно экстремума функции ݂ 
при уравнении связи ݔଶ  ଶݕ ൌ 1. Составим функцию Лагранжа: 
,ݔሺߔ ,ݕ ሻߣ ൌ ଶݔ െ ଶݕ െ ଶݔሺߣ  ଶݕ െ 1ሻ и найдем ее стационарные точ-
ки — решение системы уравнений: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
డః
డ௫
ሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൌ 0

డః
డ௬
ሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൌ 0

డః
డఒ
ሺݔ, ,ݕ ሻߣ ൌ 0

, или ቐ
ݔ2 െ ݔߣ2 ൌ 0
െ2ݕ െ ݕߣ2 ൌ 0

െሺݔଶ  ଶݕ െ 1ሻ ൌ 0
. 

Эта система имеет четыре решения: ܯଵ ൌ ሺ0, 1, െ1ሻ, ଶܯ  ൌ 
ൌ ሺ0,െ1,െ1ሻ, ܯଷ ൌ ሺ1, 0, 1ሻ,ܯସ ൌ ሺെ1, 0, 1ሻ. 

Вычислим значения функции ݂ в соответствующих решениям точ-
ках ݂ሺ0, 1ሻ ൌ ݂ሺ0,െ1ሻ ൌ െ1, ݂ሺ1, 0ሻ ൌ ݂ሺെ1, 0ሻ ൌ 1. 

Таким образом, мы получили пять точек из множества ܦ. Наи-
большего значения, равного 1, функция ݂ достигает в точках 
ሺ1, 0ሻ и ሺെ1, 0ሻ, наименьшего значения, равного –1, функция ݂ дости-
гает в точках ሺ0, 1ሻ и ሺ0, െ1ሻ. 
Пример 41. Найти локальные экстремумы функции ݖ ൌ ݕݔ  ହ

௫


 ଶ
௬
, ݔ ് 0, ݕ ് 0. 

Алгоритм (схема) решения. 
1. Находим первые частные производные и приравниваем их к ну-

лю (проверяем необходимое условие). 
2. Решаем полученные уравнения и находим точки, подозреваемые 

на экстремум (стационарные точки). 
3. Вычисляем вторые частные производные в точках, подозревае-

мых на экстремум. 
4. Проверяем выполнение достаточных условий. 
Решение. 
1. Находим первые частные производные и приравниваем их к ну-

лю: డ௭
డ௫
ൌ ݕ െ ହ

௫మ
ൌ 0, డ௭

డ௬
ൌ ݔ െ ଶ

௬మ
ൌ 0. 

2. Решаем эту систему ቐ
ݕ െ ହ

௫మ
ൌ 0,

ݔ െ ଶ
௬మ
ൌ 0

 ֜   ൜ݔ
ଶݕ ൌ 50,
ଶݕݔ ൌ 20.
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После почленного деления первого уравнения на второе (обоснуйте 
законность этой операции!) имеем ௫

௬
ൌ ହ

ଶ
. Отсюда ݕ ൌ -Подстав .ݔ0,4

ляем ݕ ൌ ݕଶݔ в уравнение ݔ0,4 ൌ 50 и решаем его: 0,4ݔଷ ൌ 50,  
ଷݔ  ൌ 125, ݔ ൌ 5, ݕ ൌ 0,4 · 5 ൌ 2. Таким образом, точка ሺݔ, ሻݕ ൌ 
ൌ ሺ5, 2ሻ — точка, подозреваемая на экстремум. 

3. Находим вторые производные и вычисляем значения их в крити-
ческой точке ሺ5, 2ሻ:  

  డ
మ௭

డ௫డ௫
ൌ ଵ

௫య
;   డ

మ௭
డ௫డ௫

ቚ
ሺହ,ଶሻ

ൌ ଵ
ଵଶହ

ൌ ସ
ହ
;  డ

మ௭
డ௫డ௬

ൌ 1;  డ
మ௭

డ௬డ௬
ൌ ସ

௬య
;   డ

మ௭
డ௬డ௬

ቚ
ሺହ,ଶሻ

ൌ  

  ൌ ସ
଼
ൌ 5 

4. Находим ܥܣ െ ଶܤ ൌ ସ
ହ
· 5 െ 1ଶ ൌ 3  0, ܣ ൌ ସ

ହ
 0 функция име-

ет в точке ሺ5, 2ሻ минимум, равный ݖ ൌ ,ሺ5ݖ 2ሻ ൌ 5 · 2  ହ
ହ


ଶ
ଶ
ൌ 

ൌ 10  10  10 ൌ 30.   

§ 15. çÄàÅéãúòÖÖ à çÄàåÖçúòÖÖ áçÄóÖçàü 

îìçäñàà (ÉãéÅÄãúçõâ ùäëíêÖåìå) 

Пусть функция ݂ሺݔଵ, … , ܦ ሻ определена на множествеݔ א ܴ,  
точка ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ሻݔ א -Говорят, что функция ݂ принимает в точ .ܦ
ке ݔ наибольшее (наименьшее) на множестве ܦ  значение, если: 
݂ሺݔଵ, … , ሻݔ  ݂ሺݔଵ, … , ,ଵݔሻ ሾ݂ሺݔ … , ሻݔ  ݂ሺݔଵ, … ,  ሻሿ для всехݔ
ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ሻݔ א  .ܦ

Задачи нахождения наибольших и наименьших значений функции 
݂ на множестве ܦ весьма разнообразны. Существуют различные спо-
собы их классификации и методы их решения. Здесь мы ограничимся 
рассмотрением лишь некоторых задач, относящихся к двум типам. 

 

íàèéÇõÖ áÄÑÄóà à ÄãÉéêàíåõ àï êÖòÖçàü 

1. Постановка задачи. Найти частные производные до второго 
порядка включительно функции ݑ ൌ ݂ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  .ሻݔ
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Алгоритм решения. 
1. При нахождении частных производных функции ݑ ൌ ݂ሺݔଵ, ,ଶݔ 

… , - фиксируем остальные переменные и диффеݔ ሻ по переменнойݔ
ренцируем ݂ как функцию одной переменной ݔ. 

2. Частные производные высших порядков вычисляются аналогич-
но последовательным дифференцированием. 
Пример 42.  
Найти частные производные до второго порядка включительно 

функции ݖ ൌ ݔ௬ ሺݔ  0ሻ. 
Решение. 
1. Для того, чтобы найти частную производную по ݔ, фиксируем ݕ 

и дифференцируем функцию ݖ ൌ  ௬ как функцию одной переменнойݔ
 .(!каким-либо числом ݕ считаем) ݔ

Используя формулу для производной степенной функции, получим 
డ௭
డ௫
ൌ  .௬ିଵݔݕ
Аналогично, при нахождении производной по ݕ, фиксируем ݔ и 

дифференцируем функцию ݖ ൌ  ݕ ௬ как функцию одной переменнойݔ
(используя формулу показательной функции) డ௭

డ௬
ൌ ௬ݔ ln  .ݔ

2. Частные производные второго порядка డమ௭
డ௫డ௫

 и   డ
మ௭

డ௬డ௬
 вычисляем, 

дифференцируя డ௭
డ௫

 (по ݔ при фиксированном ݕ) డ
మ௭

డ௫మ
ൌ ሺ ݔݕ௬ିଵሻ௫ᇱ ൌ 

ൌ ݕሺݕ െ 1ሻݔ௬ିଶ;  డ
మ௭

డ௬డ௬
ൌ ሺݔ௬ ln ሻ௬ᇱݔ ൌ  частную производную ;ݔ௬݈݊ଶݔ

డమ௭
డ௫డ௬

 или డమ௭
డ௬డ௫

, дифференцируя డ௭
డ௫

 по ݕ (при фиксированном ݔ) или డ௭
డ௬

 

по ݔ (при фиксированном ݕ) డ
మ௭

డ௫డ௬
ൌ ሺݔݕ௬ିଵሻ௬ᇱ ൌ ௬ିଵݔ  ௬ିଵݔݕ ln  .ݔ

2. Постановка задачи. Найти градиент функции ݑ ൌ ݂ሺݔ, ,ݕ  ሻ вݖ
точке ܯሺݔ, ,ݕ  .ሻݖ
Алгоритм решения.  
Напомним, градиент функции ݂ሺݔ, ,ݕ  ሻ — это вектор, координатыݖ

которого в базисе ଓҧ, ଔ ҧ, ത݇ являются частными производными функции 
݂ሺݔ, ,ݕ ݂ ݀ܽݎ݃ .ሻ, т. еݖ ൌ డ

డ௫
ଓҧ  డ

డ௬
ଔҧ  డ

డ௭
ത݇ ൌ ቄడ

డ௫
, డ
డ௬
, డ
డ௭
ቅ. 
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1. Находим частные производные функции ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ డ
డ௫
, డ
డ௬
, డ
డ௭

. 

2. Вычисляем частные производные функции ݂ሺݔ, ,ݕ  ሻ в точкеݖ
,ݔሺܯ ,ݕ  .ሻݖ

3. Вычисляем градиент ݑ ൌ ݂ሺݔ, ,ݕ ,ݔሻ в точке ሺݖ ,ݕ  :ሻݖ
ெబ|݂ ݀ܽݎ݃ ൌ ቄ డ

డ௫
ሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ డ

డ௬
ሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ డ

డ௭
ሺݔ, ,ݕ  .ሻቅݖ

Пример 43.  
Найти градиент функции ݑ ൌ ଶݔ െ ݕሺ݃ݐܿݎܽ   ሻ в точкеݖ

,ሺ2ܯ 1, 1ሻ. 
Решение. 
1. Находим частные производные функции ݑ ൌ ଶݔ െ ݕሺ݃ݐܿݎܽ   :ሻݖ

డ
డ௫
ൌ డ ;ݔ2

డ௬
ൌ െ ଵ

ଵାሺ௬ା௭ሻమ
 ;  డ

డ௭
ൌ െ ଵ

ଵାሺ௬ା௭ሻమ
. 

2. Вычисляем частные производные функции ݑ ൌ ଶݔ െ ݕሺ݃ݐܿݎܽ   ሻݖ
в точке ܯሺ2, 1, 1ሻ: డ

డ௫
ሺ2, 1, 1ሻ ൌ 4, డ

డ௬
ሺ2, 1, 1ሻ ൌ െ ଵ

ହ
, డ
డ௭
ሺ2, 1, 1ሻ ൌ െ ଵ

ହ
. 

3. Вычисляем градиент функции ݑ ൌ ଶݔ െ ݕሺ݃ݐܿݎܽ   ሻ в точкеݖ
,ሺ2ܯ 1, 1ሻ: 
ሺଶ,ଵ,ଵሻ|݂ ݀ܽݎ݃ ൌ 4ଓҧ െ ଵ

ହ
ଔҧ െ ଵ

ହ
ത݇ ൌ ቄ4; െ ଵ

ହ
; െ ଵ

ହ
ቅ. 

3. Постановка задачи. Найти производную функции ݑሺݔ, ,ݕ  ሻ вݖ
точке ܣሺݔଵ, ,ଵݕ ,ଶݔሺܤ ଵሻ по направлению к точкеݖ ,ଶݕ  .ଶሻݖ
Алгоритм решения. 
1. Если функция ݑሺݔ, ,ݕ ,ଵݔሺܣ ሻ дифференцируема в точкеݖ ,ଵݕ  ,ଵሻݖ

то в этой точке существует ее производная по любому направлению Ԧ݈, 
определяемая формулой డ௨

డ
ቚ

ൌ ൫݃ݑ ݀ܽݎ|, ݈ሬሬሬԦ൯,  (59) 

где ݃ݑ ݀ܽݎ ൌ 0, , ,  u u u ll
x y z l

⎧ ⎫∂ ∂ ∂
=⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭

GJG
G . 

2. Находим координаты вектора Ԧ݈. В данном случае Ԧ݈ ൌ ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ 
ൌ ሼݔଶ െ ,ଵݔ ଶݕ െ ,ଵݕ ,ଶെݖ  .ଵሽݖ

3. Находим единичный вектор (орт) ݈ሬሬሬԦ:  

     ݈ሬሬሬԦ ൌ
Ԧ݈

หԦ݈ห
ൌ

ሼݔଶ െ ,ଵݔ ଶݕ െ ,ଵݕ ,ଶെݖ ଵሽݖ

ඥሺݔଶ െ ଵሻଶݔ  ሺݕଶ െ ଵሻଶݕ  ሺݖଶെ,  ଵሻଶݖ
. 
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4. Вычисляем частные производные и градиент функции ݑሺݔ, ,ݕ  ሻ вݖ
точке ܣሺݔଵ, ,ଵݕ   :ଵሻݖ
|ݑ ݀ܽݎ݃ ൌ ൛ݑ௫ᇱ ሺݔଵ, ,ଵݕ ,ଵሻݖ ௬ᇱݑ ሺݔଵ, ,ଵݕ ,ଵሻݖ ௭ᇱݑ ሺݔଵ, ,ଵݕ  .ଵሻൟݖ
5. Вычисляем скалярное произведение в формуле (57), получаем 

ответ. 
Пример 44. Найти производную функции ݑ ൌ ଶݔ െ ݕሺ݃ݐܿݎܽ   ሻ вݖ

точке ܣሺ2, 1, 1ሻ по направлению к точке ܤሺ2, 4, െ3ሻ. 
Решение. 
1. Так как функция ݑ ൌ ଶݔ െ ݕሺ݃ݐܿݎܽ   ሻ дифференцируема вݖ

точке ܣሺ2, 1, 1ሻ, то в этой точке существует ее производная по любо-
му направлению Ԧ݈, которая определяется формулой (57). 

2. Находим координаты вектора Ԧ݈. В данном случае Ԧ݈ ൌ ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ 
ൌ ሼ0, 3, െ4ሽ. 

3. Находим единичный вектор (орт) ݈ሬሬሬԦ: ݈ሬሬሬԦ ൌ
Ԧ

หԦห
ൌ ሼ,ଷ,ିସሽ

ඥమାଷమାሺିସሻమ
ൌ 

ൌ ቄ0, ଷ
ହ
, െ ସ

ହ
ቅ. 

4. Вычисляем частные производные функции ݑ ൌ ଶݔ െ ݕሺ݃ݐܿݎܽ   ሻݖ
в точке ܣሺ2, 1, 1ሻ:  

డ௨
డ௫
ቚ
ሺଶ,ଵ,ଵሻ

ൌ ሺଶ,ଵ,ଵሻ|ݔ2 ൌ 4,   

డ௨
డ௬
ቚ
ሺଶ,ଵ,ଵሻ

ൌ െ ଵ
ଵାሺ௬ା௭ሻమ

ቚ
ሺଶ,ଵ,ଵሻ

ൌ െ ଵ
ହ
,  

 డ௨
డ௭
ቚ
ሺଶ,ଵ,ଵሻ

ൌ െ ଵ
ଵାሺ௬ା௭ሻమ

ቚ
ሺଶ,ଵ,ଵሻ

ൌ െ ଵ
ହ
.   

Тогда ݃ݑ ݀ܽݎ|ሺଶ,ଵ,ଵሻ ൌ ቄെ4,െ ଵ
ହ
, െ ଵ

ହ
ቅ. 

5. Подставляя полученные значения в формулу (1) и вычисляя ска-
лярное произведение, получим డ௨

డ
ቚ
ሺଶ,ଵ,ଵሻ

ൌ ൫ ݃ݑ ݀ܽݎ|ሺଶ,ଵ,ଵሻ, ݈ሬሬሬԦ൯ ൌ 4 · 0 

ቀെ ଵ
ହ
ቁ · ଷ

ହ
 ቀെ ଵ

ହ
ቁ · ቀെ ସ

ହ
ቁ ൌ ଵ

ଶହ
. 

Ответ:  డ௨
డ
ቚ
ሺଶ,ଵ,ଵሻ

ൌ ଵ
ଶହ

. 
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4. Постановка задачи. Найти производные ݖ௫ᇱ  и ݖ௬ᇱ  функции 
ݖ ൌ ,ݑሺݖ ݑ ሻ, гдеݒ ൌ ,ݔሺݑ ݒ ሻ иݕ ൌ ,ݔሺݒ  .ሻݕ
Алгоритм решения.  
Поскольку ݖ является сложной функцией двух переменных ݔ и ݕ, 

то ее производные ݖ௫ᇱ  и ݖ௬ᇱ  вычисляются по формулам: 
డ௭
డ௫
ൌ డ௭

డ௨
  · డ௨
డ௫
 డ௭

డ௩
· డ௩
డ௫
,  (60) 

డ௭
డ௬
ൌ డ௭

డ௨
· డ௨
డ௬
 డ௭

డ௩
· డ௩
డ௬
.  (61) 

1. Вычисляем частные производные డ௭
డ௨
, డ௭
డ௩
, డ௨
డ௫
, డ௨
డ௬
, డ௩
డ௫
, డ௩
డ௬

. 
2. Подставляем полученные результаты в формула (60) и (61) и за-

писываем ответ. 
Замечание 11. Формулы (60) и (61) можно обобщить на функции 

любого числа переменных. Например, если дана функция ݂ሺݑ, ,ݒ  ,ሻݓ
где ݑ ൌ ,ݔሺݑ ,ݕ ,ሻݐ ݒ ൌ ,ݔሺݒ ,ݕ ݓ ሻ иݐ ൌ ,ݔሺݓ ,ݕ -ሻ, то ее частные произݐ
водные ௫݂

ᇱ, ௬݂
ᇱ, ௧݂

ᇱ вычисляются по формулам డ
డ௫
ൌ డ

డ௨
· డ௨
డ௫
 డ

డ௩
· డ௩
డ௫
 డ

డ௪
·

డ௪
డ௫
, డ
డ௬
ൌ డ

డ௨
· డ௨
డ௬
 డ

డ௩
· డ௩
డ௬
 డ

డ௪
· డ௪
డ௬
, డ
డ௧
ൌ డ

డ௨
· డ௨
డ௧
 డ

డ௩
· డ௩
డ௧
 డ

డ௪
· డ௪
డ௧
.  

Пример 45. Найти производные ݖ௫ᇱ  и ݖ௬ᇱ  функции ݖ ൌ ௨
௩
, где 

ݑ ൌ ݒ ௬ иݔ ൌ ඥݕݔ. 
Решение. 
1. Вычисляем частные производные డ௭

డ௨
ൌ ଵ

௩
, డ௭
డ௩
ൌ െ ௨

௩మ
, డ௨
డ௫
ൌ ,௬ିଵݔݕ

డ௨
డ௬
ൌ ௬ݔ ln ݔ , డ௩

డ௫
ൌ √௬

ଶ√௫
, డ௩
డ௬
ൌ √௫

ଶ√௬
. 

2. Подставляя полученные результаты в формулы (59) и (60), полу-
чаем: 

డ௭
డ௫
ൌ ଵ

௩
· ௬ିଵݔݕ  െ ௨

௩మ
· √௬
ଶ√௫

, డ௭
డ௬
ൌ ଵ

௩
· ௬ݔ  ln ݔ െ ௨

௩మ
· √௫
ଶ√௬

 . 

Ответ: డ௭
డ௫
ൌ ଵ

௩
· ௬ିଵݔݕ  െ ௨

௩మ
· √௬
ଶ√௫

, డ௭
డ௬
ൌ ଵ

௩
· ௬ݔ  ln ݔ െ ௨

௩మ
· √௫
ଶ√௬

 , где 

ݑ ൌ ,௬ݔ ݒ ൌ ඥݕݔ. 
5. Постановка задачи. Найти производную функции ݕ ൌ   ,ሻݔሺݕ

заданной неявно уравнением ܨሺݔ, ሻݕ ൌ 0. (62) 
Алгоритм решения.  
Если при каждом фиксированном ݔ, принадлежащем некоторой 

области ܦ, уравнение (62) имеет единственное решение ݕ, принадле-
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жащее некоторой области ܧ, то уравнение (62) задает функцию 
ݕ ൌ  .ܧ и областью значений ܦ ሻ с областью определенияݔሺݕ

Если в некоторой окрестности точки ൫ݔ, ݕ ൌ  ሻ൯ функцияݔሺݕ
,ݔሺܨ ,ݔ௬ᇱሺܨ ሻ дифференцируема иݕ ሻݕ ് 0, то уравнение (62) опреде-
ляет функцию ݕ ൌ  , причем ееݔ ሻ, дифференцируемую в точкеݔሺݕ
производная определяется формулой ݕᇱሺݔሻ ൌ െ ிೣᇲሺ௫బ,௬బሻ

ிᇲሺ௫బ,௬బሻ
. (63) 

1. Вычисляем частные производные ܨ௫ᇱሺݔ, ,ݔ௬ᇱሺܨ ሻ иݕ  ሻ в точкеݕ
ሺݔ, ,ݔሺܨ  есть корень уравненияݕ ሻ, гдеݕ ሻݕ ൌ 0. 

2. Находим ݕᇱሺݔሻ по формуле (63) и записываем ответ. 
Замечание 12. Аналогично вычисляются частные производные 

функций нескольких переменных, заданных неявно. Например, если 
уравнение ܨሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0 задает функцию ݖ ൌ ,ݔሺݖ -ሻ, то при известݕ
ных условиях функция ݖ ൌ ,ݔሺݖ ,ݔሻ дифференцируема в точке ሺݕ  ሻݕ
и ее частные производные определяются формулами: 

௫ᇱݖ ሺݔ, ሻݕ ൌ ( )
''

0 0 0'0 0 0
0 0' '

0 0 0 0 0 0

( , , )( , , ) , , 
( , , ) ( , , )

yx
y

z z

F x y zF x y z z x y
F x y z F x y z

− = − ,  

где ݖ есть корень уравнения ܨሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0. 
Пример 46. Найти производную функции ݕ ൌ -ሻ, заданной неݔሺݕ

явно уравнением lnඥݔଶ  ଶݕ ൌ ݃ݐܿݎܽ ௬
௫
. (64) 

Решение.  
1. В данном случае ܨሺݔ, ሻݕ ൌ lnඥݔଶ  ଶݕ ൌ ݃ݐܿݎܽ ௬

௫
. Вычисляем ее 

частные производные: 
௫ᇱܨ ൌ

௫
௫మା௬మ

െ ଵ

ଵାቀೣቁ
మ ቀെ

௬
௫మ
ቁ ൌ ௫ା௬

௫మା௬మ
, ௬ᇱܨ ൌ

௬
௫మା௬మ

െ  ଵ

ଵାቀೣቁ
మ ቀ

ଵ
௫
ቁ ൌ ௬ି௫

௫మା௬మ
.  

Очевидно, что ܨሺݔ, ,ሻݕ ,௫ᇱܨ ݔ ௬ᇱ непрерывны при всехܨ ് 0 и ܨ௬ᇱ ് 0 
при всех ݔ ്  Следовательно, уравнение (64) определяет функцию .ݕ
,ݔሻ, дифференцируемую во всех точках ሺݔሺݕ ݔ ሻ области, гдеݕ ് 0 и 
ݔ ്  .ݕ

2. Находим ݕԢ по формуле (63)  

( )
2 2

0 0 0 0 0 0 0 0
2 2

0 00 0 0 00 0

'( , ) ( ) / ( )'
( ) / ( )' ( , )

x

y

F x y x y x y x yy
x yy x x yF x y

+ + +
= − = − =

−− +
. 

Ответ: ݕᇱ ൌ ௫బା௬బ
ሺ௫బି௬బሻ

 при всех ݔ, ݕ, удовлетворяющих уравнению 
(64), в области, где ݔ ് 0 и ݔ ്  .ݕ
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6. Постановка задачи. Найти уравнение касательной плоскости и 
нормали к поверхности, заданной уравнением ܨሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 0, в точке 
,ݔሺܯ ,ݕ  .ሻݖ
Алгоритм решения. 
Нормальный вектор к поверхности, заданной уравнением 

,ݔሺܨ ,ݕ ሻݖ ൌ 0, в точке ܯሺݔ, ,ݕ   ሻ определяется формулойݖ

ሬ݊Ԧ ൌ ெ|ܨ ݀ܽݎ݃ ൌ ൜డி
డ௫
ቚ
ெ
, డி
డ௬
ቚ
ெ
, డி
డ௭
ቚ
ெ
ൠ. 

Следовательно, уравнение касательной плоскости к данной по-
верхности в точке ܯሺݔ, ,ݕ   ሻ естьݖ
ݔ௫ᇱ|ெሺܨ െ ሻݔ  ,ݔ௬ᇱ|ெሺܨ ,ݕ ݕሻሺݖ െ ሻݕ  ݖ௭ᇱ|ெሺܨ െ ሻݖ ൌ 0 (65) 

и уравнения нормали — ௫ି௫బ
ிೣᇲ|ಾ

ൌ ௬ି௬బ
ிᇲ|ಾ

ൌ ௭ି௭బ
ிᇲ|ಾ

.  (66) 

1. Находим частные производные ܨ௫ᇱ, ,ݔሺܯ ௭ᇱ в точкеܨ ௬ᇱ иܨ ,ݕ  .ሻݖ
2. Подставляем найденные значения в уравнения (65) и (66) и запи-

сываем ответ. 
Замечание 13. Если заданы только значения ݔ и ݕ, то координата 

,ݔሺܨ .принадлежит данной поверхности, т. е ܯ  точкиݖ ,ݕ ሻݖ ൌ 0. 
Пример 47. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к 

поверхности, заданной уравнением ݖ ൌ ,ሺ1ܯ в точке ,ݕݔ 1ሻ. 
Решение.  
Запишем уравнение поверхности в виде ݕݔ െ ݖ ൌ 0, т. е. ܨ ൌ ݕݔ െ  .ݖ
Координаты точки ݔ :ܯ ൌ 1, ݕ ൌ 1. Координату ݖ определяем из 

условия, что точка ܯ принадлежит данной поверхности, т. е. 
,ሺ1ܨ 1, ሻݖ ൌ 0. Получаем ݖ ൌ 1. 

1. Находим частные производные ܨ௫ᇱ, ,ሺ1ܯ ௭ᇱ в точкеܨ ௬ᇱ иܨ 1, 1ሻ: 
௫ᇱ|ሺଵ,ଵ,ଵሻܨ ൌ ሺଵ,ଵ,ଵሻ|ݕ ൌ 1, ௬ᇱ|ሺଵ,ଵ,ଵሻܨ ൌ ሺଵ,ଵ,ଵሻ|ݔ ൌ 1, ௭ᇱ|ሺଵ,ଵ,ଵሻܨ ൌ െ1.  
2. Подставляя найденные значения в уравнения (65) и (66), получа-

ем уравнение касательной плоскости 1ሺݔ െ 1ሻ  1ሺݕ െ 1ሻ െ
1ሺݖ െ 1ሻ ൌ 0 и уравнение нормали ௫ିଵ

ଵ
ൌ ௬ିଵ

ଵ
ൌ ௭ିଵ

ିଵ
. 

Ответ: уравнение касательной плоскости: ݔ  ݕ െ ݖ െ 1 ൌ 0, урав-
нения нормали: ݔ െ 1 ൌ ݕ െ 1 ൌ 1 െ  .ݖ
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Пример 48. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
ݖ ൌ ଷݔ  ݕሺݕ6 െ  ሻ в замкнутой области, заданной неравенствамиݔ
0  ݕ  ݔ  2. 

Для того, чтобы начертить эту область, расчленим неравенство на 
отдельные части; точки плоскости, ординаты которых удовлетворяют 
неравенству 0  ݕ  -и под биссектри ݔрасположены выше оси O ,ݔ
сой ݕ ൌ -точки плоскости, абсциссы которых удовлетворяют нера ;ݔ
венству ݔ  2, расположены левее вертикальной прямой ݔ ൌ 2. Точки 
плоскости, абсциссы и ординаты которых одновременно удовлетво-
ряют указанным выше неравенствам, заполняют прямоугольный тре-
угольник (рис. 6.27) вместе с его границей. Будем искать стационар-
ные точки данной функции внутри треугольника: ݖ௫ᇱ ൌ ଶݔ3 െ ,ݕ6
ଶݔ3 െ ݕ6 ൌ ௬ᇱݖ ;0 ൌ ݕ12 െ ,ݔ6 ݕ12 െ ݔ6 ൌ 0; ݕ  ൌ ௫మ

ଶ
; ଶݔ6  െ ݔ6 ൌ 0,  

ଵݔ  ൌ 0, ݔ ൌ ଵݕ ;1 ൌ 0, ݕ ൌ
ଵ
ଶ
. Итак, найдена одна стационарная точка 

ܯ ቀ1,
ଵ
ଶ
ቁ внутри области. Посчитаем значение функции в этой точке: 

ݖ ൌ െ ଵ
ଶ
. 

 
Рис. 6.27 

Для исследования изменения функции на границе данной области 
рассмотрим отдельно каждую из трех линий, образующих границу. 
Исследование на линии ܯଵܯଶ. Уравнение этой линии: ݕ ൌ 0. Так 

как сейчас нас интересует изменение заданной функции только на ли-
нии ܯଵܯଶ, то в выражении для функции ݖ можно положить ݕ ൌ 0, то-
гда получим: ݖ ൌ  (ଶܯ точка) до 2 (ଵܯ точка) растет от 0 ݔ ଷ. Так какݔ
и ݔଷ при этом тоже растет, то достаточно сосчитать самое маленькое 
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значение функции на линии ܯଵܯଶ, т. е. значение в точке ܯଵ(ݖଵ ൌ 0) и 
самое большое на линии ܯଵܯଶ значение функции в точке ܯଶ(ݖଶ ൌ 8ሻ. 
Исследование на линии ܯଶܯଷ. Уравнение этой линии: ݔ ൌ 2. В вы-

ражении для функции ݖ полагаем ݔ ൌ 2; тогда получим: ݖ ൌ 8 
6ݕଶ െ -обратилась в квадратич ݖ ଷ функцияܯଶܯ т. е. на линии ,ݕ12
ную функцию. Находим для этой функции стационарные точки: 
ᇱݖ ൌ ݕ12 െ 12, ᇱݖ ൌ 0 при ݕ ൌ 1. Таким образом, найдена еще точка 
,ସሺ2ܯ 1ሻ. Вычисляем значение функции в ܯସሺݖସ ൌ 2ሻ. Находим зна-
чение функции в точке ܯଷ (конец промежутка изменения ݕ), т. к. 
функция одной переменной может достигать наибольшего или наи-
меньшего значения на концах того промежутка, в котором она изме-
няется. Получаем: ݖଷ ൌ 8; значение на другом конце промежутка из-
менения ݕ, т. е. в точке ܯଶ, уже было вычислено раньше. 
Исследование на линии ܯଵܯଷ. Уравнение этой линии: ݕ ൌ -В вы .ݔ

ражении для функции ݖ полагаем ݕ ൌ ݖ :тогда получаем ;ݔ ൌ  ଷ. Такݔ
как это возрастающая функция, то нужно сосчитать ее значения толь-
ко в начале и в конце промежутка изменения ݔ, т. е. в точках ܯଵ и ܯଷ. 
Эти значения функции уже были вычислены. 

Сравнивая теперь между собой все пять вычисленных значений 
функции, видим, что самое большое из них 8 и самое маленькое െଵ

ଶ
. 

Итак, наибольшее значение функции ݖ ൌ 8 в заданной области дости-
гается в точках ܯଶ и ܯଷ; наименьшее значение функции ݖ ൌ െ ଵ

ଶ
 дос-

тигается в точке ܯ. 

êÖáûåÖ 

Рассмотрены функции многих переменных, приведены основные 
теоретические положения, которые иллюстрируются большим коли-
чеством решенных примеров и упражнений.  
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ÉÎ‡‚‡ 7. ùãÖåÖçíõ íÖéêàà  
éÅõäçéÇÖççõï ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõï 

ìêÄÇçÖçàâ (éÑì) 

Открытие исчисления бесконечно малых дало математикам возможность  
свести законы движения тел к аналитическим уравнениям. 

Ж. Л. Лагранж 
При изучении теории дифференциальных уравнений вы познако-

митесь с различными типами уравнений первого и второго порядков и 
освоите методы их решения, а также линейные уравнения с постоян-
ными коэффициентами, структуру их общего решения и методы  
нахождения (метод Эйлера, метод подбора частных решений, метод 
Лагранжа). 

Дифференциальные уравнения занимают особое место в математи-
ке и имеют многочисленные приложения в широком спектре наук. 
Исследования природных процессов и изучение закономерностей об-
щественных процессов приводят к построению математических мо-
делей, основой которых являются дифференциальные уравнения. 

В дифференциальных уравнениях неизвестная функция содержится 
вместе со своими производными. Основной задачей теории диффе-
ренциальных уравнений является изучение функций, представляю-
щих собой решение этих уравнений. В данной главе излагаются эле-
менты теории обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), 
когда неизвестные функции зависят от одной переменной. Теория 
дифференциальных уравнений, когда известные функции зависят от 
нескольких переменных — уравнения в частных производных, явля-
ется более сложной и представляет специальный раздел математики. 

Простейшие обыкновенные дифференциальные уравнения рас-
сматривали в своих работах еще И. Ньютон и Г. Лейбниц. Именно  
Г. Лейбниц ввел в 1676 г. термин «дифференциальное уравнение». 
Задачу решения ОДУ И. Ньютон трактовал как обратную по отноше-
нию к нахождению производной для заданной функции, а вычисление 
неопределенного интеграла считал частным случаем этой задачи. 

Для Ньютона как создателя основ математического естествознания 
такой подход к восстановлению функции по зависимости между 
функцией и ее производными был вполне логичным, поскольку 
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большинство известных в науке закономерностей может быть выра-
жено в форме дифференциальных уравнений. 
Цели и задачи 
Сформировать представление об основных видах дифференциальных 

уравнений, правилах нахождения их общего и частного решения. 
Знать теоремы существования и единственности дифференциаль-

ных уравнений, методы Лагранжа, Бернулли, а также методы решения 
систем ОДУ и методы понижения порядка. 

Уметь определять вид ОДУ, находить его общий интеграл, решать 
задачу Коши для дифференциального уравнения. 

§ 1. éëçéÇçõÖ èéçüíàü à éèêÖÑÖãÖçàü 

Определение 1. Дифференциальным уравнением называется соот-
ношение, связывающее независимую переменную, неизвестную 
функцию или ее производную (или ее дифференциал). 

В случае, когда неизвестная функция, входящая в дифференциаль-
ное уравнение, зависит только от одной независимой переменной, 
дифференциальное уравнение называется обыкновенным. 

Обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка име-
ет вид ܨሺݔ, ,ݕ Ԣሻݕ ൌ 0 (*), а если его удается решить относительно 
производной, то оно запишется так: yԢ ൌ ݂Ԣሺݔ, ሻ (yԢݕ ൌ ௗ௬

ௗ௫
ሻ. (1) 

Решением или интегралом уравнения (1) называется всякая диффе-
ренцируемая функция ݕ ൌ ߮ሺݔሻ, удовлетворяющая этому уравнению, 
т. е. такая, после подстановки которой в уравнение (1) оно обращается 
в тождество, т. е. ϕ'ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ, ߮ሺݔሻሻ является тождеством относи-
тельно x. 

Кривая ݕ ൌ ߮ሺݔሻ, определяемая решением уравнения (*) или (1) 
называется интегральной кривой дифференциального уравнения.  

Общим решением дифференциального уравнения (*) или (1) назы-
вается соотношение вида Фሺݔ, ,ݕ ሻܥ ൌ 0 или Фሺݔ, ሻݕ ൌ   (2)  ,ܥ
включающее одну произвольную постоянную величину и обладаю-
щее тем свойством, что решая их относительно у при любых частных 
значениях произвольной постоянной, получаем функции вида 
ݕ ൌ ߮ሺݔሻ, являющиеся решениями уравнений (*) или (1). Уравнение 
(2) определяет свойства интегральных кривых (*). 
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Частным решением дифференциального уравнения (*) называется 
такое, которое получается из общего решения (2) при некотором ча-
стном значении произвольной постоянной. Произвольная постоянная 
C , входящая в (2), определяется из так называемых начальных усло-
вий. 

Задача с начальными условиями ставится так: 
Найти решение ݕ ൌ ߮ሺݔሻ уравнения (*) такое, чтобы оно прини-

мало заданное значение ݕ при заданном значении независимой пере-
менной ݔ ൌ ݕ , т. е. выполнялось тождествоݔ ൌ ߮ሺݔሻ. 

С точки зрения геометрии задача с начальными условиями сводит-
ся к тому, чтобы из семейства интегральных кривых (2) выделить ту, 
которая проходит через точку ሺݔ,  .ሻ плоскостиݕ

§ 2. áÄÑÄóÄ äéòà 

Задача отыскания решения уравнения (*), удовлетворяющего на-
чальным условиям ݕ ൌ ݔ  приݕ ൌ  . называется задачей Кошиݔ

Возникает естественный вопрос о существовании решения задачи 
Коши и ее единственности. Ответ на поставленные вопросы дает одна 
из центральных теорем в теории ОДУ — теорема Коши, которую мы 
чуть позже сформулируем (без доказательства). 
Определение 2. Функция ݂ሺݔ, -ሻ, определенная в области G, удовݕ

летворяет условию Липшица в G относительно у, если существует та-
кое число L>0, называемое постоянной Липшица, что для любых 
двух точек (х, у) и (х, t) из G выполнены неравенства 
|݂ሺݔ, ሻݕ െ ݂ሺݔ, |ሻݐ   ݕ|ܮ െ  .|ݐ
Замечание 1. Функция ݂ሺݔ, -ሻ, имеющая в замкнутой ограниченݕ

ной области G непрерывную частную производную డ
డ௬

, удовлетворяет 
условию Липшица. 
Теорема (Коши). Пусть функция ݂ሺݔ,  ሻ определена и непрерывнаݕ

в прямоугольной замкнутой области ܦ ൌ ൛ሺݔ, :ሻݕ ݔ| െ |ݔ  ܽ, ݕ| െ
– |ݕ  ܾሽ удовлетворяет в этой области условию Липшица относи-
тельно у. Тогда существует единственное решение ݕሺݔሻ задачи Ко-
ши, т. е. решение обыкновенного дифференциального уравнения 
(ОДУ) первого порядка ௗ௬

ௗ௫
ൌ ݂ሺݔ, ሻݔሺݕ ሻ с начальным условиемݕ ൌ   .ݔ
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Это решение определено при |ݔ െ |ݔ  ݄, где ݄ ൌ min ቄܽ; 
ெ
ቅ , 

ܯ ൌ max ሼ݂ሺݔ, ,ݔሻሽ, ሺݕ  .ܦሻ߳ݕ

 
Рис. 7.1 

Дадим геометрическую интерпретацию ограничения |ݔ െ |ݔ  ݄ 
на область определения функции ݕሺݔሻ. Так как |݂ሺݔ, |ሻݕ  -то инте ,ܯ
гральная кривая ݕ ൌ ,ݔሻ, проходящая через точку ሺݔሺݕ  ሻ, должнаݕ
лежать внутри заштрихованного на рис. 7.1 участка области D и не 
может пересекать прямые, описываемые уравнениями ݕ ൌ ݕ േ
േܯ ሺݔ െ  ሻ (иначе в окрестностях точки пересечения было быݔ
ቚௗ௬
ௗ௫
ቚ  ܽܯ что противоречит ОДУ (1). Если ,(ܯ  ܾ, то указанные 

прямые пересекают границу области D в угле прямоугольника или по 
его вертикальным сторонам, а интегральная кривая гарантированно 
определена при |ݔ െ |ݔ  ܽ, т. е. ݄ ൌ ܽ. Если же ܽܯ  ܾ (как изо-
бражено на рис. 7.1), то точки пересечения прямых с границей облас-
ти D лежат на горизонтальных сторонах прямоугольника и имеют 
абсциссы ݔ േ


ெ

. В этом случае интегральная кривая гарантированно 

определена лишь при |ݔ െ |ݔ 

ெ

. 
Если в обыкновенном дифференциальном уравнении (ОДУ) перво-

го порядка ௗ௬
ௗ௫
ൌ ݂ሺݔ, ,ݔሻ правая часть ݂ሺݕ  ሻ непрерывна в некоторойݕ

области D и удовлетворяет условию Липшица по у, то через каждую 
точку ሺݔ,  ,этой области проходит, согласно теореме Коши ܦሻ߳ݕ
единственная интегральная кривая. Такую точку интегральной кривой 
называют обыкновенной. Точку ሺݔ, -ሻ, не являющуюся обыкновенݕ
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ной, называют особой точкой ОДУ ௗ௬
ௗ௫
ൌ ݂ሺݔ,  ,ሻ. Через особую точкуݕ

вообще говоря, не проходит ни одна интегральная кривая или же про-
ходят, по крайней мере, две интегральные кривые. 

Нарушение условий теоремы Коши в точке ሺݔ,  ሻ является лишьݕ
необходимым условием того, что эта точка считается особой. Напри-
мер, для ОДУ ௗ௬

ௗ௫
ൌ ௫

௬
 точка ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0, 0ሻ будет особой, поскольку 

через нее проходят бесконечное множество интегральных кривых 
ሻݔሺݕ ൌ -где С — произвольная постоянная. Напротив, через осо ,ݔܥ
бую точку ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ0, 0ሻ ОДУ ௗ௬

ௗ௫
ൌ െ ௫

௬
 не проходит ни одной инте-

гральной кривой ݕଶ  ଶݔ ൌ ሺܿ ܥ  0ሻ. 
Особым решением ОДУ называется такое решение ОДУ (1), кото-

рое во всех своих точках не удовлетворяет свойству единственности, 
т. е. в окрестности каждой точки ሺݔ,  ,ሻ особого решения существуютݕ
по крайней мере, две интегральные кривые, проходящие через эту 
точку. 

Теорема Коши дает достаточные условия для того, чтобы в некото-
рой области не существовали особые решения. Таким образом, для 
существования последних необходимо, чтобы условия этой теоремы 
были нарушены. Если, например, ݂ሺݔ, -ሻ непрерывна в некоторой обݕ
ласти, то особые решения могут проходить только через те точки, в 
которых не выполнено условие Липшица. 

Пусть задано уравнение Фሺݔ, ,ݕ ܿሻ ൌ 0, определяющее на плоскости 
некоторое семейство кривых, зависящих от параметра С. Если соста-
вить систему двух уравнений Фሺݔ, ,ݕ ܿሻ ൌ 0 и Ф௫

′ ሺݔ, ,ݕ ܿሻ ൌ 0, то, ис-
ключая из этой системы параметр С, получим, вообще говоря, диффе-
ренциальное уравнение заданного семейства кривых. 
Пример 1. Рассмотрим ОДУ ௗ௬

ௗ௫
ൌ  ଶ/ଷ. Проинтегрируем его, найдяݕ

общее решение ݕሺݔሻ ൌ ሺ௫ାሻయ

ଶ
 (рис. 7.2). Кроме того, это ОДУ имеет 

особое решение ݕሺݔሻ ൌ 0, проходящее через точки, где не выполнено 
условие Липшица (рис. 7.2). Действительно, если бы условие Липши-
ца было выполнено для кривой ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  ଶ/ଷ этого ОДУ, то приݕ 

ݕ ്  было бы справедливо неравенство ݐ

2
3 2/3||

| |
y t L

y t
−

≤
−

, где L — посто-
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янная Липшица, но при ݐ ൌ ݕ и ܥ ՜ 0 левая часть этого неравенства 
стремится к бесконечности. 

 
Рис. 7.2 

Пример 2. Найти дифференциальное уравнение семейства окруж-
ностей ݔଶ  ଶݕ ൌ  .ݔ2ܽ

Имеем систему уравнений: ൜ ݔ
ଶ  ଶݕ ൌ ,ݔ2ܽ

ݔ2  уԢݕ2 ൌ 2ܽ. 

Исключаем параметр а. Из второго уравнения находим ܽ ൌ ݔ   уԢݕ
и, подставляя это выражение в первое уравнение, получаем ݔଶ  ଶݕ ൌ
ൌ ݔሺݔ2  ଶݕ .уԢሻ, т. еݕ െ ଶݔ ൌ -уԢ. Это и есть искомое дифференциݕݔ2
альное уравнение. 

Далее рассмотрим специальные виды ОДУ первого порядка, реше-
ния которых удается найти в квадратурах. Предполагается, что обсу-
ждаемые ОДУ удовлетворяют условиям теоремы Коши. 

Если общее решение (общий интеграл) представлено в виде квад-
ратур от элементарных функций, входящих в состав дифференциаль-
ного уравнения, то говорят, что уравнение проинтегрировано в квад-
ратурах. 

Выясняя вопрос об интегрируемости данного дифференциального 
уравнения в квадратурах, нужно рассмотреть все формы записи этого 
уравнения, принимая за искомую функцию как у, так и х. 

В случае, когда в точке ሺݔ, ሻ правая часть уравнения ௗ௬ݕ
ௗ௫
ൌ ݂ሺݔ,  ሻݕ

обращается в бесконечность, рассматривают перевернутое уравнение 
ௗ௫
ௗ௬
ൌ ଵ

ሺ௫,௬ሻ
 и ищут интегральную кривую, проходящую через эту точ-

ку, в виде ݔ ൌ  .ሻݕሺݔ
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Вообще говоря, решение задачи Коши для уравнения в любой из 
форм его записи ищут в том виде, в каком это оказывается наиболее 
удобно, т. е. в виде ݕ ൌ ݔ ,ሻݔሺݕ ൌ ,ݔሻ, ߮ሺݕሺݔ ሻݕ ൌ 0 или в параметри-
ческой форме ݔ ൌ ,ሻݐሺݔ ݕ ൌ  .ሻݐሺݕ

В следующих параграфах рассматриваются уравнения, интегри-
руемые в элементарных функциях или квадратурах. При этом мы ог-
раничиваемся в большинстве случаев формальным интегрированием, 
в частности, не всегда указываем область задания общего решения. 

Если данное уравнение не интегрируется в квадратурах или вы-
полнение квадратур затруднительно, решение задачи Коши обычно 
находят методом последовательных приближений или при помощи 
степенных рядов. 

§ 3. ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõÖ ìêÄÇçÖçàü  

ë êÄáÑÖãüûôàåàëü èÖêÖåÖççõåà 

Если в дифференциальное уравнение первого порядка ܨሺݔ, ,ݕ ݕ ′ሻ ൌ 0 
производная ݕ′ входит в первой степени, то после решения его отно-
сительно ݕ′ получаем уравнение вида ݂ሺݔ, ሻݕ  ߮ሺݔ, ݕሻݕ ′ ൌ 0. 

Так как ݕ ′ ൌ ௗ௬
ௗ௫

, то уравнение может быть переписано так: 
݂ሺݔ, ݔሻ݀ݕ  ߮ሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ 0. В частном случае, когда каждая из функ-
ций ݂ሺݔ, ,ݔሻ и ߮ሺݕ  ሻ является произведением двух функций, одна изݕ
которых — функция только от х, а вторая только от у, т. е. 
ଵ݂ሺݔሻ ଶ݂ሺݕሻ݀ݔ  ߮ଵሺݔሻ߮ଶሺݕሻ݀ݕ ൌ 0.  (3)  
Уравнение (3) называют уравнением с разделяющими переменны-

ми. Разделение переменных производится делением обеих частей (3) 
на произведение ߮ଵሺݔሻ ଶ݂ሺݕሻ, в котором ଶ݂ሺݕሻ — функция только от у, 
являющаяся множителем при dx, а ߮ଵሺݔሻ — функция только от х, яв-
ляющаяся множителем при dy. 

После деления на это произведение уравнение (3) примет вид: 
భሺ௫ሻ
ఝభሺ௫ሻ

ݔ݀  ఝమሺ௬ሻ
మሺ௬ሻ

ݕ݀ ൌ 0,  (4)  

а его общий интеграл запишется так:  భሺ௫ሻ
ఝభሺ௫ሻ

ݔ݀  ఝమሺ௬ሻ
మሺ௬ሻ

ݕ݀ ൌ  (5)  .ܥ
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Особые решения уравнения с разделяющимися переменными 

Уравнение (5) может быть переписано так: ߮ଵሺݔሻ ଶ݂ሺݕሻ ቂ
భሺ௫ሻ
ఝభሺ௫ሻ

ݔ݀ 

ఝమሺ௬ሻ
మሺ௬ሻ

ቃݕ݀ ൌ 0, поэтому, кроме найденного ранее общего интеграла 
(5) уравнения (3), ему могут также удовлетворять решения, получае-
мые из уравнения ߮ଵሺݔሻ ଶ݂ሺݕሻ ൌ 0. 

Если эти решения не входят в общий интеграл, то они и будут осо-
быми решениями уравнения (3). 

Решение дифференциального уравнения, которое не может быть 
получено из общего решения ни при одном частном значении произ-
вольной постоянной, включая ±∞, называется его особым решением.  

При решении дифференциального уравнения надо стремиться к 
тому, чтобы наряду с определением общего решения были найдены 
также и особые. 
Замечание 2. С помощью подстановки ݖሺݔሻ ൌ ݔܽ  ሻݔሺݕܾ  ݀ к 

уравнениям с разделяющимися переменными приводятся и диффе-
ренциальные уравнения вида ݕ ′ ൌ ݂ሺܽݔ  ݕܾ  ݀ሻ (*), ܾ ് 0. Если 
ܽ  ݕܾ ′ ൌ ݖ ′, то ݕ ′ ൌ ௭ ′ି


 и уравнение (*) примет вид: ௭

′ି


ൌ ݂ሺݖሻ, 

ݖ ′ ൌ ܾ݂ሺݖሻ  ܽ, ௗ௭
ௗ௫
ൌ ܾ݂ሺݖሻ  ܽ или ௗ௭

ሺ௭ሻା
ൌ  .ݔ݀

Пример 3. Решить дифференциальное уравнение 
ݕ ′√1 െ ଶݔ ൌ 1  ݕ ,ଶݕ ′ ൌ ௗ௬

ௗ௫
. 

Разделим обе части на ൫√1 െ ଶ൯ሺ1ݔ   .ଶሻݕ
√1 െ ݕଶ݀ݔ ൌ ሺ1  ௗ௬ <= ݔଶሻ݀ݕ

ଵା௬మ
ൌ ௗ௫

ඥଵି௫మ
. Берем интегралы обе- 

их частей: Откудаy x y x x+ −arctg arcsin  arctg arcsin C  = C.      = ,  = ±1.  
В нашей задаче ݔ ൌ േ1 является особым решением (оно не может 
быть получено из общего интеграла ни при одном частном значении 
произвольной постоянной С). 

§ 4. éÑçéêéÑçõÖ à äÇÄáàéÑçéêéÑçõÖ ìêÄÇçÖçàü 

Уравнение вида ܲሺݔ, ݔሻ݀ݕ  ܳሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ 0 называется однород-
ным, если ܲሺݔ, ,ݔሻ и ܳሺݕ  ሻ — однородные функции одного измеренияݕ
(порядка). 
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Определение 3. Функция ܲሺݔ, -ሻ называется однородной измереݕ
ния (порядка) m, если ܲሺݔߣ, ሻݕߣ ൌ ,ݔܲሺߣ ߣ ሻ для всехݕ  0. 

Решение такого уравнения проводится путем введения новой пере-
менной ݐ ൌ ௬

௫
ݕ <=  ൌ Ԣݕ ,ݔݐ ൌ ݔԢݐ   с помощью которой уравнение ,ݐ

превращается в уравнение с разделяющимися переменными. 
Замечание 3. Дифференциальные уравнения вида  

1 1 1

2 2 2
' a x b y cy f

a x b y c
⎛ ⎞+ +

= ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
  (6)  

в случае మ
భ
് మ

భ
 приводятся к однородному с помощью замены пере-

менных ݔ ൌ ݑ ݉, ݕ ൌ ݒ  ݊, где m, n находятся из системы 

൜ܽଵ݉  ܾଵ݊  ܿଵ ൌ 0
ܽଶ݉  ܾଶ݊  ܿଶ ൌ 0, где (m,n) — точка пересечения прямых ܽଵݔ 

ܾଵݕ  ܿଵ ൌ 0 и ܽଶݔ  ܾଶݕ  ܿଶ ൌ 0. Поскольку здесь ݀ݔ ൌ  ,ݑ݀
ݕ݀ ൌ ݕ то уравнение (6) преобразуется к виду ,ݒ݀ ′ ൌ ݂ ቀ௬

௫
ቁ относи-

тельно функции ݒሺݑሻ.  

1 1
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
2 2

va b
a u b v a m b n c a u b vdv vuf f f

vdu a u b v a m b n c a u b v ua b
u

ϕ

⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + ⎛ ⎞⎝ ⎠⎜ ⎟= = = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + + ⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

Смысл этих замен состоит в избавлении от постоянных слагаемых 
в числителе и знаменателе аргумента функции ݂. 

Если в уравнении (6) మ
భ
ൌ మ

భ
ൌ ݔи следовательно ܽଶ ,ߣ  ܾଶݕ ൌ 

ൌ ݔሺܽଵߣ  ܾଵݕሻ, то оно примет вид ௗ௬
ௗ௫
ൌ ݂ ቀ భ௫ାభ௬ାభ

ఒሺభ௫ାభ௬ሻାమ
ቁ ൌ ߮ሺܽଵݔ 

ܾଵݕሻ. Подстановкой ݑሺݔሻ ൌ ܽଵݔ  ܾଵݕሺݔሻ это уравнение преобразу-
ется к уравнению с разделяющимися переменными. 
Пример 4. Найти общее решение уравнения ݕᇱ ൌ ௬

௫
 sin ௬

௫
. 

Убеждаемся, что это уравнение однородное, производя подстановку 
௬
௫
ൌ ,ݐ ݕ ൌ  ݔݐ ֜ уԢ ൌ ݔԢݐ  .ݐ ሺݐԢݔ  ሻݐ ൌ ݐ sin ݐ , ݐ݀ ݔ ൌ sin -разде ,ݔ݀ ݐ

ляем переменные: ௗ௧
ୱ୧୬ ௧

ൌ ௗ௫
௫

. Интегрируем ln ቚ݃ݐ  ௧
ଶ
ቚ ൌ ln|ݔ| 
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ln  |ܥ|  ֜   ௧
ଶ
ൌ ݐ производим обратную замену ,ݔܥ ݃ݐܿݎܽ ൌ ௬

௫
 ֜ 

ݕ ൌ  общее решение (интеграл) данного ОДУ, особых — ݔܥ ݃ݐܿݎܽ ݔ2
решений нет. 
Определение 4. Обыкновенное дифференциальное уравнение пер-

вого порядка называют квазиоднородным, если для всех 0 < ߣ спра-
ведливо равенство ݂൫λαݔ, λఉݕ൯ ൌ λఉିఈ݂ሺݔ,  ሻ,  (7)ݕ
где α,  .ܴ Ԗ ߚ

Заменой ݕ ൌ  ఉ/ఈ квазиоднородное ОДУ можно преобразовать кݔ ݐ
ОДУ с разделяющимися переменными. Докажем справедливость это-

го утверждения. Полагая в (7) ߣ ൌ ݂ ଵ/α, имеемିݔ ቆ1, ௬
 ௫
ഁ
ഀ
ቇ ൌ

ൌ ଵିݔ
ഁ
ഀ݂ሺݔ, ,ݔሻ, или ݂ሺݕ ሻݕ ൌ ݔ

ഁ
ഀିଵ ݂ ቆ1, ௬

 ௫
ഁ
ഀ
ቇ. Учитывая это представ-

ление и проводя замену ݕ ൌ ఉ/ఈݔ  ఉ/ఈ, запишемݔ ݐ ௗ௧
ௗ௫
 ఉ

ఈ
ݔ ݐ

ഁ
ഀିଵ ൌ

ൌ ݔ
ഁ
ഀିଵ݂ሺ1, -ሻ. Отсюда и следует ОДУ с разделяющимися переменныݐ

ми ݔ ௗ௧
ௗ௫
ൌ ݂ሺ1, ሻݐ െ ఉ

ఈ
 .ݐ 

Некоторые ОДУ первого порядка можно привести к однородным 
заменой ݕ ൌ  ., где m — число, подлежащее определениюݐ

Например, ОДУ 2ݔସݕ ௗ௬
ௗ௫
 ସݕ ൌ ݕ  после заменыݔ4 ൌ - приниݐ

мает следующий вид: 2݉ݔସݐଶିଵ ௗ௧
ௗ௫
 ସݐ ൌ -. Оно будет одноݔ4

родным в случае равенства степеней всех его членов: 4  2݉ െ 1 ൌ 
ൌ 4݉ ൌ 6 при ݉ ൌ ଷ

ଶ
. Эти равенства справедливы, поэтому замена 

ݕ ൌ ଶݐସݔଷ/ଶ приводит к однородному ОДУ вида 3ݔ ௗ௧
ௗ௫
 ݐ ൌ  .ݔ4

Решая конкретные уравнения при помощи замен вида ݕ ൌ  ,ఉ/ఈݔ ݐ
ݕ ൌ -, следует обращать внимание на знаки переменных. Так, выраݐ
жение ݐ при t < 0 и иррациональном m не определено. 



— 354 — 

§ 5. ãàçÖâçõÖ ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõÖ ìêÄÇçÖçàü 

èÖêÇéÉé èéêüÑäÄ 

Уравнение вида ݕ ′  ܲሺݔሻݕ ൌ ܳሺݔሻ  (8)  
называется линейным (т. е. у и y' входят в первых степенях, не пере-
множаясь между собой).  

Если ܳሺݔሻ ് 0, то это уравнение называется линейным неоднород-
ным, а если ܳሺݔሻ ൌ 0 — линейным однородным. 

Общее решение однородного уравнения легко получается разделе-
нием переменных; разделяя переменные в уравнении ݕ ′  ܲሺݔሻݕ ൌ 0, 
находим последовательно ௗ௬

௬
ൌ െܲሺݔሻ݀ ;ݔ ௗ௬

௬
ൌ െܲሺݔሻ݀ݔ ; 

 ln ݕ ൌ െܲሺݔሻ݀ݔ  ln ݕ ,или, наконец ,|ܥ| ൌ  — ሺ௫ሻௗ௫, где Сି݁ܥ
произвольная постоянная. 

Общее решение неоднородного линейного уравнения можно найти 
исходя из общего решения соответствующего однородного уравнения 
по методу Лагранжа (Жозеф Луи Лагранж (1736-1813) родился в Ту-
рине в итало-французской семье. 19 лет от роду он стал профессором 
математики артиллерийской школы в Турине. Создатель вариацион-
ного исчисления. Наиболее значительный труд «Аналитическая меха-
ника»), варьируя произвольную постоянную, т. е. полагая ݕ ൌ 
ൌ  ሻ — некоторая подлежащая определениюݔሺܥ ሺ௫ሻௗ௫, гдеሻ݁ିݔሺܥ
дифференцируемая функция от х. Для нахождения ܥሺݔሻ подставляем 
у в исходное уравнение, что приводит к уравнению ܥ′ሺݔሻ ݁ିሺ௫ሻௗ௫ ൌ
ൌ ܳሺݔሻ, отсюда ܥሺݔሻ ൌ ሺ௫ሻௗ௫ሻ݁ݔሺܳ ݔ݀   где С — произвольная ,ܥ
постоянная. 

Тогда искомое общее решение неоднородного уравнения будет 
иметь вид: ݕ ൌ ሺ௫ሻௗ௫ሻ݁ݔሺܳሺ௫ሻௗ௫ൣି݁ ݔ݀   .൧ܥ

Линейные уравнения первого порядка можно интегрировать также 
методом Бернулли, который заключается в следующем: 

Полагая ݕ ൌ  где u, v — две неизвестные функции, преобразуем ,ݒݑ
исходное уравнение к виду ݒ′ݑ  ݒݑ ′  ܲሺݔሻݒݑ ൌ ܳሺݔሻ или ݑሾݒ ′ 
ܲሺݔሻݒሿ  ݒ′ݑ ൌ ܳሺݔሻ. 

Пользуясь тем, что одна из неизвестных функций (например v) мо-
жет быть выбрана совершенно произвольно (поскольку лишь произ-
ведение ݒݑ должно удовлетворять исходному уравнению) принимают 
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за v любое частное решение уравнения ݒ ′  ܲሺݔሻݒ ൌ 0 (например, 
ݒ ൌ  ሺ௫ሻௗ௫), обращающее, следовательно, в нуль коэффициентି݁ 
при u в последнем уравнении. 

Предыдущее уравнение приведется тогда к уравнению ݑݒ′ ൌ ܳሺݔሻ 
или ݑ′ ൌ ொሺ௫ሻ

௩
ൌ ܳሺݔሻ݁ሺ௫ሻௗ௫, из которого находим u:  

ݑ ൌ ሺ௫ሻௗ௫ሻ݁ݔሺܳ ݔ݀    .ܥ
Перемножая u и v, находим для решения исходного уравнения 

прежнее выражение ݕ ൌ ሺ௫ሻௗ௫ሻ݁ݔሺܳሺ௫ሻௗ௫ൣି݁ ݔ݀   .൧ܥ
Замечание 4. На практике поступают следующим образом: вводят 

подстановку ݕ ൌ  ሻ.  (9)ݔሺݑሺ௫ሻௗ௫ି݁
Эта подстановка (9) приводит уравнение (8) к уравнению с разде-

ляющимися переменными. 
Пример 5. Решить дифференциальное уравнение ݕ ′  ݕݔ2 ൌ 

ൌ  .௫మି݁ݔ
Так как ܲሺݔሻ ൌ ,ݔ2  ܲሺݔሻ݀ݔ ൌ ݔ݀ݔ2 ൌ ଶݔ , െܲሺݔሻ݀ݔ ൌ െݔଶ, 

Значит, делаем подстановку ݕ ൌ ௫మି݁ݑ

ݕ ′ ൌ ௫మି݁′ݑ െ ݑ௫మି݁ݔ2
ቤ 1ݔ2  + 

ݕ  ݕ ′ ൌ షೣ′ݑ
మ
, ௫మି݁ݔ ൌ ݁ି௫మ ௗ௨

ௗ௫
, сокращая на ݁ି௫మ и разделяя пере-

менные ݔ݀ ݔ ൌ  ݑ݀ ൌ ݑ  ൌ ௫మ

ଶ
 ݕ в ݑ Подставив .ܥ ൌ -௫మ, получаି݁ݑ

ем ݕ ൌ ቀ௫
మ

ଶ
 ቁܥ ݁ି௫మ. 

Решим это же уравнение другим способом (метод Лагранжа) 
ݕ ′  ݕݔ2 ൌ  .௫మି݁ݔ

Ищем решение соответствующего однородного уравнения 
ݕ  ′  ݕݔ2 ൌ 0 
ݕ݀ ൌ െ2ݔ݀ ݕݔ делим на y 
ௗ௬
௬
ൌ െ2ݔ݀ ݔ => интегрируя, получаем ln|ݕ| ൌ െ ଶݔ  ݕ <= ܥ ൌ

ൌ ݁ି௫మା (݁  обозначим вновь через С) ݕ ൌ  (*)  .௫మି݁ܥ
Ищем решение исходного неоднородного уравнения в виде 

ݕ ൌ -ሻ — неизвестная функция. Подставляем в исݔሺܥ ሻ݁ି௫మ, гдеݔሺܥ
ходное уравнение 
ܥ ′ሺݔሻ݁ି௫మ െ ሻ݁ି௫మݔሺܥݔ2  ሻ݁ି௫మݔሺܥݔ2 ൌ  .௫మି݁ݔ
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Сокращая на ݁ି௫మ, имеем ܥ ′ሺݔሻ ൌ  ݔ ൌ ሻݔሺܥ  ൌ  ݔ݀ ݔ , ሻݔሺܥ ൌ 

ൌ ௫మ

ଶ
 ݕ после подстановки которого в (*) получаем ,ܥ ൌ 

ൌ ቀ௫
మ

ଶ
 ቁܥ ݁ି௫మ. 

Уравнение вида ݕ ′  ܲሺݔሻݕ ൌ ܳሺݔሻݕ называется уравнением Бер-
нулли, т. к. ݉ ് 0,݉ ് 1 (при ݉ ൌ 0 уравнение является линейным,  
а при ݉ ൌ 1 — уравнением с разделяющимися переменными). 

После умножения его обеих частей на ିݕ и подстановки ݖ ൌ
ൌ  .новая искомая функция, оно приводится к линейному — ݖ ଵି, гдеݕ

Преобразование уравнения Бернулли в линейное будем проводить 
в такой последовательности: 

1) Умножим обе части уравнения на ିݕ. 
2) Введем подстановку ݖ ൌ -ଵି. Обе части этого равенства проݕ

дифференцируем:  
ሺ1 െ ݉ሻିݕݕ ′ ൌ ݖ ′  ൌ ݕିݕ  ′ ൌ ௭′

ଵି
. 

3) Полученное уравнение проинтегрируем как линейное с помо-
щью подстановки ݖ ൌ  .ሺ௫ሻௗ௫ሻ݁ିݔሺݑ

4) Возвращаемся к искомой функции, заменяя z на ݕଵି. 
Пример 6. Найти общее решение уравнения ݕ ′  ݕݔ4 ൌ  .ݕ௫మඥି݁ݔ2
Умножим обе части на ିݕଵ/ଶ. Получим ିݕଵ/ଶݕ ′  ଵ/ଶݕݔ4 ൌ   .௫మି݁ݔ2
Делаем подстановку ݕଵିଵ/ଶ ൌ ଵ/ଶݕ ൌ ଵ .ݖ

ଶ√௬
ݕ ′ ൌ ݖ ′  ൌ ݖ2  ′  ݖݔ4 ൌ

ൌ ݖ ௫మ (делим на 2). Имеемି݁ݔ2 ′  ݖݔ2 ൌ  ௫మ. (См. предыдущийି݁ݔ

пример). Откуда общий интеграл ݖ ൌ ݁ି௫మ ቀܥ  ௫మ

ଶ
ቁ. Возвращаясь к 

искомой функции ඥݕ ൌ ݁ି௫మ ቀܥ  ௫మ

ଶ
ቁ  ൌ ݕ  ൌ ݁ିଶ௫మ ቀܥ  ௫మ

ଶ
ቁ
ଶ
. 

Замечание 5. На практике при решении уравнений Бернулли их не 
сводят к линейным, а интегрируют подстановкой ݕ ൌ  ሻ илиݔሺݒሻݔሺݑ
методом Лагранжа (метод вариации произвольной постоянной). 
Уравнением Риккати по имени итальянского математика и инже-

нера Я. Ф. Риккати (1676-1754) называют ОДУ вида ௗ௬
ௗ௫
ൌ ሻݔሺܥ 

ܾሺݔሻݕ  ܽሺݔሻݕଶ (*), где ܽሺݔሻ, ܾሺݔሻ,  ሻ — функции, непрерывные вݔሺܥ
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некотором интервале изменения х. Это ОДУ содержит в себе частные 
случаи уже рассмотренных ранее уравнений: если ܽሺݔሻ ൌ 0, то (*) — 
линейное неоднородное уравнение ОДУ, а если ܥሺݔሻ ൌ 0 — уравне-
ние Бернулли с ݉ ൌ 2. 

К сожалению, решение уравнения Риккати в общем случае не все-
гда удается проинтегрировать. Однако, если известно одно частное 
решение ОДУ (*), то его общее решение можно найти при помощи 
двух последовательных операций интегрирования. 

Действительно, пусть ݕ ൌ  ሻ — частное решение (*), выполнивݔሺݕු
подстановку ݐ ൌ ሻݔሺݕ െ ሻ получим ௗ௧ݔሺݕු

ௗ௫
 ௗ௬ු

ௗ௫
ൌ ሻݔሺܥ  ܾሺݔሻݕ 

ܾሺݔሻුݕሺݔሻ  ܽሺݔሻݐଶ  2ܽሺݔሻුݕሺݔሻݐ  ܽሺݔሻුݕଶሺݔሻ. 
Так как ුݕሺݔሻ — решение ОДУ (*), то окончательно имеем: 
ௗ௧
ௗ௫
ൌ ൫ܾሺݔሻ  2ܽሺݔሻුݕሺݔሻ൯ݐ  ܽሺݔሻݐଶ. 

Это уравнение Бернулли с ݉ ൌ 2. Заменой ݐ ൌ ଵ
௭
 его можно свести 

к линейному неоднородному ОДУ, для нахождения общего решения 
которого достаточно выполнить последовательно две операции ин-
тегрирования. 
Пример 7. Пусть дано уравнение Риккати ௗ௬

ௗ௫
 ଶݕ െ ݕݔ ൌ 1. 

Оно имеет частное решение ݕሺݔሻ ൌ ݕ Замена .ݔ ൌ ݔ   приводит ݐ
его к уравнению Бернулли ௗ௧

ௗ௫
 ଶݕ െ ݐݔ ൌ 0. Положим ݐሺݔሻ ൌ 

ൌ ݒ ሻ, тогда можно записатьݔሺݒሻݔሺݑ ௗ௨
ௗ௫
 ݑ ௗ௩

ௗ௫
 ଶݒଶݑ  ݒݑݔ ൌ 0. 

Приравняв к нулю коэффициенты при u, получим ОДУ ௗ௩
ௗ௫
 ݒݔ ൌ 0, 

имеющее частное решение ݒሺݐሻ ൌ ݁ି௫మ/ଶ. Теперь ОДУ для нахожде-
ния ݑሺݔሻ принимает вид ௗ௨

ௗ௫
ൌ െݑଶ݁ି௫మ/ଶ. 

Разделяя переменные и интегрируя, получаем с учетом потерянно-
го решения ݑሺݔሻ ൌ 0, имеем ݑሺݔሻ ൌ ଵ

ାФሺ௫ሻ
 и ݑሺݔሻ ൌ 0, где Фሺݔሻ — 

первообразная функции ݁ି௫మ/ଶ. В итоге исходное уравнение Риккати 

имеет решения ݕሺݔሻ ൌ ݔ  షೣ
మ/మ

ାФሺ௫ሻ
 и ݕሺݔሻ ൌ  .ݔ

Замечание 6. Особых решений уравнение Риккати не имеет. 
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§ 6. ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõÖ ìêÄÇçÖçàü  
Ç èéãçõï ÑàîîÖêÖçñàÄãÄï 

Уравнение вида ܲሺݔ, ݔሻ݀ݕ  ܳሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ 0  (10)  
называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая 
часть является полным дифференциалом некоторой функции ܷሺݔ,  ,ሻݕ
где ܲሺݔ, ሻݕ ൌ డ

డ௫
, ܳሺݔ, ሻݕ ൌ డ

డ௬
. 

Для того, чтобы уравнение (10) было уравнением в полных диффе-
ренциалах, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 
డ
డ௬
ൌ డொ

డ௫
. 

Если уравнение (10) является уравнением в полных дифференциа-
лах, оно может быть записано в виде ݀൫ܷሺݔ, ሻ൯ݕ ൌ 0 и ܷሺݔ, ሻݕ ൌ  — ܥ
общий интеграл этого уравнения, где С — произвольная постоянная. 

Функция ܷሺݔ, -ሻ может быть найдена следующим образом. Интегݕ
рируя равенство ܲሺݔ, ሻݕ ൌ డ

డ௫
 по х при фиксированном у и замечая, 

что произвольная постоянная в этом случае может зависеть от у, име-
ем: ܷሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺܲ ݔሻ݀ݕ  ߮ሺݕሻ.  (11) 

Затем из равенства డ
డ௬
ൌ డ

డ௬ ,ݔሺܲ ݔሻ݀ݕ  ߮′ሺݕሻ ൌܳሺݔ,  ሻ находимݕ
функцию ߮ሺݕሻ, подставив которую в (11) получаем функцию ܷሺݔ,  .ሻݕ
Для записи общего (решения) интеграла исходного уравнения доста-
точно выбрать одну из функций получаемого семейства. 
Замечание 7. Более простой метод отыскания функции ܷሺݔ,   ሻݕ

состоит в вычислении так называемого криволинейного интеграла 
второго рода 
ܷሺݔ, ሻݕ ൌ  ܲሺݔ, ݔሻ݀ݕ  ܳሺݔ, ሺ௫,௬ሻݕሻ݀ݕ

ሺ௫బ,௬బሻ
, где точки ܯሺݔ, ,ݔሺܯ ሻ иݕ  ሻݕ

лежат в области непрерывности функций ܲሺݔ, ,ݔሻ и ܳሺݕ -ሻ и их частݕ
ных производных, причем, ܯሺݔ,  ሻ — некоторая фиксированнаяݕ
точка. 
Пример 8. Найти общее решение уравнения ሺ2ݔ  ݔሻ݀ݕ 

ሺݔ  ݕሻ݀ݕ2 ൌ 0. 
ܲሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ2  ,ݕ ܳሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ   .ݕ2
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1, 1P Q
y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
, т. е. уравнение является уравнением в полных диффе-

ренциалах. Следовательно, левая часть уравнения есть полный диф-
ференциал некоторой функции ܷሺݔ, ሻ. Тогда డݕ

డ௫
ൌ ሺ2ݔ  ,ሻݕ డ

డ௬
ൌ 

ൌ ሺݔ    .ሻݕ2
Проинтегрируем డ

డ௫
ൌ ሺ2ݔ  ܷ <= ሻ по хݕ ൌ ଶݔ  ݔݕ  ߮ሺݕሻ. 

Найдем произвольную функцию ߮ሺݕሻ, продифференцировав  
последнее выражение по у డ

డ௬
ൌ ݔ  ߮′ሺݕሻ, получаем уравнение: 

ݔ  ߮′ሺݕሻ ൌ ݔ   ݕ2 ൌ  ߮′ሺݕሻ ൌ  ݕ2 ൌ  ߮ሺݕሻ ൌ  .ଶݕ
Таким образом, общий интеграл нашего уравнения имеет вид: 

ଶݔ  ݕݔ  ଶݕ ൌ  .ܥ

§ 7. ìêÄÇçÖçàü, çÖ êÄáêÖòÖççõÖ éíçéëàíÖãúçé 

èêéàáÇéÑçéâ 

Обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) первого по-
рядка, не разрешенное относительно производной, имеет вид 
ܨ ቀݔ, ,ݕ ௗ௬

ௗ௫
ቁ ൌ 0.  (12) 

Допустим, ОДУ (12) можно разрешить относительно ௗ௬
ௗ௫

 (пусть и 

неоднозначно), т. е. можно получить r соотношений ௗ௬
ௗ௫
ൌ ݂ሺݔ,  ,ሻݕ

݅ ൌ 1, 2, … ,  (13)  .ݎ
Тогда к каждому из r ОДУ (13) можно применять методы интегри-

рования, изложенные выше. 
Но приведение к виду (13) не всегда возможно. Поэтому решение 

ОДУ (12) часто приходится искать, используя параметр, например 
dyp
dx

= . 

Рассмотрим ряд частных случаев. 
Предположим, что (12) можно разрешить относительно у, т. е. за-

писать в виде ݕ ൌ ݂ሺݔ, ݕ݀ ሻ. Вычислим полный дифференциал ൌ 
ൌ డ

డ௫
ݔ݀  డ

డ
ݕ݀ Поскольку .݀ ൌ  то его можно представить как ,ݔ݀ 

,ݔሺܯ ݔሻ݀  ܰሺݔ, ሻ݀ ൌ 0, интегрируя которое (если это возможно), 
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найдем общее решение ݔ ൌ ,ሺݔ ,ሻܥ ܥ ൌ  Тогда общее решение .ݐݏ݊ܿ
исходного ОДУ (12) в параметрической форме будет иметь вид: 

൜ݔ ൌ ,ሺݔ ሻܥ
ݕ ൌ ݂ሺݔ,  .ሻ

Пример 9. В уравнении ln ௗ௬
ௗ௫
 sin ௗ௬

ௗ௫
ൌ  положим ݔ ൌ ௗ௬

ௗ௫
 и запи-

шем ݔ ൌ ln   sin ݕ݀ .Далее, т. к . ൌ ݕ݀ то имеем ,ݔ݀  ൌ 
ൌ  ቀଵ


 cos ቁ  и интегрируя, получаем общее решение исходного ݀

ОДУ в параметрической форме: 

 ൜ݔ ൌ ln   sin  ;
ݕ ൌ   cos    sin   ,ܥ    0, ܥ ൌ  .ݐݏ݊ܿ

Рассмотренным методом решают, в частности, уравнения Лагранжа 
и Клеро. 
Уравнением Лагранжа называют ОДУ вида  
ݕ ൌ ሻሺ߮ ݔ  ߰ሺሻ,  ൌ ௗ௬

ௗ௫
 ,  (14)  

где ߮ሺሻ и ߰ሺሻ — непрерывно дифференцируемые функции, 
߮ሺሻ ്  .

Поскольку ݀ݕ ൌ ݕ݀ и ݔ݀  ൌ ߮ሺሻ݀ݔ  ሻ݀ሺ′߮ݔ  ߰′ሺሻ݀, то 

можно записать ௗ௫
ௗ
 ఝ′ሺሻ

ఝሺሻି
ݔ  ట′ሺሻ

ఝሺሻି
ൌ 0.  (15) 

Так как ОДУ (15) линейно относительно ݐሺሻ, то его можно проин-
тегрировать по р. После интегрирования получим ݔ ൌ ,ሺݔ  ,ሻܥ
ܥ ൌ  .ݐݏ݊ܿ

Подставив ݔ ൌ ,ሺݔ  ሻ в (14), запишем общее решение уравненияܥ

Лагранжа в параметрической форме  ൜
ݔ ൌ ,ሺݔ ሻܥ

ݕ ൌ ,ሺݔ ሻሻ߮ሺܥ  ߰ሺሻ. 

Пример 10. Рассмотрим ОДУ ௗ௬
ௗ௫
 ݕ െ ݔ ቀௗ௬

ௗ௫
ቁ
ଶ
ൌ 0. 

Это уравнение Лагранжа.  
Обозначим  ൌ ௗ௬

ௗ௫
, ሺ߮ሺሻ ൌ ,ଶ ߰ሺሻ ൌ െሻ. 

Тогда ОДУ (15) примет вид: ௗ௫
ௗ
 ଶ

ିଵ
ݔ ൌ ଵ

ሺିଵሻ
. Решая его, полу-

чим:  ൝
ݔ ൌ ି୪୬ା

ሺିଵሻమ

ݕ ൌ ଶݔ െ 
,   0, ܥ ൌ  .ݐݏ݊ܿ
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Частным случаем уравнения Лагранжа является уравнение Клеро 
ݕ ൌ ݔ   ߰ሺሻ,  ൌ ௗ௬

ௗ௫
 ,  (16)  

названное по имени французского математика и астронома А. К. Кле-
ро (1713-1765). 

Применим ту же процедуру, что и при решении уравнения Лагран-
жа. То есть ݀ݕ ൌ ݔ݀   ݀ ݔ  ߰′ሺሻ݀, а т. к. ݀ݕ ൌ   то ,ݔ݀ 
ቀݔ  ߰′ሺሻቁ݀ ൌ 0, где либо  ൌ ݔ либо ,ݐݏ݊ܿ ൌ െ߰′ሺሻ. В первом 
случае в соответствии с (16) имеем общее решение уравнения Клеро  
в виде ݕሺݔሻ ൌ ݔܥ  ߰ሺሻ, а во втором — особое решение этого ОДУ  

в параметрической форме ቊ ݔ ൌ െ߰′ሺሻ                 
ݕ ൌ െ ߰′ሺሻ  ߰ሺሻ

. 

Действительно, касательная к интегральной кривой (16) в точке, 
соответствующей фиксированному значению параметра р, имеет 
уравнение ݕ ൌ ݔ  ߰ሺሻ, т. е. входит в семейство прямых, задавае-
мых решением ݕሺݔሻ ൌ ݔܥ  ߰ሺሻ, причем угловой коэффициент каса-
тельной в этой точке, согласно правилу дифференцирования функции, 

заданной параметрически, равен ݕ௫′ ൌ
௬′

௫′
ൌ ିట′ሺሻି ట′′ሺሻାట′ሺሻ

ିట′′ሺሻ
ൌ  .

Вместе с тем при значении параметра ܥ ൌ  эта точка лежит на 
прямой ݕሺݔሻ ൌ ݔܥ  ߰ሺܥሻ, так и на интегральной кривой (16). Следо-
вательно, решение (16) особое, а интегральная кривая является оги-
бающей однопараметрического семейства прямых ݕሺݔሻ ൌ ݔܥ  ߰ሺܥሻ. 

Пример 11. Решим уравнение Клеро ݕ ൌ ݕ ݔ ′  ௬′మ

ଶ
. 

Здесь ߰ሺݕ ′ሻ ൌ ௬′మ

ଶ
. Согласно изложенному выше, общим решением 

этого ОДУ будет ݕሺݔሻ ൌ ݔܥ  ߰ሺሻ, а (16) задает особое решение, 

причем ݔ ൌ െ߰′ሺሻ ൌ െ, а ݕ ൌ െ߰′ሺሻ  ߰ሺሻ ൌ െ మ

ଶ
. 

Таким образом, особое решение исходного ОДУ принимает вид: 

ݔ ൌ െ, ݕ ൌ െ మ

ଶ
 или, после исключения р, ݕሺݔሻ ൌ െ ௫మ

ଶ
, т. е. инте-

гральная кривая особого решения как огибающая семейства прямых 

ሻݔሺݕ ൌ ݔܥ  మ

ଶ
 будет параболой (рис. 7.3). 
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Рис. 7.3 

(последнее будет обосновано после формулировки варианта теоремы 
Коши существования и единственности решения ОДУ первого поряд-
ка, но вида (12), т. е. ОДУ, не разрешенного относительно производ-
ной). 
Теорема 2. (Теорема Коши) 
Пусть функция ܨሺݔ, ,ݕ  ሻ, где ൌ ௗ௬

ௗ௫
, в окрестности точки 

,ݔሺܯ ,ݕ -ሻ непрерывна по всем переменным и непрерывно диффе
ренцируема по у и р. Пусть, кроме того, ܨሺܯሻ ൌ 0 и в точке М డி

డ
് 0. 

Тогда существует единственное решение ݕ ൌ  ሻ задачи Коши дляݔሺݕ
ОДУ (12), удовлетворяющее начальному условию ݕሺݔሻ ൌ  .ݔ

Из этой теоремы следует, что особое решение ОДУ (12), если тако-
вые существуют, удовлетворяют системе уравнений: 

 ൝
,ݔሺܨ ,ݕ ሻ ൌ 0
డிሺ௫,௬,ሻ

డ
ൌ 0  . (17) 

Для отыскания особого решения необходимо из системы (17) ис-
ключить р. Полученное после этого соотношение Фሺݔ, ሻݕ ൌ 0 опреде-
ляет так называемую дискриминантную кривую. Каждую ветвь этой 
кривой необходимо проверить, чтобы узнать, соответствует ли она 
решению ОДУ (12), и если соответствует, то это решение, вообще го-
воря, особое. 

Для уравнения Клеро డி
డ
ൌ 0 при ݔ ൌ െ߰′ሺሻ, и система (17) дает 

решение (16), которое является особым. 
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§ 8. ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõÖ ìêÄÇçÖçàü  
Çõëòàï èéêüÑäéÇ 

Основные понятия. Теорема Коши 

Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет вид: 
,ݔ൫ܨ ,ݕ ݕ ′, ݕ ′′, … , ሺሻ൯ݕ ൌ 0  (18) 

или ݕሺሻ ൌ ݂൫ݔ, ,ݕ ݕ ′, … ,  ሺିଵሻ൯. (19)ݕ
Задачей Коши для дифференциального уравнения (19) называется 

задача отыскания решения ݕሺݔሻ, удовлетворяющего заданным на-
чальным условиям:  
ሻݔሺݕ ൌ ,ݕ ݕ ′ሺݔሻ ൌ ′ݕ , … , ሻݔሺିଵሻሺݕ ൌ ݕ

ሺିଵሻ.  (20) 
Общим решением уравнения (18) или (19) называется такая функ-

ция ݕ ൌ ߮ሺݔ, ,ଵܥ … ,  ሻ, которая при любых допустимых значенияхܥ
параметров ܥଵ, ,ଶܥ … ,   является решением этого дифференциальногоܥ
уравнения и для любой задачи Коши с условиями (20) найдутся по-
стоянные ܥଵ, ,ଶܥ … ,   , определяемые из системы уравненийܥ

     

ە
۔

ۓ
ݕ ൌ ߮ሺݔ, ,ଵܥ … ,  ሻܥ
ᇱݕ ൌ ߮Ԣሺݔ, ,ଵܥ … , ሻܥ
…………………
ݕ
ሺିଵሻ ൌ ߮ሺିଵሻሺݔ, ,ଵܥ … , .ሻܥ

 

Уравнение Фሺݔ, ,ݕ ,ଵܥ … , ሻܥ ൌ 0, определяющее общее решение 
как неявную функцию, называется общим интегралом дифференци-
ального уравнения. 
Теорема (существования и единственности решения задачи 

Коши). Если дифференциальное уравнение (19) таково, что функция 
݂൫ݔ, ,ݕ ݕ ′, … , -ሺିଵሻ൯ в некоторой области D изменения своих аргуݕ
ментов непрерывна и имеет непрерывные частные производные 
డ
డ௬
, డ
డ௬′
, … , డ

డ௬ሺషభሻ
, то для любой точки ൫ݔ, ,ݕ ′ݕ , … , ݕ

ሺିଵሻ൯ ߳ ܦ суще-

ствует такой интервал ݔ െ ݄ ൏ ݔ ൏ ݔ  ݄, на котором существу-
ет и притом единственное решение этого уравнения, удовлетворяю-
щее начальным условиям (20). 
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Уравнения, допускающие понижения порядка 

Первый тип. Уравнения, содержащие только производную поряд-
ка n и независимую переменную, имеют вид: ܨ൫ݔ, ሺሻ൯ݕ ൌ 0. 

Если удается это уравнение разрешить относительно ݕሺሻ, то оно 
записывается так: ݕሺሻ ൌ ݂ሺݔሻ. (21) 

Общее решение имеет вид: 
ݕ  ൌ  ݔ݀  ݔ݀  … ݂ሺݔሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

 раз

ݔ݀  ଵܥ  ݔଶܥ  ଶݔଷܥ  ڮ   ିଵ.  (22)ݔܥ

Из этого видно, что для получения общего решения уравнения (21) 
нужно n раз проинтегрировать функцию ݂ሺݔሻ и прибавить к получен-
ному результату многочлен от х степени (n-1), коэффициентами кото-
рого являются произвольные постоянные. 

Если задача Коши решается для уравнения (21) с начальными ус-
ловиями, то частное решение уравнения (21) примет вид:  

ݕ ൌ  ௫ݔ݀
௫బ

 ௫ݔ݀
௫బ

 … ݂ሺݔሻ݀ݔ௫
௫బ

 ௬బ
ሺషభሻ

ሺିଵሻ!
ሺݔ െ  +ሻሺିଵሻݔ

௬బ
ሺషమሻ

ሺିଶሻ!
ሺݔ െ ሻሺିଶሻݔ  ڮ ݕ ′ሺݔ െ ሻݔ   .ݕ

Пример 12. Найти общее решение уравнения ݕ ′′ ൌ ଵ
௦మ௫

 и его част-

ное решение, удовлетворяющее начальным условиям ݕ ቀగ
ସ
ቁ ൌ ୪୬ଶ

ଶ
,  

ݕ ′ ቀగ
ସ
ቁ ൌ 1. 

Интегрируя первый раз, получаем ݕ ′ ൌ ݔ ݃ݐ  -ଵ. Повторное инܥ
тегрирование дает: ݕ ൌ െln  | cos |ݔ  ݔଵܥ   .ଶܥ

Это и есть общее решение. Подставив теперь в полученное общее 
решение и в выражение для первой производной ݔ ൌ గ

ସ
 и соответст-

венно ݕ ൌ ୪୬ଶ
ଶ
, ݕ ′ ቀగ

ସ
ቁ ൌ 1 получим систему двух уравнений с неиз-

вестными ܥଵ и ܥଶ. Решив ее, найдем значения параметров ܥଵ ൌ 0 и 
ଶܥ ൌ 0, соответствующие искомому частному решению, которое, сле-
довательно, имеет вид: ݕ ൌ െln  | cos  .|ݔ
Второй тип. Уравнения, не содержащие искомой функции. 
Уравнение порядка n, не содержащее искомой функции, имеет та-

кой вид: ܨ൫ݔ, ,ᇱݕ ,ᇱᇱݕ … , ሺሻ൯ݕ ൌ 0.  (23) 
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Порядок его может быть понижен на единицу с помощью подста-
новки ݕᇱ ൌ ܲሺݔሻ,  (24)  
где ܲሺݔሻ — новая функция. Эта подстановка приводит к уравнению 
݂൫ݔ, ܲ, ܲᇱ, ܲᇱᇱ, … , ܲሺିଵሻ൯ ൌ 0.  (25) 

Если уравнение (22) не содержит ни искомой функции у, ни ее 
производных до порядка (k-1) включительно, т. е. имеет вид 
݂൫ݔ, ,ሺሻݕ ,ሺାଵሻݕ … , ሺሻ൯ݕ ൌ 0,  (26)  
то его порядок может быть понижен на k единиц при помощи подста-
новки ݕሺሻ ൌ ܲሺݔሻ. 

После определения функции ܲሺݔሻ уравнение (26) оказывается при-
веденным к виду уравнения (21). К этому же типу уравнений относят-
ся и такие, которые содержат только две последовательные производ-
ные, т. е. уравнения вида ݂൫ݕሺିଵሻ, ሺሻ൯ݕ ൌ 0. Если это уравнение 
можно решить относительно ݕሺሻ, то оно принимает вид: ݕሺሻ ൌ 
ൌ ߮ሺݕሺିଵሻሻ и интегрируется подстановкой ݕሺିଵሻ ൌ ܲሺݔሻ,   (27)  
которая приводит к уравнению ௗ

ௗ௫
ൌ ߮ሺݔሻ. Определив из этого урав-

нения функцию ܲሺݔሻ и подставив ее в (27) придем к уравнению (21). 
Пример 13. Найти общее решение ОДУ ݕᇱᇱ  ᇱଶݕݔ2 ൌ 0.  
Решение. Воспользуемся подстановкой ݕᇱ ൌ ܲሺݔሻ. Получим 

ܲᇱ  ଶܲݔ2 ൌ 0, а это уравнение с разделяющимися переменными. 
ௗ
మ
ൌ െ2ݔ݀ ݔ  ൌ  െ ଵ


ൌ െݔଶ  ଵଶܥ  ൌ  ܲ ൌ ଵ

௫మାభమ
 ൌ  

ᇱݕ ൌ ଵ
௫మାభమ

 ൌ  ݕ ൌ ଵ
భ
 ݃ݐܿݎܽ ௫

భ
   .ଶܥ

Проверяем на особые решения (мы делили на ܲଶ и могли потерять) 
ܲଶ ൌ 0 ܲ ൌ 0. Значит ଵ

௫మାభమ
് 0  ൌ ଵଶܥ  െ ଶݔ ൌ 0  ൌ ଵܥ  ൌ  ݔ ൌ

ݕ  ൌ ଵܥ െ ᇱݕ ,Имеем .ݔ ൌ 0, ݕ ൌ  .особое решение — ܥ
Третий тип. Уравнения, не содержащие независимой переменной. 
Эти уравнения имеют в общем случае такой вид:  
,ݕ ൫ܨ ,ᇱݕ ,ᇱᇱݕ … , ሺሻ൯ݕ ൌ 0.  (28) 
Понижение порядка на единицу достигается подстановкой  

ᇱݕ ൌ ܲሺݕሻ, где ܲሺݕሻ — новая искомая функция. В этом случае за неза-
висимую переменную принимается не х, а у. Поэтому вторая и после-
дующие производные должны быть преобразованы так, чтобы неза-
висимой переменной была у. 
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Ԣᇱݕ ൌ ሾܲሺݕሻሿ௫ᇱ ൌ
ௗ
ௗ௬

ௗ௬
ௗ௫
ൌ ௗ

ௗ௬
ܲ, т. к. ௗ௬

ௗ௫
ൌ ܲ  

' ' 22 2
2

2 2
'''

x y

dP dP dy d P dP dP d P dPP P P P P
dy dy dx dy dy dydy dy

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
y .  (29) 

Поэтому уравнение (28) перепишется так:  
ܨ ቀ ݕ, ܲ, ௗ

ௗ௬
, ௗమ
ௗ௬మ

, … , ௗషభ
ௗ௬షభ

ቁ ൌ 0. 
Если удается найти общее решение этого уравнения, то оно будет 

иметь вид: ܨ൫ݕ, ܲ, ,ଵܥ ,ଶܥ … , ିଵ൯ܥ ൌ 0.  (30) 
Так как ܲ ൌ ௗ௬

ௗ௫
, то (30) — уравнение первого порядка, из которого 

определится искомая функция у. 
Частный случай. Если уравнение (28) имеет вид: 
݂ሺݕ, ᇱᇱሻݕ ൌ 0  (31)  

и его удается разрешить относительно ݕᇱᇱтак, что 
ᇱᇱݕ ൌ ߮ሺݕሻ,  (32) 

то интегрирование, кроме указанного приема, можно провести так: 
умножим обе части на 2ݕᇱ݀ݔ и приведем уравнение к виду:  
ݔᇱᇱ݀ݕᇱݕ2 ൌ 2߮ሺݕሻݕᇱ݀(33)  .ݔ 
Левая часть этого уравнения 2ݕᇱݕᇱᇱ݀ݔ ൌ ݀ሺݕᇱଶሻ, а в правой части 

ݔᇱ݀ݕ ൌ   :поэтому (33) перепишется так ,ݕ݀
݀ሺݕᇱଶሻ ൌ 2߮ሺݕሻ݀ݕ,  
отсюда ݕᇱଶ ൌ ݕሻ݀ݕሺ߮2 ܥଵ, ݕᇱ ൌ ඥ2߮ሺݕሻ݀ݕ ܥଵ. 
Последнее уравнение допускает разделение переменных, проин-

тегрировав его, найдем: ݔ   ଶܥ ൌ  ௗ௬
ඥଶఝሺ௬ሻௗ௬ାభ

, т. е. определим х как 

функцию от у. 
Следует отметить, что этот прием интегрирования уравнения (31) 

не дает ничего существенно нового по сравнению с указанным общим 
приемом замены ݕᇱᇱ по формулам (29). 
Замечание 8. К уравнению вида (31) приводятся также и уравне-

ния вида ݕሺሻ ൌ ݂൫ݕሺିଵሻ൯, содержащие только две производные, по-
рядки которых отличаются на две единицы. В этом случае применяет-
ся подстановка ݕሺିଶሻ ൌ ܲሺݕሻ. 
Пример 14. Найти общий интеграл уравнения ݕᇱᇱ ൌ ଵ

√௬
. 
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Решение. Пусть ݕᇱ ൌ ܲሺݕሻ, тогда по формулам (29) ݕᇱᇱ ൌ ௗ
ௗ௬
ܲ, 

уравнение перепишется так: ܲ ௗ
ௗ௬
ൌ ଵ

√௬
. Разделяя переменные, получа-

ем ܲ ݀ܲ ൌ ௗ௬

√௬
 ൌ   

మ

ଶ
ൌ 2ඥݕ  ଵܥ2  ൌ  ܲଶ ൌ 4ඥݕ  -ଵ (произвольܥ4

ную постоянную мы ввели под видом 2ܥଵ с тем, чтобы в последую-
щем извлечь корень из 4). 

ܲ ൌ ට4ሺඥݕ  ଵሻܥ ൌ 2ටඥݕ  ܲ .ଵ, т. кܥ ൌ ௗ௬
ௗ௫

, последнее уравнение 

перепишется так: ௗ௬
ௗ௫
ൌ 2ටඥݕ   ଵ. Разделяя переменные, получаемܥ

ௗ௬
ଶඥ√௬ାభ

ൌ Интегрируя, получаем ଵ .ݔ݀
ଶ 

ௗ௬
ඥ√௬ାభ

ൌ ݔ   ,ଶܥ
ଵ
ଶ 

ௗ௬
ඥ√௬ାభ

ฬ ඥݕ  ଵܥ ൌ ݔ ଶ, окончательно получаемݖ  ଶܥ ൌ
ଶ
ଷ
ሺඥݕ 

ܥଵሻටඥݕ   .ଵܥ

§ 9. ãàçÖâçõÖ ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõÖ ìêÄÇçÖçàü 

Çõëòàï èéêüÑäéÇ 

Линейным дифференциальным уравнением порядка n называется 
уравнение вида:  
ሺሻݕ  ଵܲሺݔሻݕሺିଵሻ  ଶܲሺݔሻݕሺିଶሻ  ڮ ܲିଵሺݔሻݕᇱ  ܲሺݔሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ,  (34) 
где ݂ሺݔሻ — функция независимой переменной х, по которой вычисле-
ны производные. 

Отличительной чертой линейного уравнения является то, что ис-
комая функция у и все ее производные входят в это уравнение в пер-
вой степени. 

Отметим некоторые особенности данного уравнения. 
1. Предполагается, что функции ܲሺݔሻ ሺ݅ ൌ 1, ݊തതതതതሻ и правая часть 

уравнения — функция ݂ሺݔሻ непрерывны в промежутке (a, b), случаи 
ܽ ൌ െ∞, ܾ ൌ ∞ не исключаются. Функции ܲሺݔሻ называются коэф-
фициентами уравнения. 

2. Задача Коши для этого уравнения при сделанном предположе-
нии всегда имеет единственное решение при любых начальных усло-
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виях, лишь бы точка ݔ ൌ - находилась в промежутке (a, b) непреݔ
рывности функций ܲሺݔሻ и ݂ሺݔሻ. 

3. Если в уравнении (34) правая часть ݂ሺݔሻ тождественно равна ну-
лю в промежутке (a, b), то уравнение (34) примет вид:  
ሺሻݕ  ଵܲሺݔሻݕሺିଵሻ  ଶܲሺݔሻݕሺିଶሻ  ڮ ܲିଵሺݔሻݕᇱ  ܲሺݔሻݕ ൌ 0  (35)  

и называется в этом случае линейным однородным уравнением. При 
݂ሺݔሻ ് 0 уравнение (34) называется неоднородным. 

4. Если функция ݕଵሺݔሻ является решением линейного однородного 
уравнения (35), то и ܥଵݕଵሺݔሻ — произведение ее на произвольную по-
стоянную величину ܥଵ — также является решением этого уравнения. 

5. Если функции ݕଵሺݔሻ и ݕଶሺݔሻ являются решениями линейного од-
нородного уравнения (35), то и их сумма ݕଵሺݔሻ  -ሻ также являетݔଶሺݕ
ся решением этого уравнения. Если функции ݕଵሺݔሻ, ,ሻݔଶሺݕ … ,   ሻݔሺݕ
являются решениями уравнения (35), то и функция ݕ ൌ ሻݔଵሺݕଵܥ 
ܥଶݕଶሺݔሻ  ڮ   — произвольные постоянные, такжеܥ ሻ, гдеݔሺݕܥ
является решением этого уравнения. Функции ݕଵሺݔሻ, ,ሻݔଶሺݕ … ,  ሻݔሺݕ
называются решениями уравнения (35). 

6. Две функции ݕଵሺݔሻ и ݕଶሺݔሻ называются линейно независимыми в 
промежyтке ሺܽ, ܾሻ, если их отношение ௬భሺ௫ሻ

௬మሺ௫ሻ
 в этом промежутке не яв-

ляется постоянной величиной. Если же отношение ௬భሺ௫ሻ
௬మሺ௫ሻ

 — постоянная 
величина, то эти функции называются линейно зависимыми. 

7. Если имеется n функций ݕଵ, ,ଶݕ … ,  , то они называются линейноݕ
независимыми в промежутке ሺܽ, ܾሻ при условии, что равенство 
ଵן ଵݕ ןଶ ଶݕ  ןڮ ݕ ൌ 0 (где ן, ݅ ൌ 1, ݊തതതതത — постоянные) может 
выполняться только тогда, когда все коэффициенты ן равны 0. Если 
же это равенство в промежутке ሺܽ, ܾሻ имеет место, когда хотя бы один 
из коэффициентов ן не равен 0, то функции называются линейно за-
висимыми. 

8. Если функции ݕଵ, ,ଶݕ … ,   являются решениями уравнения (35) иݕ
в промежутке ሺܽ, ܾሻ они линейно независимы, то общее решение это-
го уравнения имеет вид: ݕ ൌ ଵݕଵܥ  ଶݕଶܥ  ڮ  .  (36)ݕܥ

Эта формула определяет структуру общего решения линейного од-
нородного уравнения (35) порядка n и указывает способ построения 
общего решения. Таким образом, чтобы найти решение линейного 
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однородного уравнения, надо найти n его частных линейно зависи-
мых в ሺܽ, ܾሻ решений, после этого каждое из них умножить на произ-
вольную постоянную величину и все эти произведения сложить. Сис-
тема линейно независимых решений называется фундаментальной. 

9. Для того, чтобы ݕଵ, ,ଶݕ … , - были линейно независимы в промеݕ
жутке ሺܽ, ܾሻ, необходимо и достаточно, чтобы их так называемый оп-
ределитель Вронского был отличен от нуля хотя бы в одной точке ݔ 
промежутка ሺܽ, ܾሻ, в котором непрерывны коэффициенты уравнения 
(35). 

То есть, чтобы проверить линейную независимость функций 
,ଵݕ ,ଶݕ … , -ሻ и убеݔ, надо составить их определитель Вронского ܹሺݕ
диться, что хотя бы при одном значении х из промежутка ሺܽ, ܾሻ он не 
равен 0. 

ܹሺݔሻ ൌ ܹሺݕଵ, ,ଶݕ … , ሻݕ ൌ ተ

ଵݕ ଶݕ … ݕ
ଵᇱݕ ଶᇱݕ … ᇱݕ
… … … …

ଵݕ
ሺିଵሻ ଶݕ

ሺିଵሻ … ݕ
ሺିଵሻ

ተ. 

Уравнение (35) имеет n и только n линейно независимых решений. 
Если известно частное решение ݕଵሺݔሻ линейного однородного 

уравнения (35), то его порядок можно понизить на единицу при по-
мощи подстановки ݕ ൌ ଵݕ ݑ ݑ где ,(*) ݔ݀ ൌ  ሻ — новая искомаяݔሺݑ
функция. Полученное в результате подстановки (*) уравнение также 
будет линейным. 

§ 10. ãàçÖâçõÖ éÑçéêéÑçõÖ ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõÖ 

ìêÄÇçÖçàü ë èéëíéüççõåà äéùîîàñàÖçíÄåà 

Характеристическое уравнение. Если в уравнении (34) коэффи-
циенты постоянные, то оно называется линейным однородным урав-
нением с постоянными коэффициентами и имеет вид:  
ሺሻݕ  ܽଵݕሺିଵሻ  ܽଶݕሺିଶሻ  ڮ ܽିଵݕᇱ  ܽݕ ൌ 0,  (37) 

где все ܽ ሺ݅ ൌ 1, ݊തതതതതሻ вещественные числа, у — искомая функция, х — 
независимая переменная. 



— 370 — 

Решение этого уравнения ищется в виде ݕ ൌ ݁௫. Это приводит к 
алгебраическому уравнению степени n: 
݇  ܽଵ݇ିଵ  ܽଶ݇ିଶ  ڮ ܽିଵ݇  ܽ ൌ 0,  (38)  

которое называется характеристическим. 
Таким образом, чтобы составить характеристическое уравнение 

(38) надо в уравнении (37) заменить производные степенями неиз-
вестной величины k, причем степень k должна быть равна порядку со-
ответствующей производной, а сама искомая функция у заменена 1. 

I. Если все корни характеристического уравнения ݇ଵ, ݇ଶ, … , ݇ чис-
ла вещественные и среди них нет равных между собой, то получим n 
частных линейно независимых решений уравнения (37):  
ଵݕ ൌ ݁భ௫; ݕଶ ൌ ݁మ௫; … ; ݕ  ൌ ݁௫. 
II. Если все корни характеристического уравнения числа вещест-

венные, но среди них есть равные, то каждому корню ݔ кратности ݈ 
соответствует ݈ линейно независимых частных решений уравнения 
ଵݕ (37) ൌ ݁௫; ଶݕ  ൌ ;௫݁ ݔ ଶݕ ൌ ,ଶ ݁௫ݔ … ; ݕ  ൌ  .ିଵ݁௫ݔ

III. Если среди корней характеристического уравнения имеются 
комплексные, но не равные между собой, то каждой паре сопряжен-
ных комплексных корней ן ߚ и ן െߚ соответствует два частных 
линейно независимых решения уравнения (37) вида: ݁ן௫ cos  и ݔߚ
௫ן݁ ݊݅ݏ  .ݔߚ

Если же среди комплексных корней характеристического уравне-
ния имеются кратные комплексные корни, то корню ן ߚ кратности 
݈ (корень ן െߚ имеет ту же кратность) соответствует 2݈ частных ли-
нейно независимых решений уравнения (37), которые имеют вид: 
௫ן݁ cos ݔߚ , ௫ן݁ݔ cos ݔߚ , ௫ןଶ݁ݔ cos ݔߚ ,… , ௫ןିଵ݁ݔ cos   ݔߚ
௫ן݁ sin ݔߚ , ௫ן݁ݔ sin ݔߚ , ௫ןଶ݁ݔ sin ݔߚ ,… , ௫ןିଵ݁ݔ sin  .ݔߚ
В заключение приведем схему решения линейного однородного 

дифференциального уравнения n-го порядка с постоянными коэффи-
циентами: 

1) Составляем характеристическое уравнение ݇  ܽଵ݇ିଵ 
ܽଶ݇ିଶ  ڮ ܽିଵ݇  ܽ ൌ 0. 

2) Находим корни характеристического уравнения ݇ଵ, ݇ଶ, … , ݇. 
3) В зависимости от характера корней выписываем частные линей-

но независимые решения дифференциального уравнения. 
4) Подставляя их в формулу ݕ ൌ ଵݕଵܥ  ଶݕଶܥ  ڮ  , получаемݕܥ

общее решение дифференциального уравнения (37). 
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Пример 15. Найти общее решение уравнения ݕ੦  ᇱᇱݕ6  ᇱݕ9 ൌ 0. 
Составим характеристическое уравнение ݇ହ  6݇ଷ  9݇ ൌ 0, его 

можно переписать в виде ݇ሺ݇ଶ  3ሻଶ ൌ 0 и найти его корни ݇ଵ ൌ 0,  
 ݇ଶ ൌ ݇ଷ ൌ 3݅,  ݇ସ ൌ ݇ହ ൌ െ3݅, им соответствуют решения ݕଵ ൌ ݁௫ ൌ 1,  
ଶݕ ൌ ݁௫ cos ݔ3 ൌ cos ݔ3 , ଷݕ ൌ sin ݔ3 , ସݕ ൌ ݔ cos ݔ3 , ହݕ ൌ ݔ sin  .ݔ3

Общее решение имеет вид: ݕ ൌ ଵܥ  ଶܥ cos ݔ3  ଷܥ sin ݔ3 
ܥସݔ cos ݔ3  ݔହܥ sin  .ݔ3

§ 11. ãàçÖâçõÖ çÖéÑçéêéÑçõÖ  
ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõÖ ìêÄÇçÖçàü 

Предполагается, что функции ܲሺݔሻ ሺ݅ ൌ 1, ݊തതതതതሻ и правая часть урав-
нения — функция ݂ሺݔሻ непрерывны в промежутке (a, b), случаи 
ܽ ൌ െ∞, ܾ ൌ ∞ не исключаются. Функции ܲሺݔሻ называются коэф-
фициентами уравнения. 

1. Линейное неоднородное дифференциальное уравнение имеет 
вид: 
ሺሻݕ  ଵܲݕሺିଵሻ  ଶܲݕሺିଶሻ  ڮ ܲିଵݕᇱ  ܲሺݔሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ.  (39) 
2. Общее решение линейного неоднородного уравнения находится 

так: 
а) найти одно какое-нибудь его частное решение; 
б) найти общее решение соответствующего однородного уравне-

ния; 
в) сложить эти два решения. Сумма их и будет общим решением 

уравнения (40). 
Так, если частное решение неоднородного уравнения есть Y, а об-

щее решение соответствующего однородного есть ܿଵݕଵ  ܿଶݕଶ 
ڮ  ܿݕ, то общее решение линейного неоднородного уравнения 
(40) 

.о.нݕ  ൌ ܿଵݕଵ  ܿଶݕଶ  …  ܿݕ  ܻ.  (40) 
3. Если правая часть уравнения (40) есть сумма двух функций 
ሺሻݕ  ଵܲݕሺିଵሻ  ଶܲݕሺିଶሻ  ڮ ܲିଵሺݔሻݕᇱ  ܲ ൌ  
ൌ ଵ݂ሺݔሻ  ଶ݂ሺݔሻ,  (41) 

cледует рассматривать два уравнения, у которых левые части такие 
же, как в (41), но в одном из них правой частью будет функция ଵ݂ሺݔሻ, 
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а во втором — ଶ݂ሺݔሻ, т. е. необходимо рассмотреть следующие урав-
нения: 
ሺሻݕ  ଵܲݕሺିଵሻ  ଶܲݕሺିଶሻ  ڮ ܲିଵሺݔሻݕᇱ  ܲ ൌ ଵ݂ሺݔሻ.  (42) 
ሺሻݕ  ଵܲݕሺିଵሻ  ଶܲݕሺିଶሻ  ڮ ܲିଵሺݔሻݕᇱ  ܲ ൌ ଶ݂ሺݔሻ. (43) 
Если функции ଵܻ и ଶܻ — соответственно частные решения уравне-

ний (42) и (43), то их сумма ଵܻ  ଶܻ будет частным решением (41) (это 
свойство называется положением решений и распространяется на 
случай, когда правая часть — сумма n решений). 

4. Если известно общее решение однородного линейного уравне-
ния, соответствующего заданному неоднородному, то его частное 
решение Y можно найти с помощью квадратур методом, который ука-
зал Лагранж. Этот метод называется методом вариации (изменения) 
произвольных постоянных. 

Получив общее решение соответствующего однородного уравне-
ния ݕ. ൌ ܿଵݕଵ  ܿଶݕଶ  …  ܿݕ, поступают так: полагают, что в 
этом решении величины ܥ являются не постоянными, а функциями 
независимой переменной х. Записывают это так: 

ݕ  ൌ ܿଵሺݔሻݕଵ  ܿଶሺݔሻݕଶ  …  ܿሺݔሻݕ. 
Для определения функций ܥ, ሺ݅ ൌ 1, ݊തതതതതሻ составляется система урав-

нений: 
ଵݕሻݔଵᇱሺܥ  ଶݕሻݔଶᇱሺܥ  ڮ ᇱܥ ሺݔሻݕ ൌ 0                      
ଵᇱݕሻݔଵᇱሺܥ  ଶᇱݕሻݔଶᇱሺܥ  ڮ ᇱܥ ሺݔሻݕᇱ ൌ 0                      

… … … … … … ……………………………… 
ଵݕሻݔଵᇱሺܥ

ሺିଶሻ  ଶݕሻݔଶᇱሺܥ
ሺିଶሻ  ڮ ᇱܥ ሺݔሻݕ

ሺିଶሻ ൌ 0
ଵݕሻݔଵᇱሺܥ

ሺିଵሻ  ଶݕሻݔଶᇱሺܥ
ሺିଵሻ  ڮ ᇱܥ ሺݔሻݕ

ሺିଵሻ ൌ 0ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

.  (44) 

Рассмотрим подробно этот метод для линейных дифференциаль-
ных неоднородных уравнений второго порядка:  
ᇱݕ  ଵܲሺݔሻݕᇱ  ଶܲሺݔሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ.  (45) 
Получив общее решение ݕ ൌ ܿଵݕଵ  ܿଶݕଶ  (46)  

однородного уравнения, поступают следующим образом: полагают, 
что в этом решении величины ܿଵሺݔሻ и ܿଶሺݔሻ являются не постоян-
ными, а функциями независимой переменной х и записывают  
ݕ ൌ ܿଵሺݔሻݕଵ  ܿଶሺݔሻݕଶ. 

Для определения функций ܿଵሺݔሻ и ܿଶሺݔሻ составляется система (44). 
ଵݕሻݔଵᇱሺܥ  ଶݕሻݔଶᇱሺܥ ൌ 0     
ଵᇱݕሻݔଵᇱሺܥ  ଶᇱݕሻݔଶᇱሺܥ ൌ ݂ሺݔሻൠ.  (47) 
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Определитель этой системы — определитель Вронского. Так как 
(46) есть общее решение (45), то функции ݕଵ и ݕଶ линейно независи-
мы и их определитель не равен 0. Поэтому система (47) имеет всегда 
решение и притом единственное. Решая эту систему уравнений отно-
сительно ܥଵᇱሺݔሻ и ܥଶᇱሺݔሻ, получим: 

ሻݔଵᇱሺܥ ൌ
ฬ
 ௬మ

ሺ௫ሻ ௬మᇲ
ฬ

ௐ
ሻݔଵᇱሺܥ ൌ

ି௬మሺ௫ሻ
ௐ

ሻݔଶᇱሺܥ ൌ
ฬ
௬భ 
௬భᇲ ሺ௫ሻฬ

ௐ
ሻݔଶᇱሺܥ ൌ

௬భሺ௫ሻ
ௐ ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ
,       (48) 

где определитель Вронского ܹ ൌ ቚ
ଵݕ ଶݕ
ଵᇱݕ ଶᇱݕ

ቚ. 
Из (48) интегрированием находим:  
ሻݔଵሺܥ ൌ െ ௬మሺ௫ሻ

ௐ
ݔ݀  ,ଵܥ ሻݔଶሺܥ ൌ  ௬భሺ௫ሻ

ௐ
ݔ݀   ଶ .  (49)ܥ

Подставляя (49) в (46) получим: ݕ ൌ ቀെ ௬మሺ௫ሻ
ௐ

ݔ݀  ଵቁܥ ଵݕ 

ቀ ௬భሺ௫ሻ
ௐ

ݔ݀  ଶቁܥ  .ଶݕ

Раскрывая скобки, найдем ݕ ൌ ܿଵݕଵ  ܿଶݕଶ  ଶݕ 
௬భሺ௫ሻ
ௐ

ݔ݀ െ

െݕଵ 
௬మሺ௫ሻ
ௐ

 .ݔ݀
Сравнивая с (40), замечаем, что первые два слагаемых ܿଵݕଵ  ܿଶݕଶ в 

правой части — общее решение однородного уравнения, соответст-
вующего (45), а последние два слагаемых — частное решение неод-
нородного уравнения (45). 

Обозначая эти два слагаемых через Y, получаем формулу частного 
решения линейного неоднородного уравнения второго порядка: 
ܻ ൌ ଶݕ 

௬భሺ௫ሻ
ௐ

ݔ݀ െ ଵݕ 
௬మሺ௫ሻ
ௐ

 В более компактной форме частное .ݔ݀
решение линейного неоднородного уравнения второго порядка может 
быть записано так: 

ܻ ൌ ቤ
௬భሺ௫ሻ
ௐ

ݔ݀  ௬మሺ௫ሻ
ௐ

ݔ݀
ଵݕ ଶݕ

ቤ. (50) 

Все величины, входящие в эту формулу, известны. 
Замечание 9. Следует иметь в виду, что система (47) так же, как и 

формула (50), имеет место тогда, когда коэффициент при старшей 
производной равен единице. Функция ݂ሺݔሻ есть правая часть уравне-
ния при этом предположении. 
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Метод вариации произвольных постоянных — универсальный. 
Он позволяет при помощи квадратур определить частное решение 
линейного неоднородного дифференциального уравнения (34), если 
известно общее решение соответствующего ему однородного уравне-
ния. 
Пример 16. Проинтегрировать уравнение ݕᇱᇱ  ݕ ൌ  .ݔଶ݃ݐ
Корни характеристического уравнения ݇ଶ  1 ൌ 0 — комплексные 

сопряженные ݇ଵ,ଶ ൌ േ݅, следовательно, общее решение однородного 
уравнения есть ݕ. ൌ ܿଵ cos ݔ  ܿଶ sin  .ݔ

Общее решение неоднородного уравнения ищем в виде:  
н.ݕ ൌ ܿଵሺݔሻ cos ݔ  ܿଶሺݔሻ sin  т. к. для данного примера ,ݔ
ଵݕ ൌ cos ݔ , ଶݕ ൌ sin ݔ , ଵᇱݕ ൌ െ sin ݔ , ଶᇱݕ ൌ cos  составляем систему ,ݔ
ሻݔଵᇱሺܥ cos ݔ  ሻݔଶᇱሺܥ sin ݔ ൌ 0   

െܥଵᇱሺݔሻ sin ݔ  ሻݔଶᇱሺܥ cos ݔ ൌ  .ൠݔଶ݃ݐ

Из этой системы найдем функции ܥଵᇱሺݔሻ и ܥଶᇱሺݔሻ. 

ሻݔଵᇱሺܥ  ൌ
ฬ  ୱ୧୬௫
௧మ௫ ୡ୭ୱ ௫ฬ

ቚ ୡ୭ୱ௫ ୱ୧୬௫
ିୱ୧୬௫ ୡ୭ୱ ௫ቚ

ൌ െ ௦య௫
௦మ௫

; 

ሻݔଶᇱሺܥ   ൌ
ฬ
ୡ୭ୱ ௫ 
ିୱ୧୬௫ ௧మ௫ฬ

ቚ ୡ୭ୱ௫ ୱ୧୬௫
ିୱ୧୬௫ ୡ୭ୱ௫ቚ

ൌ ௦మ௫
ୡ୭ୱ௫

;  

ሻݔଵሺܥ  ൌ െ ௦య௫
௦మ௫

ݔ݀ ൌ െ ୱ୧୬௫൫ଵି௦మ௫൯
௦మ௫

ݔ݀ ൌ    

ൌ െ ଵ
ୡ୭ୱ௫

െ cos ݔ    ;ଵܥ

ሻݔଶሺܥ ൌ  ௦మ௫
ୡ୭ୱ௫

ݔ݀ ൌ  ଵି௦మ௫
ୡ୭ୱ௫

ݔ݀ ൌ ln ݃ݐ ቀ௫
ଶ
 గ

ସ
ቁ െ sin ݔ    .ଶܥ

 

Подставив найденные значения ܥଵሺݔሻ и ܥଶሺݔሻ, получим общее ре-
шение данного дифференциального уравнения: 
ݕ ൌ ቀെ ଵ

ୡ୭ୱ௫
െ cos ݔ  ଵቁܥ cos ݔ  ቂെ sin ݔ  ln ݃ݐ ቀ௫

ଶ
 గ

ସ
ቁ  ଶቃܥ sin ݔ ;  

ݕ ൌ െ1 െ ݔଶݏܿ  ଵܥ cos ݔ െ ݔଶ݊݅ݏ  sin ݔ ln ݃ݐ ቀ
ݔ
2 

ߨ
4ቁ  ଶܥ sin ݔ ൌ 

ൌ െ2  ଵܥ cos ݔ  ଶܥ sin ݔ  sin ݔ ln ݃ݐ ቀ௫
ଶ
 గ

ସ
ቁ.  
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§ 12. åÖíéÑ çÖéèêÖÑÖãÖççõï äéùîîàñàÖçíéÇ 

Ñãü éèêÖÑÖãÖçàü óÄëíçéÉé êÖòÖçàü  
çÖéÑçéêéÑçéÉé ãàçÖâçéÉé ìêÄÇçÖçàü  

ë èéëíéüççõåà äéùîîàñàÖçíÄåà 

Пусть в уравнении ݕሺሻ  ଵܲሺݔሻݕሺିଵሻ  ڮ ܲሺݕሻ ൌ ݂ሺݔሻ коэффи-
циентами являются не функции, а вещественные числа, а его правая 
часть ݂ሺݔሻ имеет вид: ݂ሺݔሻ ൌ ሻݔ௫ሾܲሺן݁ cos ݔߚ  ܳሺݔሻ sin  ሿ,  (51)ݔߚ
где ܲሺݔሻ и ܳሺݔሻ — многочлены, которые могут быть одной и той же 
степени и разных степеней. Если они разной степени, то пусть n — их 
наивысшая степень (при ݊ ൌ 0 эти многочлены попросту постоянные 
величины). Величины ן и ߚ — вещественные числа. 

В рассматриваемом случае метод вариации произвольных постоян-
ных для определения частного решения неоднородного уравнения, 
конечно, также применим. Однако здесь можно отыскать частное ре-
шение более простым способом, пользуясь которым не понадобится 
вычислять интегралы. Интегрирование уравнения можно провести с 
помощью только алгебраических операций методом, который называ-
ется методом неопределенных коэффициентов. 

Если правая часть имеет вид (51), то следует рассмотреть два слу-
чая. 

1) Число ן ݅ߚ не является корнем характеристического уравнения 
соответствующего однородного уравнения. В этом случае частное 
решение неоднородного уравнения: 

ଵܻ ൌ ሻݔሺ௫ሾן݁ cos ݔߚ  ሻݔሺݍ sin  ሿ,  (52)ݔߚ
-ሻ — многочлены одной и той же степени, равной наивысݔሺݍ ሻ иݔሺ
шей степени многочленов ܲሺݔሻ и ܳሺݔሻ. Коэффициенты многочленов 
-ሻ — числа, подлежащие определению в (52), только эти коݔሺݍ ሻ иݔሺ
эффициенты и подлежат определению, числа же ן и ߚ те же, что и в 
(51). 

2) Если число ן ݅ߚ является корнем кратности ݎ ሺݎ  1ሻ характе-
ристического уравнения, то частное решение неоднородного уравне-
ния ищется в виде ଶܻ ൌ ሻݔሺ௫ሾן݁ݔ cos ݔߚ  ሻݔሺݍ sin  .ሿݔߚ

Здесь многочлены ሺݔሻ и ݍሺݔሻ, степень которых равна наивысшей 
степени многочленов ܲሺݔሻ и ܳሺݔሻ, подлежат определению; показа-
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тель степени ݎ равен кратности корня ן ݅ߚ характеристического 
уравнения. Таким образом, и в этом случае определению подлежат 
только коэффициенты многочленов ሺݔሻ и ݍሺݔሻ, все же остальные 
числа ן, ,ߚ  .известны — ݎ

Неопределенные коэффициенты многочленов ሺݔሻ и ݍሺݔሻ как в 
том, так и в другом случае находятся так:  
в заданное уравнение подставляется Y и сравниваются коэффициен-
ты при одинаковых степенях независимой переменной в левой и пра-
вой частях уравнения. 
Замечание 10. Рассматриваемый вид неоднородного линейного 

уравнения (коэффициенты постоянные, а правая часть имеет вид (51)) 
встречается очень часто, а механика их интегрирования исключи-
тельно проста. 
Пример 17. Найти общее решение уравнения ݕᇱᇱ െ ݕ ൌ ݁ି௫. 
Найдем сперва решение однородного уравнения: ݕᇱᇱ െ ݕ ൌ 0. 
݇ଶ െ 1 ൌ 0, ݇ଵ ൌ െ1, ݇ଶ ൌ 1  ൌ ןൌ െ1, ߚ ൌ 0, ן ݅ߚ ൌ െ1, ݎ ൌ 1  
.ݕ ൌ ଵ݁௫ܥ   .ଶ݁ି௫. Теперь отыщем частное решениеܥ
ଶݕ ൌ ,ݔ௫ି݁ܣ ଶᇱݕ  ൌ െି݁ܣ௫ݔ  ,௫ି݁ܣ ଶᇱᇱݕ  ൌ ݔ௫ି݁ܣ െ ௫ି݁ܣ െ   .௫ି݁ܣ
ݔ௫ି݁ܣ െ ௫ି݁ܣ െ ௫ି݁ܣ െ ݔ௫ି݁ܣ ൌ ݁௫  ൌ  െ2ܣ ൌ 1  ൌ ܣ  ൌ െ ଵ

ଶ
  

н.ݕ ൌ ଵ݁௫ܥ  ଶ݁ି௫ܥ െ
ଵ
ଶ
݁ି௫ ݔ. 

§ 13. ìêÄÇçÖçàÖ ùâãÖêÄ. ëàëíÖåõ ãàçÖâçõï 

ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõï ìêÄÇçÖçàâ ë èéëíéüççõåà 

äéùîîàñàÖçíÄåà (éëçéÇçõÖ èéçüíàü) 

Уравнение Эйлера является линейным дифференциальным уравне-
нием, которое имеет вид: 
ሺܽݔ  ܾሻሺݕሻሺሻ  ܽଵሺܽݔ  ܾሻିଵሺݕሻሺିଵሻ 

ܽଶሺܽݔ  ܾሻିଶሺݕሻሺିଶሻ  ڮ ܽିଵሺܽݔ  ܾሻݕᇱ  ܽݕ ൌ ݂ሺݔሻ,  (53)  
где все ܽ ሺ݅ ൌ 1,2, … ሻ, а также ܽ и ܾ — вещественные числа, а правая 
часть ݂ሺݔሻ — функция независимой переменной х, и по этой пере-
менной вычислены все производные в (53). 

В частном случае, когда ܽ ൌ 1, ܾ ൌ 0 уравнение (53) принимает 
вид: 
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ሺሻݕݔ  ܽଵݔିଵݕሺିଵሻ  ܽଶݔିଶݕሺିଶሻ    ڮ
ܽିଵݕݔᇱ  ܽݕ ൌ ݂ሺݔሻ.  (54) 
Уравнение Эйлера (53) и (54) представляют собой частный случай 

линейных дифференциальных уравнений с переменными коэффици-
ентами. 

В приложениях математики уравнение Эйлера встречается часто. 
Если ввести замену независимой переменной по формуле 
ݔܽ  ܾ ൌ ݁௧ ሺݐ ൌ ln ݔܽ|  ܾ|ሻ  (55)  

в случае, если уравнение имеет вид (53), или 
ݔ ൌ ݁௧ ሺݐ ൌ ln|ݔ|ሻ,  (56) 

если уравнение имеет вид (54), то уравнение Эйлера приводится к ли-
нейному уравнению с постоянными коэффициентами. 

Из (55) следует

ᇱݕ ൌ ܽ݁ି௧ ௗ௬
ௗ௧

ᇱᇱݕ ൌ ܽଶ݁ିଶ௧ ቀௗ
మ௬
ௗ௧మ

െ ௗ௬
ௗ௧
ቁ

ᇱᇱᇱݕ ൌ ܽଷ݁ିଷ௧ ቀௗ
య௬
ௗ௧య

െ 3 ௗమ௬
ௗ௧మ

 2 ௗ௬
ௗ௧
ቁ

…………………………………………ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

.    (57) 

Делая в (52) замену переменных по формулам (42), это уравнение 
преобразуем в линейное дифференциальное уравнение с постоянны-
ми коэффициентами, которое умеем интегрировать. 
Пример 18. Найти общее решение уравнения ݔଶݕᇱᇱ  ᇱݕݔ5  ݕ3 ൌ 0. 
Решение. Это уравнение Эйлера, т. е. вида (54). Произведем заме-

ну переменной ݔ ൌ ݁௧ по формуле (56) на основании (57) при ܽ ൌ 1 и 
получим ݕᇱ ൌ ݁ି௧ ௗ௬

ௗ௧
, ᇱᇱݕ ൌ ݁ିଶ௧ ቀௗ

మ௬
ௗ௧మ

െ ௗ௬
ௗ௧
ቁ.  (57 ' ) 

Подставляя эти значения производных в заданное уравнение и за-
мечая, что на основании (56) ݔଶ ൌ ݁ଶ௧, получаем ݁ଶ௧ ݁ିଶ௧ ቀௗ

మ௬
ௗ௧మ

െ ௗ௬
ௗ௧
ቁᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

௬ᇱᇱ



5݁௧ ݁ି௧ ௗ௬
ௗ௧ᇣᇤᇥ

௬ᇱ

 ݕ3 ൌ 0. Отсюда следует, что ௗ
మ௬
ௗ௧మ

െ ௗ௬
ௗ௧
 5 ௗ௬

ௗ௧
 ݕ3 ൌ 0. 

Делая приведение подобных членов, имеем: ௗ
మ௬
ௗ௧మ

 4 ௗ௬
ௗ௧
 ݕ3 ൌ 0. 

Далее, применяя формулы (57 ' ), получим уравнение: 
 ௗ
మ௬
ௗ௧మ

 3 ௗ௬
ௗ௧
 ݕ12 ൌ   (58)  ,ݐ
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которое является линейным неоднородным уравнением с постоянны-
ми коэффициентами. Поступаем так: отбрасываем правую часть и 

ищем общее решение уравнения ௗ
మ௬
ௗ௧మ

 3 ௗ௬
ௗ௧
 ݕ12 ൌ -Его характери .ݐ

стическое уравнение ݇ଷ  3݇  12 ൌ 0 имеет корни ݇ଵ,ଶ ൌ െ ଷ
ଶ
േ √ଷଽ

ଶ
݅. 

Частные решения уравнения:  

ଵݕ ൌ ݁ିଷ/ଶ௧ cos √ଷଽ
ଶ
ݐ , ଶݕ   ൌ ݁ିଷ/ଶ௧ sin √ଷଽ

ଶ
  ,ݐ

а его общее решение будет таковым: 

.ݕ ൌ ଵ݁ିଷ/ଶ௧ܥ cos
√ଷଽ
ଶ
ݐ  ଶ݁ିଷ/ଶ௧ܥ sin

√ଷଽ
ଶ
  .ݐ

Теперь отыщем частное решение уравнения (58). Сравнивая его с 
(51) ݂ሺݔሻ ൌ ሻݔ௫ሾܲሺן݁ cos ݔߚ  ܳሺݔሻ sin ൌן ሿ, отмечаем, чтоݔߚ 0, ߚ ൌ 0. 
Число ן ݅ߚ не является корнем характеристического уравнения 
(среди его корней числа нуль нет). Частное решение ищем в виде: 
ଶܻ ൌ ݐܣ   ܤ
12
3
1
อ

ଶܻ ൌ ݐܣ  ܤ
ଶܻ
ᇱ  ൌ ܣ 
ଶܻ
ᇱᇱ  ൌ  0

  

ݐ ൌ ݐܣ12  ܤ12   Сравнивая коэффициенты при одинаковых .ܣ3
степенях буквы ݐ в левой и правой частях, получим 12ܣ ൌ 1, 
ܣ  ൌ ଵ

ଵଶ
, ܤ12  ܣ3 ൌ 0, ܤ ൌ െ ଵ

ସ଼
 ൌ   ଶܻ ൌ

ଵ
ଵଶ
ݐ െ 48.  

Итак, ݕ.н ൌ ଵ݁ିଷ/ଶ௧ܥ cos
√ଷଽ
ଶ
ݐ  ଶ݁ିଷ/ଶ௧ܥ sin

√ଷଽ
ଶ
ݐ  ଵ

ଵଶ
ݐ െ 48. Теперь 

следует возвратиться к старой переменной х ሺݐ ൌ ln  ሻ. Окончательноݔ
получим: 

ݕ ൌ ଷ/ଶିݔ ቂܥଵ cos ቀ
√ଷଽ
ଶ
ln ቁݔ ܥଶ sin ቀ

√ଷଽ
ଶ
ln ቁቃݔ  ଵ

ଵଶ
ln ݔ െ ଵ

ସ଼
. 

Пример 19. Найти общее решение уравнения ݔଶݕᇱᇱ  ᇱݕݔ4  ݕ12 ൌ
ൌ ln  .ݔ

Предложенное уравнение — уравнение Эйлера. От уравнения, ре-
шенного ранее (см. пример 17), оно отличается наличием правой час-
ти, являющейся функцией той независимой переменной, по которой 
вычислены производные. 
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Как и раньше, это линейное уравнение с переменными коэффици-
ентами может быть преобразовано в линейное уравнение с постоян-
ными коэффициентами с помощью подстановки (57) ݔ ൌ ݁௧, 
ݐ ൌ ln  .|ݔ|

§ 14. ëàëíÖåõ ãàçÖâçõï ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõï 

ìêÄÇçÖçàâ èÖêÇéÉé èéêüÑäÄ ë èéëíéüççõåà  
äéùîîàñàÖçíÄåà 

Нормальной системой дифференциальных уравнений называется 

система уравнений вида: 

ௗ௫భ
ௗ௧

ൌ ଵ݂ሺݐ, ,ଵݔ ,ଶݔ … , ሻݔ
ௗ௫మ
ௗ௧

ൌ ଶ݂ሺݐ, ,ଵݔ ,ଶݔ … , ሻݔ
……………………………
ௗ௫
ௗ௧

ൌ ݂ሺݐ, ,ଵݔ ,ଶݔ … , ሻۙݔ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

.    (59) 

В этой системе уравнений неизвестными являются n функций 
,ଵݔ ,ଶݔ … ,  .ݐ — , а независимой переменнойݔ
Особенности нормальной системы дифференциальных уравне-

ний: 
1) Все входящие в систему уравнения являются уравнениями пер-

вого порядка. 
2) Все уравнения системы разрешены относительно производных 

искомых функций ௗ௫భ
ௗ௧
, ௗ௫మ
ௗ௧
, … , ௗ௫

ௗ௧
. Если нормальная система уравне-

ний (59) линейна, а коэффициенты при неизвестных функциях посто-
янны, то она имеет вид: 

ௗ௫భ
ௗ௧

ൌ ܽଵଵݔଵ  ܽଵଶݔଶ  ڮ ܽଵݔ  ߮ଵሺݐሻ
ௗ௫మ
ௗ௧

ൌ ܽଶଵݔଵ  ܽଶଶݔଶ  ڮ ܽଶݔ  ߮ଶሺݐሻ
……………………………………………

ௗ௫
ௗ௧

ൌ ܽଵݔଵ  ܽଶݔଶ  ڮ ܽݔ  ߮ሺݐሻۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

.   (60) 

Все искомые функции ݔଵ, ,ଶݔ … ,   входят в систему (60) в первойݔ
степени, а функции ߮ଵሺݐሻ, ߮ଶሺݐሻ, … , ߮ሺݐሻ — функции независимой 
переменной ݐ, по которой вычислены производные. 
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Если все эти функции равны нулю, то система (60) называется одно-
родной, а если хотя бы одна из них не равна нулю — неоднородной. 

Число произвольных постоянных, входящих в общее решение нор-
мальной системы уравнений, равно числу неизвестных функций, вхо-
дящих в систему. Произвольные постоянные определяются из на-
чальных или краевых условий. 

Способ интегрирования нормальных систем линейных уравнений с 
постоянными коэффициентами покажем на примере однородной сис-
темы из трех уравнений. 

Пример 20. Найти общее решение системы:  

ௗ௫
ௗ௧
ൌ ݔ3 െ ݕ  ݖ

ௗ௬
ௗ௧
ൌ െݔ  ݕ5 െ ݖ

ௗ௭
ௗ௧
ൌ ݔ െ ݕ  ݖ3 ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

. 

Решение. Неизвестными функциями являются ݔ, ,ݕ -а независи ,ݖ
мой переменной — ݐ. Приведем решение этой системы к решению 
одного уравнения, порядок которого равен числу уравнений, входя-
щих в систему. 

Для этого любое из уравнений системы продифференцируем по ݐ и 
заменим в полученном уравнении производные ௗ௫

ௗ௧
, ௗ௬
ௗ௧
 и ௗ௭

ௗ௧
 их выраже-

ниями из системы. Проделаем это, например, с первым уравнением, 
получим  ௗ

మ௫
ௗ௧మ

ൌ 3 ௗ௫
ௗ௧
െ ௗ௬

ௗ௧
 ௗ௭

ௗ௧
.  (А) 

Заменим в этом уравнении производные ௗ௫
ௗ௧
, ௗ௬
ௗ௧
, ௗ௭
ௗ௧

, стоящие  
в правой части, их выражениями из второго и третьего уравнений  
заданной системы и получим уравнение ௗమ௫

ௗ௧మ
ൌ 3 ሺ3ݔ െ ݕ  ሻᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥݖ

ೣ


െ

ሺെݔ  ݕ5 െ ሻᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥݖ



 ሺݔ െ ݕ  ሻᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥݖ3



, откуда после приведения подобных 

членов в правой части найдем ௗ
మ௫
ௗ௧మ

ൌ ݔ11 െ െ9ݕ    (B) .ݖ7

Это уравнение опять дифференцируем по ݐ и получим ௗయ௫
ௗ௧య

ൌ 

ൌ 11 ௗ௫
ௗ௧
െ 9 ௗ௬

ௗ௧
 7 ௗ௭

ௗ௧
. 
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Снова заменим в правой части производные ௗ௫
ௗ௧
, ௗ௬
ௗ௧
 и ௗ௭

ௗ௧
 их выражения-

ми из заданной системы и получим уравнение ௗ
య௫
ௗ௧య

ൌ 11ሺ3ݔ െ ݕ  ሻݖ െ
െ9ሺ3ݔ െ ݕ  ሻݖ  7ሺ3ݔ െ ݕ   ሻ, которое после приведения подобныхݖ

членов в правой части запишется так:  ௗ
య௫
ௗ௧య

ൌ ݔ49 െ ݕ63   (С)  .ݖ41
Рассмотрим систему уравнений, состоящую из первого уравнения 

заданной системы, т. е. уравнения, обе части которого мы дифферен-

цировали, и уравнений (B) и (С) 

ௗ௫
ௗ௧
ൌ ݔ3 െ ݕ  ݖ

ௗమ௫
ௗ௧మ

ൌ ݔ11 െ ݕ9  ݖ7
ௗయ௫
ௗ௧య

ൌ ݔ49 െ ݕ63  ۙ ݖ41
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ
.  (D) 

Чтобы прийти к уравнению, содержащему только одну неизвест-
ную функцию, из первых двух уравнений системы (D) определим 

функции ݕ и ݖ. Из этих уравнений следует 
ݕ െ ݖ ൌ ݔ3 െ ௗ௫

ௗ௧

ݕ9 െ ݖ7 ൌ ݔ11 െ ௗమ௫
ௗ௧మ

ቑ.  

Решая их относительно ݕ и ݖ, получим 

2

210 7
, 

2

dx d xx
dt dty

− + −
=  

2

216 9

2

dx d xx
dt dtz

− + −
= . (E)  

Подставляя эти значения ݕ и ݖ в третье уравнение системы (D), 
найдем 

ௗయ௫
ௗ௧య

ൌ ݔ49 െ 63
ିଵ௫ାೣି

మೣ
మ

ଶ
 41

ିଵ௫ାଽೣି
మೣ
మ

ଶ
.   

После упрощений в правой части получаем: 
3 2 2

3 2 236 11d x d x d xx
dt dt dt

= − + . (F) 
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Уравнение (F) — линейное однородное уравнение третьего поряд-
ка с постоянными коэффициентами. Перепишем его так:  
ௗయ௫
ௗ௧య

െ 11 ௗమ௫
ௗ௧మ

 36 ௗమ௫
ௗ௧మ

െ ݔ36 ൌ 0  (G)  
и найдем его общее решение по известным правилам. 

Составляем характеристическое уравнение: ݇ଷ െ 11݇ଶ  36݇ െ
െ36 ൌ 0. Его корнями являются ݇ଵ ൌ 2, ݇ଶ ൌ 3, ݇ଷ ൌ 6. Частными ре-
шениями уравнения (G) будут функции: ݔଵ ൌ ݁ଶ௧, ଶݔ ൌ ݁ଷ௧, ଷݔ ൌ ݁௧,  
а его общим решением ݔ ൌ ଵ݁ଶ௧ܥ  ଶ݁ଷ௧ܥ   .ଷ݁௧ܥ

Чтобы определить две остальные неизвестные функции ݕ и ݖ, вос-
пользуемся выражением (Е). После подстановки в (Е) выражений 

,ݔ ௗ௫
ௗ௧
 и ௗ

మ௫
ௗ௧మ

 получим ݕ ൌ ଶ݁ଷ௧ܥ െ ,ଷ݁ଷ௧ܥ2 ݖ ൌ െܥଵ݁ଶ௧  ଶ݁ଷ௧ܥ   .ଷ݁௧ܥ

§ 15. ëàëíÖåõ ãàçÖâçõï ÑàîîÖêÖçñàÄãúçõï 

ìêÄÇçÖçàâ ÇíéêéÉé èéêüÑäÄ ë èéëíéüççõåà  

äéùîîàñàÖçíÄåà 

С линейными системами дифференциальных уравнений второго 
порядка приходится встречаться часто в теоретической механике, со-
противлении материалов и в других приложениях математики. 

Система дифференциальных уравнений, разрешенных относитель-
но наивысших производных искомых функций, называется канониче-
ской. 

В случае трех неизвестных функций ݔ, ,ݕ -и независимой перемен ݖ
ной ݐ эта система уравнений записывается так:  

2

2

2

2

2

2

, , , , , , 

, , , , , , 

, , , , , , 

d x dx dy dzf t x y z
dt dt dtdt

d y dx dy dzt x y z
dt dt dtdt

d z dx dy dzt x y z
dt dt dtdt

ϕ

ψ

⎫⎛ ⎞= ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪⎪⎛ ⎞= ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪⎛ ⎞= ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎭

 . (61) 
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Общее решение этой системы содержит шесть произвольных по-
стоянных, для определения которых задается шесть начальных усло-
вий (в механике это начальное положение и скорость точки в некото-
рый момент времени ݐ ൌ  ). Для определения решения каноническойݐ
системы (61) применяется такой же прием, как и при решении рас-
смотренных выше нормальных систем: последовательным дифферен-
цированием одного уравнения системы (или нескольких ее уравнений) 
следует исключить все искомые функции, кроме одной. 

Сущность этого приема подробно разберем на примере. 
Пример 21. Найти общее решение системы уравнений:  
ௗమ௫
ௗ௧మ

ൌ െ2ݔ െ ݕ4
ௗమ௬
ௗ௧మ

ൌ ݔ െ ݕ7
ቑ. 

Решение. Продифференцируем первое уравнение два раза по ݐ и 
получим: 

ௗర௫
ௗ௧ర

ൌ െ2 ௗమ௫
ௗ௧మ

െ 4 ௗమ௬
ௗ௧మ

 . (62)  

Подставим в (62) вместо ௗ
మ௬
ௗ௧మ

 его выражение из второго уравнения 

системы. Тогда ௗ
ర௫
ௗ௧ర

ൌ െ2 ௗమ௫
ௗ௧మ

െ 4ሺݔ െ  ሻ, илиݕ7
ௗర௫
ௗ௧ర

ൌ െ2 ௗమ௫
ௗ௧మ

െ ݔ4   (63)  .ݕ28
Из первого уравнения системы определим ݕ и подставим его в 

уравнение (63) ݕ ൌ ଵ
ସ
ቀെ2ݔ െ ௗమ௫

ௗ௧మ
ቁ.  (64) 

C этим значением ݕ уравнение (63) перепишется так: ௗర௫
ௗ௧ర

ൌ 

ൌ െ2 ௗమ௫
ௗ௧మ

െ ݔ4  28  ଵ
ସ
ቀെ2ݔ െ ௗమ௫

ௗ௧మ
ቁ, раскрывая скобки, получим: 

ௗర௫
ௗ௧ర

 9 ௗమ௫
ௗ௧మ

 ݔ18 ൌ 0. Характеристическое уравнение ݇ସ  9݇ଶ 
18 ൌ 0 имеет корни ݇ଵ,ଶ ൌ േ√3݅, ݇ଷ,ସ ൌ േ√6݅.  

Функция ݔ ൌ ଵܥ cos√3ݐ  ଶܥ sin ݐ3√  ଷܥ cos√6ݐ  ସܥ sin  (65)  .ݐ6√
Теперь из (64) найдем у, из (65) находим ௗ

మ௫
ௗ௧మ

ൌ െ3ܥଵ cos√3ݐ െ

െ3ܥଶ sin ݐ3√ െ ଷܥ6 cos√6ݐ െ ସܥ6 sin Подставляя х и ௗ .ݐ6√
మ௫
ௗ௧మ

 в (64), 
окончательно получаем: 
ݕ ൌ ଵ

ସ
ଵܥ cos√3ݐ 

ଵ
ସ
ଶܥ sin ݐ3√  ଷܥ cos√6ݐ  ସܥ sin  .ݐ6√
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íàèéÇõÖ áÄÑÄóà à ÄãÉéêàíåõ àï êÖòÖçàü 

1. Постановка задачи. Доказать, что функция ݕ ൌ -ሻ удовлеݔሺݕ
творяет дифференциальному уравнению ܨሺݔ, ,ݕ ᇱሻݕ ൌ 0. 
Алгоритм решения. 
Для доказательства того, что функция ݕ ൌ  ሻ удовлетворяетݔሺݕ

уравнению ܨሺݔ, ,ݕ ᇱሻݕ ൌ 0, достаточно вычислить производную ݕᇱሺݔሻ, 
подставить ݕሺݔሻ и ݕᇱሺݔሻ в это уравнение и убедиться в том, что полу-
чается тождество, т. е. ܨሺݔ, ,ሻݔሺݕ ሻሻݔᇱሺݕ ؠ 0 для всех допустимых х. 
Пример 22. Доказать, что функция ݕ ൌ െ√ݔସ െ  ଶ удовлетворяетݔ

уравнению ݕݕݔᇱ െ ଶݕ ൌ  .ସݔ

Решение. Имеем ݕᇱ ൌ െ ௫ሺଶ௫మିଵሻ
ඥ௫రି௫మ

. Подставим ݕ и ݕᇱ в левую часть 

уравнения и проведем необходимые преобразования: 

ସݔ√൫െݔ െ ଶ൯ݔ ൬െ ௫ሺଶ௫మିଵሻ
ඥ௫రି௫మ

൰ െ ሺݔସ െ ଶሻݔ ൌ ଷݔሺ2ݔ െ ሻݔ െ ସݔ  ଶݔ ൌ  .ସݔ

Получаем тождество ݔସ ؠ  .ସݔ
Ответ: ݕ ൌ െ√ݔସ െ  .ଶ удовлетворяет заданному уравнениюݔ
Пример 23. Найти интегральные кривые дифференциального 

уравнения 
ݔ݀ݔ6 െ ݕ݀ݕ6 ൌ ݕ݀ݕଶݔ2 െ   .ݔଶ݀ݕݔ3
Решение.  
а) Перепишем исходное уравнение в виде:  
ሺ2ݔ3  ݔଶሻ݀ݕ ൌ ଶݔሺݕ2  3ሻ݀ݕ.  
Поскольку ݔଶ  3  0 и 2  ଶݕ  0, разделяем переменные, т. е. 

представляем в виде: ଷ௫
௫మାଷ

ݔ݀ ൌ ଶ௬
ଶା௬మ

 .ݕ݀

б) Вычислим интегралы в уравнении  ଷ௫
௫మାଷ

ݔ݀ ൌ  ଶ௬
ଶା௬మ

 .ݕ݀

Имеем  ଷ௫
௫మାଷ

ݔ݀ ൌ ଷ
ଶ
lnሺݔଶ  3ሻ   ,ଵܥ ଶ௬

ଶା௬మ
ݕ݀ ൌ lnሺ2  ଶሻݕ   .ଶܥ

Следовательно, ଷ
ଶ
lnሺݔଶ  3ሻ ൌ lnሺ2  ଶሻݕ  ܥ , гдеܥ ൌ ଶܥ െ  .ଵܥ

в) Упростив это равенство, получим ൫௫
మାଷ൯య

ሺଶା௬మሻ
ൌ  .ܥ
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Ответ: Интегральные кривые определяются уравнением ൫௫
మାଷ൯య

ሺଶା௬మሻ
ൌ  ܥ

при всевозможных значениях С. 
Пример 24. Найти интегральные кривые дифференциального 

уравнения 

ᇱݕ ൌ
ଶݔ  ݕݔ2 െ ଶݕ5

ଶݔ2 െ ݕݔ6 . 

Решение.  
а) Данное уравнение является однородным. Преобразуем его к ви-

ду: 

2

1 2 5
'

2 6

y y
x xy y

x

⎛ ⎞+ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−
 (мы разделили числитель и знаменатель пра-

вой части заданного уравнения на ݔଶ). 
б) Делаем подстановку ݕ ൌ  ሻ — новая неизвестнаяݔሺݖ ሻ, гдеݔሺݖݔ

функция. Тогда ݕᇱ ൌ ݖ    :Ԣ и уравнение приводится к видуݖݔ
ݔᇱݖ  ݖ ൌ ଵାଶ௭ିହ௭మ

ଶି௭
, т. е. к уравнению с разделяющимися переменными. 

В результате простых преобразований получаем ௗ௭
ௗ௫
ݔ ൌ ଵା௭మ

ଶି௭
. 

в) Разделяем переменные ሺ1  ଶݖ ് 0 и ݔ ് 0ሻ: ଶି௭
ଵା௭మ

ݖ݀ ൌ ௗ௫
௫
. 

г) Интегрируя, получаем: 2ܽݖ ݃ݐܿݎ െ 3 lnሺ1  ଶሻݖ ൌ ln|ݔ|   .ܥ
Заменяя ݖ на ݔ/ݕ, приходим к окончательному ответу. 
Ответ: Интегральные кривые определяются уравнением: 

 ݃ݐܿݎܽ 2
ݕ
ݔ െ ln

ሺݔଶ  ଶሻଷݕ

ହ|ݔ| ൌ  ܥ

при всех возможных значениях С. 
2. Постановка задачи. Решить задачу Коши для уравнения  
ᇱݕ  ݕሻݔሺ ൌ  ሻ   (66)ݔሺݍ

с начальным условием ݕሺݔሻ ൌ  .  (66')ݕ
Алгоритм решения.  
а) Запишем соответствующее однородное линейное уравнение: 

ᇱݕ  ݕሻݔሺ ൌ 0.  (67) 
Это уравнение c разделяющимися переменными. 
б) Разделяя переменные и интегрируя, получим общее решение од-

нородного уравнения (66) ݕ ൌ ܥ expሼെሺݔሻ݀ݔሽ.  (68) 
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в) Применяем метод вариации произвольной постоянной: 
1) ищем решение неоднородного уравнения (66) в виде (68), считая 

С неизвестной функцией х, т. е. полагая ܥ ൌ  ;ሻݔሺܥ
2) подставляем в уравнение (66) ݕ и ݕԢ, определяемые из соотно-

шения (68), где ܥ ൌ -ሻ. Из полученного дифференциального уравݔሺܥ
нения определяем функцию ܥሺݔሻ; 

г) Таким образом, общее решение неоднородного уравнения полу-
чаем в виде: ݕ ൌ ሻݔሺܥ expሼെሺݔሻ݀ݔሽ.  (68') 

Здесь ܥሺݔሻ содержит произвольную постоянную ܥ. 
д) Используя начальные условия (66 ' ), находим значение ܥ и по-

лучаем решение поставленной задачи Коши. Записываем ответ в виде 
ݕ ൌ ߮ሺݔሻ. 
Пример 25. Найти решение задачи Коши для уравнения  
ᇱݕ െ ଵ

௫
ݕ ൌ െ ଶ

௫మ
   (69) 

с начальным условием ݕሺ1ሻ ൌ 1. 
Решение.  
а) Записываем соответствующее однородное уравнение ݕᇱ െ ଵ

௫
ݕ ൌ 0. 

Это уравнение с разделяющимися переменными. 
б) Разделяя переменные и интегрируя, получаем общее решение 

однородного уравнения ݕ ൌ  .ݔܥ
в) Применяем метод вариации произвольной постоянной: 
1) ищем решение неоднородного уравнения (69) в виде: ݕ ൌ  ,ݔሻݔሺܥ

где ܥሺݔሻ — неизвестная функция х. 
2) подставляя в уравнение (69) ݕ ൌ ᇱݕ и ݔሻݔሺܥ ൌ ݔሻݔᇱሺܥ   ,ሻݔሺܥ

получаем дифференциальное уравнение относительно ܥሺݔሻ:  
ݔሻݔᇱሺܥ ൌ െ ଶ

௫మ
. Разделяя переменные ݀ܥ ൌ െ ଶ

௫య
-и интегрируя, по ݔ݀

лучаем ܥሺݔሻ ൌ ଵ
௫మ
  . — произвольная постояннаяܥ , гдеܥ

г) Таким образом, общее решение неоднородного уравнения (69) 
имеет вид: ݕ ൌ ቀ ଵ

௫మ
 ቁܥ  (70)  . ݔ

д) Используя начальное условие ݕሺ1ሻ ൌ 1, получаем ଵ
ଵమ
 ܥ ൌ 1, 

находим ܥ ൌ 0 и подставляем в общее решение (70). 
Ответ: ݕ ൌ  .ݔ/1
Пример 26. Найти решение задачи Коши ݕݔᇱ  ݕ ൌ  ଶ  (71)ݕݔ

с начальным условием ݕሺ1ሻ ൌ 1. 
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Решение. 
Преобразовав уравнение к виду: ݕᇱ  ଵ

௫
ݕ ൌ  ଶ, убеждаемся, что этоݕ

уравнение Бернулли с ןൌ 2. 

а) С помощью подстановки ݕ ൌ ݖ
భ

భషן ൌ -ଵ уравнение (71) привоିݖ
дится к линейному ݖᇱ െ ଵ

௫
ݖ ൌ െ1. (72) 

б) Решаем уравнение (72) методом вариации произвольной посто-
янной: 

1) решаем однородное уравнение ݖᇱ െ ଵ
௫
ݖ ൌ 0, получаем ݖ ൌ  ;ݔܥ

2) ищем решение неоднородного уравнения в виде ݖ ൌ  ;ݔሻݔሺܥ
3) подставляя в уравнение (72) ݖ ൌ ,ݔሻݔሺܥ ᇱݖ  ൌ ݔሻݔᇱሺܥ    ,ሻݔሺܥ

получаем уравнение с разделяющимися переменными ܥᇱሺݔሻݔ ൌ െ1. 
Разделяя переменные и интегрируя, получаем ܥሺݔሻ ൌ ܥ െ ln  .ݔ

Таким образом, общее решение уравнения (72) имеет вид:  
ݖ ൌ ܥሺݔ െ ln ݖ ሻ, или, после заменыݔ ൌ ݕ ,ଵିݕ ൌ ଵ

௫ሺబି୪୬ ௫ሻ
. 

в) Используя начальное условие ݕሺ1ሻ ൌ 1, имеем: ଵ
ଵሺబିሻ

ൌ 1.   

Откуда ܥ ൌ 1. 
Ответ: ݕ ൌ ଵ

௫ሺଵି୪୬ ௫ሻ
.  

Пример 27. Найти интегральные кривые дифференциального 
уравнения 
ݔ݀ ݔ  ݕ݀ ݕ  ௫ ௗ௬ି௬ ௗ௫

௫మା௬మ
ൌ 0.    (73) 

Решение. 
а) Преобразуем уравнение (73): ቀݔ െ ௬

௫మା௬మ
ቁ ݔ݀  ቀݕ  ௫

௫మା௬మ
ቁ ݕ݀ ൌ 0. 

В данном случае ܲሺݔ, ሻݕ ൌ ቀݔ െ ௬
௫మା௬మ

ቁ , ܳሺݔ, ሻݕ ൌ ቀݕ  ௫
௫మା௬మ

ቁ. 

Эти функции непрерывно дифференцируемы в области ݔଶ  ଶݕ  0. 
Кроме того, డ

డ௬
ቀݔ െ ௬

௫మା௬మ
ቁ ؠ డ

డ௫
ቀݕ  ௫

௫మା௬మ
ቁ ሺݔଶ  ଶݕ  0ሻ. Поэтому 

ܲሺݔ, ݔሻ݀ݕ  ܳሺݔ, ,ݔдифференциал некоторой функции ܷሺ — ݕሻ݀ݕ  ሻ вݕ
любой односвязной области ܦ, не содержащей точку ݔ ൌ 0, ݕ ൌ 0. 
Следовательно, уравнение (73) является уравнением в полных диффе-
ренциалах и может быть записано в виде: ܷ݀ሺݔ, ሻݕ ൌ 0 при ሺݔ,  .ܦሻ߳ݕ
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При этом డ
డ௫
ൌ ݔ െ ௬

௫మା௬మ
, డ
డ௬
ൌ ݕ  ௫

௫మା௬మ
. (74) 

б) Интегрируя первое равенство в (74) по х, получим, что при ݕ ് 0 
ܷ ൌ ݔቀ െ ௬

௫మା௬మ
ቁ ݔ݀ ൌ ௫మ

ଶ
െ  ݃ݐܿݎܽ ௫

௬
 ߮ሺݕሻ, где ߮ሺݕሻ — неизвестная 

функция, которую еще предстоит найти. 
в) Дифференцируя ܷ по у, имеем డ

డ௬
ൌ ௫

௫మା௬మ
 ߮ᇱሺݕሻ. Используя 

второе равенство в (74), получим ௫
௫మା௬మ

 ߮ᇱሺݕሻ ൌ ݕ  ௫
௫మା௬మ

. После 
преобразования имеем ߮ᇱሺݕሻ ൌ  .ݕ

г) Отсюда ߮ሺݕሻ ൌ ௬మ

ଶ
 ,ݔи, следовательно ܷሺ ,ܥ ሻݕ ൌ ௫మା௬మ

ଶ
െ

െܽ݃ݐܿݎ  ௫
௬
 ,ܥ ݕ  0 или ݕ ൏ 0. 

Ответ: интегральные кривые в области ݕ  0 или в области ݕ ൏ 0 
определяются уравнением ௫మା௬మ

ଶ
െ  ݃ݐܿݎܽ ௫

௬
ൌ  при всевозможных ܥ

значениях С. 
Пример 28. Найти общее решение дифференциального уравнения 
ሺ1  ᇱᇱݕଶሻݔ  ᇱݕݔ2 ൌ   .ଷݔ12
Решение.  
а) Поскольку дифференциальное уравнение не содержит у, то пола-

гая ݕᇱ ൌ ᇱᇱݕ ሻ, имеемݔሺ ൌ -ሻ. Получаем дифференциальное уравݔᇱሺ
нение первого порядка ሺ1  ᇱଶሻݔ  ݔ2 ൌ  .ଷݔ12

б) Уравнение ᇱ  ଶ௫
ଵା௫మ

 ൌ ଵଶ௫య

ଵା௫మ
 линейное относительно  и Ԣ. Ре-

шая его, например, методом вариации произвольной постоянной, на-
ходим  ൌ ଷ௫రା

ଵା௫మ
. 

в) Так как  ൌ ᇱݕ ሻ, имеемݔᇱሺݕ ൌ ଷ௫రା
ଵା௫మ

. Интегрируя, получим об-
щее решение ݕ ൌ ሺܥ  3ሻܽݔ ݃ݐܿݎ  ଷݔ െ ݔ3   .ଶܥ
Ответ: ݕ ൌ ݔ ݃ݐܿݎଵܽܥ  ଷݔ െ ݔ3   .ଶܥ
Пример 29. Найти решение задачи Коши для дифференциального 

уравнения ݕᇱᇱݕଷ  1 ൌ 0 с начальными условиями 
ሺ1ሻݕ ൌ െ1, ᇱሺ1ሻݕ ൌ െ1. 
Решение. 
а) Поскольку дифференциальное уравнение не содержит явно неза-

висимой переменной х, полагаем ݕᇱ ൌ -ሻ — новая неизݕሺ ሻ, гдеݕሺ
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вестная функция. Тогда по формуле для производной сложной функ-
ции имеем: 
ᇱᇱݕ ൌ ௗ

ௗ௫
ᇱݕ ൌ ௗ

ௗ௫
ሻݕሺ ൌ ௗ

ௗ௬
  · ௗ௬
ௗ௫
ൌ  ௗ

ௗ௬
. Получим уравнение первого 

порядка относительно ሺݕሻ ௗ
ௗ௬
ଷݕ ൌ െ1. 

б) Разделяя переменные и интегрируя, находим ଶ ൌ ଵ
௬మ
  .ଵ, т. еܥ

ᇱݕ ൌ െට ଵ
௬మ
 ᇱሺ1ሻݕ ଵ (минус мы выбрали из начального условияܥ ൌ 

ൌ െ1 ൏ 0). 
в) Из начальных условий (обоих) имеем ݕᇱ ൌ െ1 при ݕ ൌ െ1.  

Отсюда, ܥଵ ൌ 0. Учитывая, что в силу первого начального условия 
ݕ ൏ 0 и, следовательно, |ݕ| ൌ െݕ, получаем ݕᇱ ൌ ଵ

௬
. 

г) Разделяя переменные и интегрируя, находим ݔ ൌ ௬మ

ଶ
  .ଶܥ

д) Из начального условия ݕሺ1ሻ ൌ െ1 получим ܥଶ ൌ 1/2. Следова-
тельно, ݕ ൌ െ√2ݔ െ 1 (минус мы выбрали из начального условия 
ሺ1ሻݕ ൌ െ1 ൏ 0). 
Ответ: ݕ ൌ െ√2ݔ െ 1. 
3. Постановка задачи. Найти общее решение линейного диффе-

ренциального уравнения второго порядка с постоянными коэффици-
ентами 

ᇱᇱݕ  ᇱݕ  ݕݍ ൌ ௫ሾן݁ ܲሺݔሻ cos ݔܾ  ܳሺݔሻ sin  ,ሿݔܾ
где ܲሺݔሻ — многочлен степени ݊, ܳሺݔሻ — многочлен степени ݉ и 
, ,ݍ ܽ, ܾ — действительные числа. 
Алгоритм решения. 
Общее решение неоднородного линейного уравнения n-го порядка 

имеет следующую структуру: 
.о.нݕ ൌ .о.оݕ  .ч.нݕ ൌ ଵݕଵܥ  ଶݕଶܥ  ڮ ݕܥ   ч.н.,   (75)ݕ

где ݕଵ, ,ଶݕ … ,  о.о. — общееݕ  — фундаментальная система решений иݕ
решение соответствующего однородного уравнения, ݕч.н. — какое-
нибудь частное решение неоднородного уравнения. 

а) Записываем соответствующее однородное уравнение  
ᇱᇱݕ  ᇱݕ  ݕݍ ൌ 0  (76) 

и ищем его решение в виде ݕ ൌ ݁ఒ௫, где ߣ — неизвестное число. 
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Подставляя ݕ ൌ ݁ఒ௫, ᇱݕ ൌ ᇱᇱݕ ఒ௫ и݁ߣ ൌ -ଶ݁ఒ௫ в уравнение (76) и соߣ
кращая ݁ఒ௫, получаем так называемое характеристическое уравнение 
ଶߣ  ߣ  ݍ ൌ 0 . (77) 

б) Решаем характеристическое уравнение. Обозначим корни харак-
теристического уравнения ߣଵ и ߣଶ. Тогда фундаментальная система 
решений и общее решение уравнения (76) записываются в одном из 
следующих трех видов: 

1) если ߣଵ и ߣଶ вещественны и ߣଵ ് -ଶ, то фундаментальная систеߣ
ма решений — это ݕଵ ൌ ݁ఒభ௫, ଶݕ  ൌ ݁ఒమ௫ и общее решение имеет вид: 
.о.оݕ     ൌ ଵ݁ఒభ௫ܥ   ;ଶ݁ఒమ௫ܥ

2) если ߣଵ и ߣଶ вещественны и ߣଵ ൌ -ଶ, то фундаментальная систеߣ
ма решений — это  ݕଵ ൌ ݁ఒభ௫, ଶݕ  ൌ ݁ఒభ௫ и общее решение имеет вид: 
.о.оݕ     ൌ ଵ݁ఒభ௫ܥ   ;ଶ݁ఒభ௫ܥ

3) если ߣଵ и ߣଶ комплексные, т. е. ߣଵ,ଶ ൌן േ݅ߚ, то фундаментальная 
система решений — это ݕଵ ൌ ௫ן݁ cos ݔߚ , ଶݕ  ൌ ௫ן݁ sin -и общее ре ݔߚ
шение имеет вид: 
.о.оݕ     ൌ ଵܥ௫ሺן݁ cos ݔߚ  ଶܥ sin  .ሻݔߚ

в) Ищем какое-либо частное решение неоднородного уравнения. 
Поскольку правая часть уравнения имеет вид: 
௫ሾן݁ ܲሺݔሻ cos ݔܾ  ܳሺݔሻ sin  ሿ,   (78)ݔܾ

можно применить метод подбора частных решений:  
если ܽ േ ܾ݅ не является корнем характеристического уравнения 

(76), то ݕч.н. ൌ ௫ൣן݁ ܲ෪ሺݔሻ cos ݔܾ  ܳ෪ሺݔሻ sin  — ሻݔሻ и ܳ෪ሺݔ൧, где ܲ෪ሺݔܾ
многочлены степени ݇ ൌ -ሼ݊,݉ሽ с неопределенными коэффициенݔܽ݉
тами; 

если ܽ േ ܾ݅ есть корень характеристического уравнения (76) крат-
ности ݏ, то ݕч.н. ൌ ௫ൣן௦݁ݔ ܲ෪ሺݔሻ cos ݔܾ  ܳ෪ሺݔሻ sin  ሻ иݔ൧, где ܲ෪ሺݔܾ
ܳ෪ሺݔሻ — многочлены степени ݇ ൌ   ሼ݊,݉ሽ с неопределеннымиݔܽ݉
коэффициентами. 

г) Находим неопределенные коэффициенты, подставляя ݕч.н. в ис-
ходное уравнение. Записываем ответ по формуле (75). 
Пример 30. Найти общее решение линейного дифференциального 

уравнения ݕᇱᇱ  ݕ ൌ ݔ sin  (79) .ݔ
Решение. 
а) Записываем соответствующее однородное уравнение 
ᇱᇱݕ  ݕ ൌ 0  (80) 
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и ищем его решение в виде ݕ ൌ ݁ఒ௫, где ߣ — неизвестное число. Под-
ставляя ݕ ൌ ݁ఒ௫, ᇱݕ ൌ ᇱᇱݕ ఒ௫ и݁ߣ ൌ  ଶ݁ఒ௫ в уравнение (80) и сокращаяߣ
݁ఒ௫, получаем так называемое характеристическое уравнение 
ଶߣ   1 ൌ 0. 

б) Характеристическое уравнение имеет два комплексно сопря-
женных корня ߣଵ,ଶ ൌ േ݅. Имеем фундаментальную систему решений 
ଵݕ ൌ cos ݔ , ଶݕ ൌ sin  и общее решение однородного уравнения (80) ݔ
.о.оݕ ൌ ଵܥ cos ݔ  ଶܥ sin  .ݔ

в) Ищем какое-либо частное решение неоднородного уравнения 
(79). В нашем случае правая часть неоднородного уравнения имеет 
вид (79) с ܽ ൌ 0, ܾ ൌ 1, ݊ ൌ 0,݉ ൌ 1. Так как характеристическое 
уравнение имеет комплексные корни ܽ േ ܾ݅ ൌ േ݅ кратности ݏ ൌ 1 и 
ሼ݊,݉ሽݔܽ݉ ൌ 1, то частное решение ищем в виде: ݕч.н. ൌ ݔଵܣሾሺݔ 
ܣଶሻ cos ݔ  ሺܤଵݔ  ଶሻܤ sin ,ଵܣ ሿ, гдеݔ ,ଶܣ ,ଵܤ  ଶ — неизвестные числаܤ
(неопределенные коэффициенты). 

г) Находим неопределенные коэффициенты, дифференцируя ݕч.н. 
два раза и подставляя в уравнение (79). Приравнивая коэффициенты в 
обеих частях равенства при cos ݔ , ݔ cos ݔ , sin ݔ , ݔ sin -получим че ,ݔ
тыре уравнения: 

൞

ଵܣ2  ଶܤ2 ൌ 0,
ଵܤ4 ൌ 0,

െ2ܣଶ  ଵܤ2 ൌ 0
െ4ܣଵ ൌ 1,

 , из которых определяем 

ଵܣ ൌ െ ଵ
ସ
, ଶܣ ൌ 0, ଵܤ ൌ 0, ଶܤ ൌ

ଵ
ସ
.  

Таким образом, ݕч.н. ൌ െ ௫మ

ସ
cos ݔ  ௫

ସ
sin  .ݔ

По формуле (75) находим общее решение неоднородного уравне-

ния ݕ ൌ ଵܥ cos ݔ  ଶܥ sin ݔ െ
௫మ

ସ
cos ݔ  ௫

ସ
sin  .ݔ

Ответ: ݕ ൌ ଵܥ cos ݔ  ଶܥ sin ݔ െ
௫మ

ସ
cos ݔ  ௫

ସ
sin  .ݔ

4. Постановка задачи. Найти решение задачи Коши для линейного 
неоднородного уравнения с постоянными коэффициентами 
ᇱᇱݕ  ᇱݕଵ  ݕଶ ൌ ݂ሺݔሻ  (81) 

с начальными условиями ݕሺݔሻ ൌ ,ݕ ሻݔᇱሺݕ ൌ ᇱݕ . (81Ԣ) 
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Алгоритм решения. 
а) Записываем соответствующее однородное уравнение с постоян-

ными коэффициентами ݕᇱᇱ  ᇱݕଵ  ݕଶ ൌ 0,  (82) 
находим фундаментальную систему решений ݕଵሺݔሻ и ݕଶሺݔሻ и общее 
решение однородного уравнения ݕ ൌ ሻݔଵሺݕଵܥ   .ሻݔଶሺݕଶܥ

б) Применяем метод Лагранжа (метод вариации произвольных 
постоянных). Если известна фундаментальная система решений ݕଵሺݔሻ 
и ݕଶሺݔሻ однородного уравнения (82), то общее решение соответст-
вующего неоднородного уравнения (81) может быть найдено по фор-
муле ݕ ൌ ሻݔଵሺݕሻݔଵሺܥ  -ሻ опреݔଶᇱሺܥ ሻ иݔଵᇱሺܥ ሻ, где функцииݔଶሺݕሻݔଶሺܥ
деляются из системы линейных алгебраических уравнений: 

൜ܥଵ
ᇱሺݔሻݕଵሺݔሻ  ሻݔଶሺݕሻݔଶᇱሺܥ ൌ 0,

ሻݔଵᇱሺݕሻݔଵᇱሺܥ  ଶᇱݕሻݔଶᇱሺܥ ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ. (83) 

Интегрируя, находим функции ܥଵሺݔሻ и ܥଶሺݔሻ и записываем общее 
решение неоднородного уравнения. 

в) используя начальные условия (81Ԣ), находим решение задачи 
Коши. 

Записываем ответ в виде ݕ ൌ  .ሻݔሺݕ
Пример 31. Найти решение задачи Коши 
ᇱᇱݕ  ݕ ൌ ଵ

ୡ୭ୱ௫
 с начальными условиями ݕሺ0ሻ ൌ 1, ᇱሺ0ሻݕ ൌ 0. 

Решение. 
а) Записываем соответствующее однородное уравнение: ݕᇱᇱ  ݕ ൌ 0.  
Находим фундаментальную систему решений ݕଵ ൌ cos ଶݕ и ݔ ൌ 

ൌ ݕ и общее решение однородного уравнения ݔ ݊݅ݏ ൌ ଵܥ cos ݔ 
ܥଶ sin  .ݔ

б) Применяем метод Лагранжа (метод вариации произвольных по-
стоянных): 

1) ищем решение данного неоднородного уравнения в виде 
ݕ ൌ ሻݔଵሺܥ cos ݔ  ሻݔଶሺܥ sin ݔ ; 

2) записываем систему уравнений для определения функций 
 :ሻݔଶᇱሺܥ ሻ иݔଵᇱሺܥ

ቊ
ሻݔଵᇱሺܥ cos ݔ  ሻݔଶᇱሺܥ sin ݔ ൌ 0,
ሻሺെݔଵᇱሺܥ sin ሻݔ  ሻݔଶᇱሺܥ cos ݔ ൌ

ଵ
ୡ୭ୱ௫

.     

Решая ее (т. к. решение ищем в окрестности точки ݔ ൌ 0, то 
cos ݔ  0), получим ܥଵᇱሺݔሻ ൌ െtg ݔ, ሻݔଶᇱሺܥ ൌ 1. 

Интегрируя, находим ܥଵሺݔሻ ൌ ln cos ݔ  ,כଵܥ ሻݔଶሺܥ ൌ ݔ   ;כଶܥ
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3) записываем полученное общее решение данного неоднородного 
уравнения ݕ ൌ ሺln cos ݔ  ሻכଵܥ cos ݔ  ሺݔ  ሻכଶܥ sin  .ݔ

в) используя начальные условия, определяем константы ܥଵכ и ܥଶכ. Так 
как ݕሺ0ሻ ൌ ሺln cos 0  ሻכଵܥ cos 0  ሺ0  ሻכଶܥ sin 0 ൌ 1, то ܥଵכ ൌ 1. Так как 
ᇱሺ0ሻݕ ൌ ሺln cos 0  ሻכଵܥ sin 0  ቀെ ୱ୧୬ 

ୡ୭ୱ 
ቁ cos 0  sin 0  ሺ0  ሻכଶܥ cos 0 ൌ 0, 

то ܥଶכ ൌ 0. 
Ответ: ݕ ൌ cos ݔ ሺln cos ݔ  1ሻ  ݔ sin  .ݔ

êÖáûåÖ 

Рассматриваются основные виды обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, методы их решения, теорема существования и един-
ственности для дифференциальных уравнений, а также решение зада-
чи Коши.  
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ÉÎ‡‚‡ 8. óàëãéÇõÖ êüÑõ 

Большая часть великих идей современных математиков,  
если не все, получила свое начало в наблюдении. 

Дж. Сильвестр 
Эта глава посвящена классической теории бесконечных сумм чи-

сел, или числовых рядов. Понятие числовых сумм фактически было 
известно в Древней Греции (Евдох, Евклид, Архимед). Нахождение 
бесконечных сумм являлось составной частью так называемого мето-
да исчерпывания, широко используемого древнегреческими учеными 
для нахождения площадей фигур, объемов тел, длин кривых и т. д. 
Так, например, Архимед для вычисления площади параболического 
сегмента (т. е. фигуры, ограниченной прямой и параболой) нашел 
сумму бесконечной геометрической прогрессии со знаменателем.  

Как самостоятельное понятие «ряд» математики стали использо-
вать в XVIII в. И. Ньютон и Г. Лейбниц применяли ряды для решения 
алгебраических и дифференциальных уравнений. Теория рядов в 
XVIII-XIX вв. развивалась в работах И. Бернулли, Б. Тейлора,  
К. Маклорена, Л. Эйлера, Ж. Д’Аламбера, Ж. Лагранжа и др. Строгая 
теория рядов была создана в XIX в. на основе понятия предела в тру-
дах К. Гаусса, Б. Больцано, О. Коши, П. Дирихле, И. Абеля, К. Вей-
ерштрасса, Б. Римана и др. 
Цели и задачи 
Сформировать представление о понятии числового ряда, полезно-

сти его суммы, а также о различных областях применения числовых 
рядов. 

Знать признаки сходимости числовых рядов, признаки сравнения, 
Коши, Д’Аламбера, Лейбница, основные свойства и теоремы степен-
ных рядов, разложение основных функций в ряды Тейлора. 

Уметь определять вид числового ряда, находить сумму ряда, об-
ласть сходимости степенного ряда, раскладывать функцию в ряд Тей-
лора, находить с помощью рядов пределы и решать дифференциаль-
ные уравнения. 
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§ 1. éëçéÇçõÖ èéçüíàü à éèêÖÑÖãÖçàü 

Определение 1. Пусть ሼܽሽ ൌ ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ — числовая последова-
тельность. Выражение вида ܽଵ  ܽଶ   ܽڮ ൌ ∑  ܽஶ

ୀଵ   (1) 
назовем числовым рядом, числа ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ — членами ряда, а число 
ܽ — n-м или общим членом ряда. 

В дальнейшем в качестве индекса суммирования в выражении (1) 
будем использовать любые буквы латинского алфавита, например 
݅, ݆, ݇. 
Определение 2. Сумму конечного числа n первых членов ряда (1) 

ܵ ൌ  ܽଵ  ܽଶ   ܽڮ ൌ ∑  ܽஶ
ୀଵ  назовем n-й частичной суммой 

данного ряда. 
Таким образом, ଵܵ ൌ   ܽଵ, ܵଶ ൌ  ܽଵ  ܽଶ, … , ܵ ൌ  ܽଵ  ܽଶ   . ܽڮ
Определение 3. Если для последовательности ሼ ܵሽ частичных 

сумм ряда (1) существует конечный предел limୀஶ  ܵ ൌ ܵ, то ряд (1) 
называется сходящимся, а число ܵ — суммой данного ряда ܵ ൌ  ܽଵ 
 ܽଶ  … ܽ  ڮ ൌ ∑  ܽஶ

ୀଵ . Если предел последовательности ሼ ܵሽ 
не существует или равен бесконечности, то ряд называется расходя-
щимся. 

Рассмотрим, например, ряд 
 ܽ െ ܽ  ܽ െ ܽ ڮ∑ ሺെ1ሻିଵܽ, ሺܽ א ܴ, ܽ ് 0ሻஶ

ୀଵ .  (2) 
Последовательность частичных сумм ଵܵ ൌ   ܽଵ, ܵଶ ൌ  0, … , ܵଶିଵ ൌ

 ൌ ܽଵ, ܵଶ ൌ 0 этого ряда не имеет предела и поэтому ряд расходится. 
Теперь исследуем вопрос о сходимости ряда, составленного из 

элементов геометрической прогрессии ܽ  ݍܽ  ଶݍܽ ڮ ିଵݍܽ 
ڮ ൌ ∑ ିଵஶݍܽ

ୀଵ  ሺܽ ് 0ሻ. 
Сумма n первых членов этого ряда имеет вид: 

2 1 (1 )..
1

n
n

n
a qS a aq aq aq

q
− −

= + + + + =
−

 (q≠1). (3) 

Так как 
0, 1

lim
, 1

n

n

q
q

q→∞

⎧ <
= ⎨∞ >⎩

, то lim
n→ ∞

Sn =
a
1− q, q <1

∞, q >1

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 
 . 

При q = −1 ряд совпадает с рядом (2) при q = −1 S = na и lim
n→ ∞

Sn = ∞ . 
Следовательно, ряд (3) сходится при q <1 и его сумма S = a

(1−q) при 
q ≥1 расходится. 
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Выражение вида 1 2
1

..n n n k
k n

r a a a
∞

+ +
= +

= + + + ∑  представляет собой  

числовой ряд, называемый n-м остатком ряда (1). Для сходящегося 

ряда можно записать равенство 
1 1 1

.
n

n k k n n
n k k n

S a a a S r
∞ ∞

= = = +

= = + = +∑ ∑ ∑
 

Очевидно, что если числовой ряд (1) сходится, т. е. 
lim nn

S S
→∞

= , то lim 0nn
r

→∞
= .  (4) 

Можно доказать, что условие (4) является не только необходимым, 

но и достаточным для сходимости ряда 
1

n
n

a
∞

=
∑ , т. е. из его выполнения 

следует сходимость указанного ряда. 

§ 2. çÖéÅïéÑàåõâ èêàáçÄä ëïéÑàåéëíà êüÑÄ 

Теорема 1. Если ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑  сходится, то lim 0nn

a
→∞

= .
 

 (5) 

Доказательство. Пусть lim nn
S S

→∞
= , т. к. 1n n nS S a+= + , то 

1 1lim lim( ) lim lim 0n n n n nn n n n
a S S S S S S− −→∞ →∞ →∞ →∞

= − = − = − = . Итак, если ряд (1) схо-

дится, то выполняется условие (5). Отсюда вытекает достаточный 
признак расходимости ряда. Если условие (5) не выполнено, т. е. пре-

дел lim nn
a

→∞
 не равен нулю или не существует, то ряд n

n
a

∞

=∞
∑  расходится. 

Подчеркнем, что из выполнения условия (5) не обязательно следует 
сходимость ряда (1), т. е. оно не является достаточным признаком 
сходимости ряда. 
Пример 1. Исследовать на сходимость гармонический ряд 

1

1 1 1 11 .. ..2 3
n

n n
∞

=

+ + + + + = ∑ .  (6) 

Решение. Очевидно, что 1lim 0n
n−∞

= , однако гармонический ряд рас-

ходится. Действительно, предположим, что ряд (6) сходится и его 
сумма равна S , тогда 2 2lim( ) lim lim 0n n n nn n n

S S S S S S
→∞ →∞ →∞

− = − = − = . Из нера-
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венства 2
1 1 1 1 1.. 2 21 2 2n nS S n nn n n

− = + + + ≥ ⋅ =
+ +

, n N∈ . Предельным 

переходом по n получаем противоречие 10 2≥ . 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд 
1

1 n

n

n
n

∞

=

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 

Данный ряд расходится, т. к. ( )1lim lim 1 0
n

nn n
a en→∞ →∞

= + = ≠ . 

§ 3. èêéëíÖâòàÖ ëÇéâëíÇÄ óàëãéÇõï êüÑéÇ 

1. Перестановка, отбрасывание или добавление конечного числа 
членов ряда не влияет на его сходимость (расходимость). 

Действительно, указанные операции изменяют на одну и ту же по-
стоянную величину все частичные суммы ряда, начиная с некоторого 
номера, а это не влияет на сходимость или расходимость последова-
тельности частичных сумм ряда. 

2. Если ряды ∑ ܽ∞
ୀଵ  и ∑ ܾ∞

ୀଵ  сходятся и их суммы равны ܵ и ܵ 
соответственно, то ряд ∑ ሺܽ  ܾሻ∞

ୀଵ  также сходится и ∑ ሺܽ ∞
ୀଵ

ܾሻ ൌ lim՜∞∑ ሺܽ  ܾሻ ൌ ൌ lim՜∞ሺ
ୀଵ ∑ ܽ 

ୀଵ ∑ ܾሻ ൌ
ୀଵ  

ൌ lim՜∞∑ ܽ
ୀଵ  lim՜∞∑ ܾ

ୀଵ ൌ ܵ  ܵ. 
Отметим, что обратное неверно, т. е. из сходимости ряда 

∑ ሺܽ  ܾሻ∞
ୀଵ  в общем случае не следует сходимость рядов 

∑ ܽ∞
ୀଵ  и  ∑ ܾ∞

ୀଵ , что показывает пример: ряд ሺ1 െ 1ሻ  ሺ1 െ 1ሻ   ڮ
сходится, а ряды ∑ 1∞

ୀଵ  и  ∑ ሺെ1ሻ∞
ୀଵ  расходятся. 

Ряд ∑ ሺܽ   ܾሻ∞
ୀଵ  называется суммой рядов ∑ ܽ∞

ୀଵ  и  ∑ ܾ∞
ୀଵ . 

3. Если ряд сходится ሺ∑ ܽ∞
ୀଵ ሻ и его сумма равна ܵ, то ряд 

∑ ∞ܽߙ
ୀଵ  также сходится и ∑ ܽߙ ൌ ∞ܵߙ

ୀଵ . Действительно, 
∑ ܽߙ ൌ lim՜∞∑ ܽߙ ൌ ߙ lim՜∞∑ ܽ

ୀଵ ൌ ܽܵ ′,
ୀଵ

∞
ୀଵ  что и требова-

лось доказать. 
Операции суммирования рядов и умножения рядов на число назы-

ваются линейными операциями над рядами. 
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§ 4. êüÑõ ë çÖéíêàñÄíÖãúçõåà óãÖçÄåà 

Рассмотрим некоторые признаки сходимости рядов с неотрица-
тельными членами. 
Теорема 2. Для того чтобы ряд с неотрицательными членами 

сходился, необходимо и достаточно, чтобы последовательность его 
частичных сумм была ограниченной. 
Теорема 3 (интегральный признак Коши). Если неотрицатель-

ная интегрируемая функция ݂ሺݔሻ на промежутке ሾ1; ∞ሻ монотонно 
убывает, члены ряда ∑ ܽ∞

ୀଵ  имеют вид ܽሺ݊ሻ ൌ ݂ሺ݊ሻ, то ряд ∑ ܽ∞
ୀଵ  

и несобственный интеграл 
1

( )f x dx
+∞

∫  сходятся или расходятся одно-

временно, причем в случае сходимости 
 ݂ሺݔሻ݀ݔ  ∑ ܽ∞

ୀଵ   ݂ሺݔሻ݀ݔ  ܽଵ
∞
ଵ

∞
ଵ .  (7) 
Пример 3. Исследовать на сходимость обобщенный гармониче-

ский ряд ∑ ଵ


∞
ୀଵ ,  א ܴ. (8) 

Решение. При  ൌ 1 ряд совпадает с гармоническим рядом (6) и 
расходится. Если   0, то ଵ


 ݊ 1 א ܰ и lim՜∞

ଵ

ե 0. В этом 

случае ряд расходится, т. к. нарушается необходимое условие сходи-
мости ряда. Пусть   0 и  ് 1. Положим ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
. Функция ݂ሺݔሻ 

монотонно убывает на промежутке ሾ1;∞ሻ.  ௗ௫
௫
ൌ lim՜∞ 

ௗ௫
௫
ൌ

ଵ
∞
ଵ

ൌ lim՜∞
௫భష

ଵି
|ଵ ൌ ሺ ଵ

ଵି
ሻ lim՜∞ሺܣଵି െ 1ሻ ൌ ቊ

ଵ
ଵି

, если   1
∞, если 0 ൏  ൏ 1

. 

Следовательно, обобщенный гармонический ряд сходится при 
  1 и расходится при   1.  

Теорема 4 (Признак сравнения). Если для членов рядов 
1

n
n

a
∞

=
∑  и 

1
n

n
b

∞

=
∑  справедливо неравенство 0 n na b≤ ≤  0n n N∀ ≥ ∈ , то 

1) из сходимости ряда 
1

n
n

b
∞

=
∑  следует сходимость ряда 

1
n

n
a

∞

=
∑ ; 

2) из расходимости ряда 
1

n
n

a
∞

=
∑  следует расходимость ряда 

1
n

n
b

∞

=
∑ . 
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Доказательство. Предположим сначала, что 0 1n = . 

1) Пусть ряд 
1

n
n

b
∞

=
∑  сходится. Обозначим через nS  и nS ′  n-е частич-

ные суммы рядов 
1

n
n

a
∞

=
∑  и 

1
n

n
b

∞

=
∑  соответственно, заметим, что n nS S ′≤  

n N∀ ∉ , тогда из сходимости ряда 
1

n
n

b
∞

=
∑  следует ограниченность по-

следовательности { }nS ′ , а значит и последовательности { }nS . А это 

влечет сходимость ряда 
1

n
n

a
∞

=
∑ . 

2) Пусть ряд an
n=1

∞

∑  расходится. Тогда последовательность Sn{ } неог-

раничена, следовательно, неограничена и последовательность Sn
′⎧ 

⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
, а 

значит ряд bn
n=1

∞

∑  расходится. 

Если же 0 1n > , то для доказательства теоремы достаточно рассмот-

реть ряды 
0

n
n n

a
∞

=
∑ и 

0

n
n n

b
∞

=
∑ , т. к. отбрасывание конечного числа членов 

ряда не влияет на его сходимость. Доказанный признак является дос-

таточным для сходимости ряда an
n=1

∞

∑  и расходимости ряда bn
n=1

∞

∑ . 

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд  

1+ 1
22 + 1

33 + ..+ 1
nn = 1

nn

n=1

∞

∑ . Так как 2

1 1
nn n

≤  2n∀ ≥  и обобщенный 

гармонический ряд сходится, 1
nn

n=1

∞

∑  сходится ( 2 1p = > ), то сходится и 

данный ряд. 
Теорема 5 (Предельный признак сравнения). Пусть для членов 

рядов ∑ ܽ∞
ୀଵ , ܽ  0 и  ∑ ܾ∞

ୀଵ , ܾ  0 существует предел 
݈݅݉՜∞



ൌ ,ܮ 0 ൏ ܮ ൏ ∞, тогда ряды ∑ ܽ∞

ୀଵ  и  ∑ ܾ∞
ୀଵ  сходятся и 

расходятся одновременно. 
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Доказательство. Из определения предела lim՜∞


ൌ -для любо ܮ

го положительного ߝ, например 0 ൏ ߝ ൏  ,найдется номер n0, такой ,ܮ
что ܮ െ ߝ ൏ 


൏ ܮ  ,ߝ ݊  ݊ или т. к. ܾ  0: ሺܮ െ ሻܾߝ  ൏ ܽ ൏ 

൏ ሺܮ  ,ሻܾߝ ݊  ݊.  Из сходимости ряда ∑ ܾ∞
ୀଵ  сходится ряд 

∑ ሺܮ െ ∞ሻܾߝ 
ୀଵ  и, следовательно, сходится ряд  ∑ ܽ∞

ୀଵ .  
Аналогично доказывается, что из сходимости (расходимости) ряда 

∑ ܽ∞
ୀଵ  следует сходимость (расходимость) ряда ∑ ܾ∞

ୀଵ . 
Из предельного признака сравнения следует, что сходимость (рас-

ходимость) ряда ∑ ܾ∞
ୀଵ  является необходимым и достаточным усло-

вием сходимости (расходимости) соответствующего ряда ∑ ܽ∞
ୀଵ , и 

наоборот. 
Пример 5. Исследовать на сходимость ряд ∑ sin గ


∞
ୀଵ . 

Решение. Сравним этот ряд с гармоническим. Поскольку 

lim՜∞
గ ௦ഏ

ഏ


ൌ ߨ , ሺ0 ൏ ߨ ൏ ∞ሻ и гармонический ряд расходится, то 

расходится и исходный ряд. 
Замечание 1. При применении признаков сходимости рядов, 

сформулированных в предыдущих теоремах, в качестве рядов, ис-
пользуемых для сравнения, выбирают, как правило: 

1. Ряд ∑ ,ିଵݍܽ ܽ ് 0,∞
ୀଵ  из элементов геометрической прогрессии, 

сходящийся при |ݍ| ൏ 1 и расходящийся при |ݍ|  1. 
2. Обобщенный гармонический ряд ∑ ଵ


∞
ୀଵ , сходящийся при   1 

и расходящийся при   1. 
Если же имеются ряды вида ∑ ೖሺሻ

ொሺሻ
∞
ୀଵ , где ܲሺ݊ሻ — многочлен от 

݊ степеней ݇, а ܳሺ݊ሻ — многочлен от ݊ степеней ݈, то вопрос о схо-
димости рядов такого вида полностью исчерпывается сравнением с 
рядом ∑ ଵ


∞
ୀଵ , где ܲ ൌ ݈ െ ݇. Удобнее при этом использовать признак 

сравнения в предельной форме. 
Отметим, что признаки сравнения не всегда удобно применять, по-

скольку для их использования в каждом конкретном случае необхо-
димо найти соответствующий вспомогательный ряд, общих конструк-
тивных приемов построения которого не существует. Поэтому на 
практике часто пользуются другими признаками, основанными на 
свойствах члена исследуемого ряда. 
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Теорема 6 (Признак Д’Аламбера). Пусть для ряда 
∑ ܽ,  ܽ  0∞
ୀଵ , существует предел ݈݅݉՜∞

శభ


ൌ  (9)  .ܮ

Тогда 
1) при ܮ ൏ 1 ряд ∑ ܽ∞

ୀଵ  сходится; 
2) при ܮ  1 ряд ∑ ܽ∞

ୀଵ  расходится. 
Доказательство. По определению предела из равенства (9) следу-

ет, что для любого ߝ  0, начиная с некоторого номера, выполняются 
неравенства: ܮ െ ߝ ൏ శభ


൏ ܮ  ݊ ߝ  ݊. (10) 

1. Если ܮ ൏ 1, то найдется такое ߝ  0, что число ݍ ൌ ܮ  ߝ ൏ 1. 
Тогда из неравенства శభ


൏ ݊ ݍ  ݊ получаем, что ܽబାଵ ൏ ܽబݍ 

ܽబାଶ ൏ ܽబାଵݍ ൏ ܽబݍ
ଶ 

… … … … … … … …  
 ܽబା ൏ ܽబାିଵݍ ൏ ܽబݍ

 . 
Так как ряд ∑ ܽబݍ

∞
ୀଵ  при |ݍ| ൏ 1 сходится, то сходится ряд  

∑ ܽబା ൌ ∑ ܽк∞
ୀబశభ

∞
ୀଵ , а следовательно и ряд ∑ ܽ∞

ୀଵ . 
2. Если ܮ  1, то найдется такое ߝ, что число ݍ ൌ ܮ െ ߝ  1. Тогда 

из соотношения (10) следует неравенство శభ


 ݊ ݍ  ݊ или 

ܽାଵ  ݊ ܽݍ  ݊. Это означает, что начиная с номера ݊, члены 
ряда возрастают, т. е. необходимый признак сходимости не выполня-
ется и ряд расходится. 
Пример 6. Исследовать сходимости ряда 1  ଶ!

ଶమ
 ଷ!

ଷయ
 ڮ !




ڮ ൌ ∑ !


∞
ୀଵ  . 

Решение. Вычислим предел  
lim՜∞

శభ


ൌ ሺାଵሻ!

ሺାଵሻశభ!
ൌ lim՜∞



ሺାଵሻ
ൌ lim՜∞

ଵ
ሺଵାభሻ

 ൌ
ଵ

 . 

Следовательно, ܮ ൌ ଵ

൏ 1 и данный ряд сходится. 

Замечание 2. Для расчета больших значений факториалов часто 

пользуются формулой Стирлинга ݊! ൎ ା݊ߨ2√
భ
మ݁ି. 

Замечание 3. Если в условиях теоремы ܮ ൌ 1, то о сходимости ря-
да ∑ ܽ∞

ୀଵ  нельзя сказать ничего определенного. Для того чтобы убе-
диться в этом, рассмотрим следующий пример. 
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Исследовать сходимость обобщенного гармонического ряда 
∑ ଵ


,  א ܴ∞

ୀଵ , применив признак Д’Аламбера. Для любых  א ܴ: 

ܮ ൌ lim՜∞


ሺାଵሻ
ൌ lim՜∞

ଵ
ሺଵାభሻ

 ൌ 1. Тем не менее, известно, что 

обобщенный гармонический ряд при различных  может быть как 
сходящимся, так и расходящимся. 
Теорема 7 (признак Коши). Пусть для ряда ∑ ܽ∞

ୀଵ , ܽ  0 суще-
ствует предел lim՜∞ ඥܽ ൌ  (11)  .ܮ
Тогда 
5) при ܮ ൏ 1 ряд ∑ ܽ∞

ୀଵ  сходится; 
6) при ܮ  1 ряд ∑ ܽ∞

ୀଵ  расходится. 
Доказательство. По определению предела из равенства (11) следу-

ет, что для любого ߝ  0 найдется такой номер ݊, что выполняется 
неравенство: ܮ െ ߝ ൏ ඥܽ ൏ ܮ  ݊ ߝ  ݊. (12) 

1. Если ܮ ൏ 1, то найдется такое ߝ  0, что число ݍ ൌ ܮ  ߝ ൏ 1. 
Тогда имеем ܽ ൏ ݊ ݍ  ݊, и, согласно признаку сравнения, из 
сходимости ряда ∑ ∞ݍ

ୀଵ  при 0 ൏ ݍ ൏ 1 следует сходимость ряда 
∑ ܽ∞
ୀଵ . 
2. Если ܮ  1, то найдется такое ߝ  0, что ܮ െ ߝ ൌ ݍ  1. Тогда 

получаем ܽ  ݊ ݍ  ݊. Из сходимости ряда ∑ ∞ݍ
ୀଵ , ݍ  1, со-

гласно признаку сравнения, следует расходимость ряда  ∑ ܽ∞
ୀଵ . 

Пример 7. Исследовать на сходимость ряд ∑ ሺ ଶ
ାଵ

ሻ∞
ୀଵ . 

Решение. Так как lim՜∞ ඥܽ ൌ lim՜∞ ටሺ
ଶ
ାଵ

ሻ ൌ lim՜∞
ଶ
ାଵ

ൌ 

ൌ 2  1, то данный ряд расходится. 
Замечание 4. Можно доказать, что если существует предел 

lim՜∞
శభ


, то существует и предел lim՜∞ ඥܽ  (и они равны между 

собой). Обратное утверждение не всегда имеет место. Другими сло-
вами, признак Коши «сильнее» признака Д’Аламбера. 

Интересно, что можно дать закон построения целой бесконечной 
цепи признаков сходимости положительных рядов, каждый из кото-
рых сильнее (в указанном выше смысле) предыдущего. Ни один из 
них не является «универсальным», т. е. не может дать ответа для лю-
бого ряда. Признак Д’Аламбера является первым звеном этой цепи. 
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§ 5. áçÄäéóÖêÖÑìûôàÖëü êüÑõ 

Определение 4. Знакочередующимся называется ряд, все члены ко-
торого поочередно меняют знак: ܽଵ െ ܽଶ  ܽଷ െ ܽସ. . ሺെ1ሻିଵܽା.., 
где ܽ, ݊ ൌ 1,2… числа одного знака. Такой ряд удобно записывать в 
виде ∑ ሺെ1ሻିଵܽ∞

ୀଵ .  (13) 
Теорема 8 (Признак Лейбница). Если члены знакочередующегося 

ряда (13) удовлетворяют условиям: 
1) ܽ  ܽାଵ ݊ א ܰ; 
2) ݈݅݉՜∞ ܽ ൌ 0, то ряд ∑ ሺെ1ሻିଵܽ∞

ୀଵ  сходится, а его сумма ܵ 
не превосходит первого члена, т. е. ܵ  ܽଵ. 
Доказательство. Рассмотрим частичную сумму ряда (13)  

ܵଶ ൌ ሺܽଵ െ ܽଶሻ  ሺܽଷ െ ܽସሻ. . ሺܽଶିଵ െ ܽଶሻ. Так как все выраже-
ния в круглых скобках неотрицательны, то последовательность чет-
ных частичных сумм ሺܵଶሻ ряда неубывающая, с другой стороны  
ܵଶ ൌ ܽଵ െ ሺܽଶ െ ܽଷሻെ. . െሺܽଶିଶ െ ܽଶିଵሻ െ ܽଶ  ܽଵ.  (14) 
Таким образом, последовательность ሺܵଶሻ не возрастает и ограни-

чена сверху, а следовательно, сходится. Обозначим lim՜∞ ܵଶ ൌ S.  
Из соотношения lim՜∞ ܵଶ ൌ lim՜∞ሺܵଶ  ܽଶାଵሻ ൌ lim՜∞ ܵଶ 
lim՜∞ ܽଶାଵ ൌ ܵ следует, что и сумма ряда (13) равна ܵ. Из нера-
венства (14) заключаем, что ܵ  ܽଵ и т. д. 

Ряд, удовлетворяющий условиям теоремы, называется рядом Лейб-
ница. 
Следствие. Остаток ݎ ൌ ሺെ1ሻሺܽାଵ െ ܽାଶ   ሻ ряда Лейбницаڮ

удовлетворяет неравенству |ݎ|  ܽାଵ. 
Действительно, ряд Лейбница ∑ ሺെ1ሻିିଵܽ ൌ ܽାଵ െ∞

ୀାଵ
െܽାଶ  ܽାଷ െ … только знаком отличается от остатка ݎ ряда (13) и 
не превосходит своего первого члена ܽାଵ, что и требовалось доказать. 

§ 6. áçÄäéèÖêÖåÖççõÖ êüÑõ 

Ряды, содержащие как положительные, так и отрицательные чле-
ны, называются знакопеременными. 
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Примеры знакопеременных рядов: 

1. 1 െ 1 െ 1  1  1 െ 1 െ 1 ڮ ሺെ1ሻ
ሺିଵሻ

ଶൗ  ڮ ൌ 

ൌ ∑ ሺെ1ሻ
ሺିଵሻ

ଶൗ∞
ୀଵ ; 
2. sin ߙ  ୱ୧୬ଶఈ

ଶ
 ڮ ୱ୧୬ఈ


 ڮ ൌ ∑ ୱ୧୬ఈ


∞
ୀଵ , ߙ ് గ

ଶ
, ݇ א ܰ. 

Очевидно, что знакочередующиеся являются частным случаем зна-
копеременных рядов. Выясним, существует ли связь между сходимо-
стями этих рядов.  

Пусть дан ряд ∑ ܽ∞
ୀଵ . Рассмотрим знакоположительный ряд 

∑ |ܽ|∞
ୀଵ . 
Теорема 9. Если сходится ряд ∑ |ܽ|∞

ୀଵ , то сходится и ряд 
∑ ܽ∞
ୀଵ . 
Доказательство. Из сходимости ряда ∑ |ܽ|∞

ୀଵ  по свойству 3 ли-
нейных операций над рядами следует сходимость ряда ∑ 2|ܽ|∞

ୀଵ . 
Далее, поскольку 0  ܽ  |ܽ|  2|ܽ| ݊ א ܰ, то из признака срав-
нения вытекает сходимость ряда ∑ ሺܽ  |ܽ|ሻ∞

ୀଵ . А так как ряд 
∑ ܽ∞
ୀଵ  представим в виде разности сходящихся рядов ∑ ܽ∞

ୀଵ ൌ 
ൌ ∑ ሺܽ   |ܽ|ሻ െ∞

ୀଵ  ∑ |ܽ|∞
ୀଵ , то он сходится. 

В последней теореме сформулирован достаточный признак сходи-
мости ряда ∑ ܽ∞

ୀଵ . Обратное утверждение в общем случае не имеет 
места, т. е. приведенный признак не является необходимым. В связи с 
этим сформулируем следующее. 
Определение 5. Если сходится ряд ∑ |ܽ|∞

ୀଵ , то ряд ∑ ܽ∞
ୀଵ  назы-

вается абсолютно сходящимся. Если ряд ∑ ܽ∞
ୀଵ  сходится, а ряд 

∑ |ܽ|∞
ୀଵ  расходится, то ряд ∑ ܽ∞

ୀଵ называется условно сходящимся. 

Пример 8. Исследовать сходимость ряда ∑ ሺିଵሻషభ


∞
ୀଵ .  

Решение. Ряд ∑ |ܽ| ൌ ∑ ଵ


∞
ୀଵ

∞
ୀଵ  — расходящийся гармонический 

ряд. Но исходный ряд сходится по признаку Лейбница, следователь-
но, он сходится условно. 

Следует отметить, что абсолютно и условно сходящиеся ряды об-
ладают качественно различными свойствами: перестановка членов 
абсолютно сходящегося ряда не нарушает его сходимости, и сумма 
ряда не изменяется, совершенно так же, как и у конечных сумм.  
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Напротив, в условно сходящемся ряде можно всегда, путем надлежа-
щей перестановки членов, придать сумме ряда произвольное значение 
и даже сделать его расходящимся (теорема Римана). 
Пример 9. Возьмем ряд 1 െ ଵ

ଶ
 ଵ

ଷ
െ ଵ

ସ
 ଵ

ହ
െ ଵ


 ଵ


െ ଵ

଼
 ڮ ൌ ݈݊2  

умножаем обе части этого равенства на множитель ଵ
ଶ
 и пишем полу-

ченный ряд над исходным: ଵ
ଶ
െ ଵ

ସ
 ଵ


െ ଵ

଼
. . ൌ ଵ

ଶ
݈݊2. Сложим теперь 

оба ряда почленно, соединяя вместе члены, стоящие друг над другом. 
В результате получим 1  ଵ

ଷ
െ ଵ

ଶ
 ଵ

ହ
 ଵ


െ ଵ

ସ
 ଵ

ଽ
 ଵ

ଵଵ
െ ଵ


ൌ ଷ

ଶ
݈݊2. Но 

этот ряд можно, очевидно, получить из первоначального путем пере-
становки членов; выходит, что от перестановки сумма ряда умножи-
лась на ଷ

ଶ
. 

Легко себе представить, какое впечатление должно было произве-
сти открытие этого кажущегося парадокса на математиков XVIII в., 
которые привыкли оперировать с бесконечными рядами, не обращая 
внимания на характер их сходимости. 

§ 7. îìçäñàéçÄãúçõÖ êüÑõ 

Основные определения 

Пусть u1(x), u2(x),…,un(x) — последовательность функций, опреде-
ленных на некотором множестве Х. 

Ряд вида ( ) ( ) ( )1 2
1

( )n n
n

u x u x u x u x
∞

=

+ +…+ +… =∑ , членами которого 

являются функции ( )nu x  называется функциональным. Каждому зна-

чению 0х Х∈  соответствует числовой ряд 0
1

( )n
n

u x
∞

=
∑ . Этот числовой ряд 

может быть сходящимся или расходящимся. Если ряд 0
1

( )n
n

u x
∞

=
∑  схо-

дится, то 0х  называется точкой сходимости функционального ряда. 
Множество всех точек сходимости функционального ряда называ-

ется областью сходимости. Обозначим ее через D . Очевидно, что 
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D X⊆ . Если множество D  пусто, то ряд расходится в каждой точке 
множества X . 

Конечная сумма ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0
1

( )
n

n n k
k

S x u x u x u x u x
=

= + +…+ = ∑ называет-

ся n-частичной суммой ряда, а функция ( ) lim ( )nn
S x S x

→∞
= , определенная 

в области D , — суммой ряда.  
Функция ( )nr x , определенная в области D  и задаваемая формулой 

( ) ( ) ( ) 0
1

( )n n k
k n

r x S x S x u x
∞

= +

= − = ∑ , называется n-м остатком ряда. Оче-

видно, что nr 0 x D,→ ∀ ∈  если n → ∞ . Сходимость функционального 
ряда в каждой точке x D∈ называется поточечной сходимостью. 

Функциональный ряд называется абсолютно сходящимся на мно-
жестве 1D X∈ , если в каждой точке этого множества сходится ряд 

1
( ) .k

k n
u x

∞

= +
∑  

Равномерная сходимость функциональных рядов 
Функциональный ряд называется равномерно сходящимся в облас-

ти D к функции ( )S x , если для любого 0ε >  существует номер ( )0n ε , 
не зависящий от х , такой, что  

( ) ( ) ( ) ( )0| | , ,n nr x S x S x n n x Dε ε= − < ∀ > ∀ ∈ . 
Отметим, что различие определений поточечной и равномерной 

сходимости функционального ряда состоит лишь в том, что в первом 
случае номер n0 зависит от ε  и х D∈ , т. е. ( )0 0 ,n n xε= , а во втором 
только от ε , т. е. ( )0 0n n ε= . Поточечную сходимость также называют 
неравномерной. 

Для функциональных рядов справедлива теорема. 

Теорема 10 (признак Вейерштрасса). Если члены ряда 
1

( )k
k n

u x
∞

= +
∑

удовлетворяют неравенствам ( )  ,n nu x a n N x D≤ ∀ ∈ ∀ ∈  и ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑ , 

 0nа > , сходится, то функциональный ряд 
1

( )n
n

u x
∞

=
∑  сходится равно-

мерно в области D . 
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Числовой ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑ , члены которого удовлетворяют неравенству 

( )  ,n nu x a n N x D≤ ∀ ∈ ∀ ∈ , называют мажоратным рядом, или мажо-

рантой для функционального ряда 
1

( )k
k n

u x
∞

= +
∑ , а функциональный ряд в 

этом случае называется мажорируемым на множестве D . 

§ 8. ëíÖèÖççõÖ êüÑõ 

Частным случаем функциональных рядов являются степенные ря-
ды. Дальнейшее изложение мы посвятим только им. 
Определение 6. Ряд вида 
ܽ  ܽଵሺݔ െ ሻߙ ڮ ܽሺݔ െ ሻߙ  ڮ ൌ ∑ ܽሺݔ െ ሻ,ஶߙ

ୀ   (15) 
где ܽ, ,ݔ -действительные числа, членами которого являются сте — ߙ
пенные функции, называется степенным рядом по степеням ݔ െ  а ,ߙ
числа ܽ — коэффициентами степенного ряда. 

При ߙ ൌ 0 получаем степенной ряд по степеням ݔ: 
ܽ  ܽଵݔ ڮ ܽݔ ڮ ൌ ∑ ܽஶ

ୀ  .  (16)ݔ
Поскольку заменой ݔ െ ߙ ൌ ܺ ряд (15) можно свести к ряду (16), то 

ограничимся рассмотрением рядов (16). 
Степенной ряд (16) всегда сходится в точке ݔ ൌ 0. При ݔ ് 0 сте-

пенной ряд может сходиться, так и расходиться. Для степенных рядов 
справедлива следующая теорема. 
Теорема 11 (Абеля). Если степенной ряд (16) сходится в точке 

ݔ ് 0, то он сходится абсолютно в интервале െ|ݔ| ൏ ݔ ൏  | иݔ|
сходится равномерно на отрезке െݍ  ݔ  где 0 ,ݍ ൏ ݍ ൏  .|ݔ|
Доказательство. Так как по условию теоремы числовой ряд 

∑ ܽݔஶ
ୀ  сходится, то lim՜ஶ ܽݔ ൌ 0, и следовательно, существу-

ет такое число ܯ  0, что |ܽݔ| ൏ ,ܯ ݊ א ܰ. Пусть |ݔ| ൏  |, тогдаݔ|
∑ |ܽݔ| ൌ ∑ |ܽݔ| כ ቚ

௫
௫బ


ቚ ஶ

ୀ
ஶ
ୀ ∑ ܯ ቚ ௫

௫బ


ቚஶ

ୀ .  

Члены ряда ∑ ܯ ቚ ௫
௫బ


ቚஶ

ୀ  образуют геометрическую прогрессию со 

знаменателем ቚ ௫
௫బ
ቚ ൏ 1 и поэтому данный ряд сходится. Следователь-

но, ряд (16) в точке ݔ ് 0 сходится абсолютно. 
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Если |ݔ|  ݍ ൏ , то ቚݔ ௫
௫బ
ቚ ൏ 

|௫బ|
൏ 1. Отсюда следует, что ряд (16) 

мажорируется сходящимся числовым рядом ∑ ሺܯ 
|௫బ|
ሻஶ

ୀ , и значит, 
по признаку Вейерштрасса сходится равномерно на отрезке ሾെݍ;  .ሿݍ
Следствие. Если в точке ݔଵ ് 0 степенной ряд (16) расходится, то 

он расходится во всех точках ݔ, таких, что |ݔ|   .|ݔ|
Действительно, если бы ряд (16) сходился в точке ݔ, то по теореме 

Абеля он сходился абсолютно в точке ݔଵ, что противоречит условию. 
Из теоремы Абеля вытекает, что если степенной ряд (16) сходится 

хотя бы в одной точке ݔ ് 0, то всегда существует число ܴ  0, та-
кое, что степенной ряд сходится (абсолютно) для всех ݔ ሿא െ ܴ; ܴሾ и 
расходится для всех ݔ ሿא െ ∞;െܴሾሿܴ;∞ሾ. 

При ݔ ൌ േܴ ряд (16) может быть как сходящимся, так и расходя-
щимся. 

Неотрицательное число ܴ, что степенной ряд (16) сходится в 
ሿ െ ܴ; ܴሾ и расходится при |ݔ|  ܴ, называют радиусом сходимости, а 
интервал ሿ െ ܴ; ܴሾ — интервалом сходимости степенного ряда (16). 
Если ряд (16) сходится только в точке ݔ א ܴ, то ܴ ൌ ∞. 

Для нахождения радиуса сходимости степенного ряда используют 
признаки Д’Аламбера и Коши. Предположим, например, что сущест-
вует предел lim՜ஶ ඥ|ܽ|

 ൌ ݔтогда ඥܽ ,ܮ ൌ  и по признаку |ݔ|ܮ
Коши при ݔ|ܮ| ൏ 1 ряд сходится абсолютно, а при ݔ|ܮ|  1 расходит-
ся. Следовательно, ܴ ൌ ଵ


ൌ lim՜ஶ

ଵ
ඥ . 

§ 9. ëÇéâëíÇÄ ëíÖèÖççõï êüÑéÇ 

Теорема 12. Если радиус сходимости степенного ряда отличен от 
нуля, то его сумма ܵሺݔሻ непрерывна на интервале сходимости 
ሿ െ ܴ; ܴሾ. 
Доказательство. Пусть ݔ — произвольная точка интервала сходи-

мости. Всегда существует такое число ݍ  0, что |ݔ| ൏ ݍ ൏ ܴ. По пре-
дыдущей теореме степенной ряд сходится равномерно на отрезке 
ሾെݍ; ሿሿݍ െ ܴ; ܴሾ. Тогда, согласно теореме о непрерывности суммы 
равномерно сходящегося функционального ряда, ܵሺݔሻ непрерывна на 
отрезке ሾെݍ;  ሿ, а следовательно, и в точке. В силу произвольностиݍ
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выбора точки ݔ ሿא െ ܴ; ܴሾ получаем непрерывность функции ܵሺݔሻ на 
ሿ െ ܴ; ܴሾ. Что и требовалось доказать.  
Теорема 13. Операции почленного дифференцирования и интегри-

рования на любом промежутке ሾݔ; ሿሿݔ െ ܴ; ܴሾ степенного ряда 
∑ ܽݔஶ
ୀ  не изменяют его радиуса сходимости. 
Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая, когда суще-

ствует lim՜ஶ ቚ

శభ

ቚ. Обозначим через ܴଵ радиус сходимости почлен-
но продифференцированного ряда ∑ ሺܽݔሻᇱ ൌஶ

ୀ  ∑ ݊ܽݔିଵஶ
ୀ . 

ܴଵ ൌ lim՜ஶ ቚ


ሺାଵሻశభ
ቚ ൌ lim՜ஶ ቚ


శభ

ቚ ൌ ܴ.  
Аналогично, пусть ܴଶ — радиус сходимости ряда, полученного по-

членным интегрированием ряда: 
∑ ሺ ܽݐሻ ൌ ∑ ቀ 

ାଵ
ାଵݔ െ 

ାଵ
ାଵቁݔ ൌ ∑ 

ାଵ
ାଵݔ െஶ

ୀ
ஶ
ୀ

௫
௫బ

ஶ
ୀ

െ∑ 
ାଵ

ஶݔ
ୀ . 
Замечание 5. Выше мы воспользовались тем, что условие 

lim՜ஶ ඥ|ܽ|
 ൌ ܮ  1 влечет за собой расходимость не только число-

вого ряда ∑ |ܽ|ஶ
ୀଵ , но и ряда ∑ ܽஶ

ୀଵ , т. к. нарушается необходимый 
признак его сходимости ܮ  1 ൌ |ܽ| ՜ ∞ ൌ ܽ ് 0. 

Аналогично, если существует предел lim՜ஶ ቚ
శభ


ቚ ൌ -то приме ,ܮ

нив признак Д’Аламбера, получим ܴ ൌ lim՜ஶ ቚ

శభ

ቚ. 
Замечание 6. Для встречающихся на практике случаев, когда пре-

делы lim՜ஶ
ଵ

ඥ||
  и lim՜ஶ ቚ


శభ

ቚ не существуют, радиус сходимости 

можно найти, применяя непосредственно признаки Коши и 
Д’Аламбера.  
Пример 10. Пусть дан ряд ∑ ௫మ

ଷ
ஶ
ୀ , имеем ܽଶ ൌ

ଵ
ଷ
, ܽଶାଵ ൌ 0,

lim՜ஶ ඥ|ܽଶ|
మ ൌ ଵ

√ଷ
; lim՜ஶ ඥ|ܽଶାଵ|

మశభ ൌ 0, т. е. lim՜ஶ ඥ|ܽ|
  не 

существует. Однако lim՜ஶ ට௫మ

ଷ


ൌ ௫మ

ଷ
൏ 1, т. е. ܴ ൌ √3. 

Пример 11. Найти область сходимости ряда ∑ ሺ௫ିଷሻ

ହ
 ஶ

ୀଵ . 

Решение. Lim
՜ஶ

ቚ ሺ௫ିଷሻ
శభ

ሺାଵሻହశభ
ହ

ሺ௫ିଷሻ
ቚ ൌ |௫ିଷ|

ହ
൏ 1, െ5 ൏ ݔ െ 3 ൏ 5  или 

െ2 ൏ ݔ ൏ 8. В точке ݔ ൌ െ2 получаем условно сходящийся ряд 
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∑ ሺିଵሻ


,ஶ

ୀଵ  а в точке ݔ ൌ 8 расходящийся гармонический ряд ∑ ଵ


ஶ
ୀଵ . 

Таким образом, область сходимости ряда ݔ ሿא െ 2; 8ሾ. 
Теорема 14. Степенной ряд ∑ ܽݔ∞

ୀ  можно почленно интегри-
ровать на любом отрезке ሾݔ; -ሿ, принадлежащем интервалу сходиݔ
мости. 

Доказательство теоремы следует из равномерной сходимости сте-
пенного ряда ∑ ܽݔ∞

ୀ  на отрезке ሾݔ; ሿሿݔ െ ܴ; ܴሾ и теоремы о по-
членном интегрировании функционального ряда.  
Следствие. Степенной ряд ∑ ܽݔ∞

ୀ  можно почленно интегриро-
вать любое число раз на отрезке ሾݔ; ሿሿݔ െ ܴ; ܴሾ. 
Пример 12. Найти сумму ряда ∑ ሺെ1ሻ ௫మశభ

ଶାଵ
∞
ୀ . 

Решение. Рассмотрим ряд ∑ ሺെ1ሻ2ଶ ൌ 1 െ ଶݔ  ସݔ െڮ∞
ୀ

ሺെ1ሻݔଶ   ሻ, полученный почленным дифференцированиемכሺ ڮ
данного ряда. Так как члены ряда образуют геометрическую прогрес-
сию со знаменателем െݔଶ, то его сумма ܵሺݔሻ ൌ ଵ

ଵା௫మ
, если |ݔ| ൏ 1.  

Интегрируя ряд (*) почленно на отрезке ሾ0; ሿݔ ൏ሿ െ 1; 1ሾ,  
ݔ ݃ݐܿݎܽ ൌ  ௗ௧

ଵା௧మ
ൌ  ∑ ሺെ1ሻݐଶ݀ݐ ൌ ∑ ሺെ1ሻ  ݐଶ݀ݐ ൌ௫


∞
ୀ

∞
ୀ

௫


௫


    ൌ ∑ ሺെ1ሻ ௫మశభ

ଶାଵ
.∞

ୀ   

Следовательно, ∑ ሺെ1ሻ ௫మశభ

ଶାଵ
ൌ |ݔ|݃ݐܿݎܽ ൏ 1.∞

ୀ  
Таким образом, функция ݕ ൌ  является суммой исходного ݔ ݃ݐܿݎܽ

ряда. Значит, числовой ряд ∑ 
ାଵ

∞ାଵݔ
ୀ  сходится абсолютно по при-

знаку сравнения в силу неравенства ቚ 
ାଵ

ାଵቚݔ  |ܽݔାଵ|, ݊ ൌ 0,1, … 
и сходимости ряда |ݔ| ∑ |ܽݔ|∞

ୀ , т. к. ݔ ሿ א െ ܴ; ܴሾ, получаем, 
ܴଶ ൌ lim՜∞ ቚ

ሺାଶሻ
ሺାଵሻశభ

ቚ ൌ lim՜ ቚ

శభ

ቚ ൌ ܴ. 
Теорема 15. Если радиус сходимости ряда ∑ ܽݔ∞

ୀ  отличен от 
нуля, то степенной ряд можно почленно дифференцировать на ин-
тервале сходимости и для его суммы ܵሺݔሻ справедливо равенство 
ܵ ′ሺݔሻ ൌ ∑ ݊ܽݔିଵ∞

ୀ . 
Доказательство. Пусть ݔ — произвольная точка интервала сходи-

мости ሿ െ ܴ; ܴሾ, т. е. ряд ∑ ܽݔ∞
ୀ  сходится. Выберем такое число ݍ, 

что |ݔ| ൏ ݍ ൏ ܴ на отрезке ሾ– ;ݍ ሿሿݍ െ ܴ; ܴሾ ряд ∑ ݊ܽݔିଵ∞
ୀ  соглас-

но предыдущей теореме сходится равномерно. Следовательно, на ука-
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занном отрезке, а значит и в точке ݔ ряд ∑ ܽݔ∞
ୀ  можно почленно 

дифференцировать, и справедливо равенство ܵ ′ሺݔሻ ൌ ∑ ݊ܽݔିଵ∞
ୀ , 

что и требовалось доказать. 
Следствие. Степенной ряд на интервале сходимости ሿ െ ܴ; ܴሾ, ܴ ് 0, 

можно почленно дифференцировать любое число раз. 
Действительно, т. к. результатом почленного дифференцирования 

степенного ряда является степенной ряд с тем же радиусом сходимо-
сти, то к нему применима последняя теорема.  
Пример 13. Разложить в ряд по степеням ݔ функцию  

݂ሺݔሻ ൌ ௫మିଶ௫ାଵଽ
ሺ௫ିଷሻమሺଶ௫ାହሻ

. 

Решение. Разложим ݂ሺݔሻ на элементарные дроби. Имеем 
݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ଶ௫ାହ
 ଶ

ሺ௫ିଷሻమ
. По формуле суммы геометрической прогрессии: 

ଵ
ଶ௫ାହ

ൌ ଵ
ହ

ଵ
ଵାమೣఱ

ൌ ଵ
ହ
∑ ሺെ1ሻሺଶ௫

ହ
ሻ, |ݔ| ൏ ହ

ଶ
ஶ
ୀ  и ଶ

ሺ௫ିଷሻ
ൌ െ ଶ

ଷ
ଵ

ଵିೣయ
ൌ 

ൌ െ ଶ
ଷ
∑ ሺ௫

ଷ
ሻஶ

ୀ , |ݔ| ൏ 3. Складывая ряды для ଵ
ଶ௫ାହ

 и  ଶ
ሺ௫ିଷሻమ

, имеем 

݂ሺݔሻ ൌ ∑ ቀሺെ1ሻ ଶ

ହశభ
 ଶሺାଵሻ

ଷశమ
ቁ ,ݔ |ݔ| ൏ ହ

ଶ
ஶ
ୀ . 

§ 10. êüÑõ íÖâãéêÄ 

Пусть функция ݂ሺݔሻ имеет в окрестности точки ݔ производные 
любого порядка. Поставим ей в соответствие степенной ряд 

݂ሺݔሻ~݂ሺݔሻ  ݂ᇱሺݔሻሺݔ െ ሻݔ 
ሺ௫బሻ
ଶ!

ሺݔ െ ሻݔ  ሺሻሺ௫బሻڮ
!

ሺݔ െ ሻݔ 

ڮ ൌ ∑ ሺሻሺ௫బሻ
!

ሺݔ െ ሻஶݔ
ୀ .  (17) 

Он называется рядом Тейлора функции ݂ሺݔሻ в точке ݔ. Если 
ݔ ൌ 0, то ряд Тейлора имеет вид: 

݂ሺݔሻ~݂ሺ0ሻ  ݂ᇱሺ0ሻݔ  ᇲᇲሺሻ௫మ

ଶ!
 ڮ ሺሻሺሻ௫

!
 ڮ ൌ ∑ ሺሻሺሻ

!
ஶݔ

ୀ  
и называется (ошибочно!) рядом Маклорена. 

Радиус сходимости R степенного ряда (17) может быть как равным 
нулю, так и отличным от него, причем в последнем случае сумма ܵሺݔሻ 
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ряда Тейлора может не совпадать с ݂ሺݔሻ. Важно определить, когда в 
формуле (17) допустим знак равенства, т. е. когда ряд Тейлора схо-
дится к функции ݂ሺݔሻ, для которой он составлен.  

Если ܵሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ на ሿݔ െ ܴ; ݔ  ܴሾ, то говорят, что функция ݂ሺݔሻ 
разложима в ряд Тейлора в окрестности точки ݔ. Легко увидеть, что 
частичные суммы ряда (17) ܵሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ  ݂ᇱሺݔሻሺݔ െ ሻݔ 
 ᇲᇲሺ௫బሻ

ଶ!
ሺݔ െ ሻଶݔ  ڮ ሺሻሺ௫బሻ

!
ሺݔ െ ሻݔ ൌ ∑ ሺೖሻሺ௫బሻ

!
ሺݔ െ ሻஶݔ

ୀ  
представляют собой многочлен Тейлора ܲሺݔሻ функции ݂ሺݔሻ в точке 
  ሻ, справедливо равенствоݔ. Если ряд сходится к функции ݂ሺݔ
݂ሺݔሻ ൌ ܲሺݔሻ  ܴሺݔሻ ൌ ܵሺݔሻ  ܴሺݔሻ.  (18) 
Из равенства (18) следует  
Теорема 16. Для того, чтобы бесконечно дифференцируемая в ок-

рестности точки ݔ функция ݂ሺݔሻ была разложима в ряд Тейлора в 
окрестности этой точки, необходимо и достаточно, чтобы  
݈݅݉՜ஶ ܴሺݔሻ ൌ ݔሿ߳ݔ 0 െ ܴ; ݔ  ܴሾ. (19) 
Подчеркнем, что в равенство (19) входит остаточный член не ряда, 

а формулы Тейлора, которые в общем случае различны. В самом де-
ле, если ряд Тейлора сходится к ܵሺݔሻ ് ݂ሺݔሻ, то из равенств ܴሺݔሻ ൌ
ൌ ݂ሺݔሻ െ ܲሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ ܵሺݔሻ, ሻݔሺݎ ൌ ܵሺݔሻ െ ܵሺݔሻ следует, что 
ܴሺݔሻ ് ሻݔሻ. Если ܵሺݔሺݎ ൌ ݂ሺݔሻ, то, очевидно, что ܴሺݔሻ ൌ  .ሻݔሺݎ
Напомним, что остаток ܴሺݔሻ формулы Тейлора может быть пред-
ставлен в одном из следующих видов:  

ܴሺݔሻ ൌ
ሺశభሻሺሻ
ሺାଵሻ!

ሺݔ െ ,ሻାଵݔ ܿ ;ݔሿא  ;ሾ — форма Лагранжаݔ
ܴሺݔሻ ൌ 0ሺሺݔ െ ,ሻሻݔ ݔ ՜  . — форма Пеаноݔ
На практике часто используется следующий достаточный признак 

разложимости функции в ряд Тейлора. 
Теорема 17. Если для любых ݔ ሿא  ݔ െ ܴ; ݔ  ܴሾ все производ-

ные функции ݂ሺݔሻ ограничены одной и той же константой M, то ряд 
Тейлора (17) сходится к функции ݂ሺݔሻ в интервале |ݔ െ |ݔ ൏ ܴ. 
Доказательство. Согласно представлению остаточного члена 

формулы Тейлора в форме Лагранжа имеем |ܴሺݔሻ| ൌ ฬ
ሺశభሻሺሻ
ሺାଵሻ!

ሺݔ െ

െݔሻାଵቚ  ܯ ோశభ

ሺାଵሻ!
ݔ  ݔሿא െ ܴ; ݔ  ܴሾ. Числовой ряд ∑ ோశభ

ሺାଵሻ!
ஶ
ୀ  

сходится по признаку Д’Аламбера. Тогда на основании необходимого 
признака сходимости ряда lim՜ஶ ܴ ൌ ݔ 0 ݔሿא െ ܴ; ݔ  ܴሾ. 
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Решим теперь следующую задачу. Известно, что в окрестности 
точки ݔ некоторый степенной ряд по степеням ݔ െ   сходится кݔ
бесконечно дифференцируемой функции ݂ሺݔሻ, т. е.  
݂ሺݔሻ ൌ ܽ  ܽଵሺݔ െ ሻݔ  ܽଶሺݔ െ ሻଶݔ  ڮ ܽሺݔ െ ሻݔ   (20)  ڮ
Является ли ряд (20) рядом Тейлора функции ݂ሺݔሻ?  
После последовательного почленного дифференцирования степен-

ного ряда (20), что допустимо, согласно теореме о дифференцирова-
нии степенного ряда и следствию из нее, имеем: 
݂ᇱሺݔሻ ൌ ܽଵ  2ܽଶሺݔ െ ሻݔ  ڮ ݊ܽሺݔ െ ሻିଵݔ    ڮ
݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ 2ܽଶሺ1  3 כ 2ܽଷሺݔ െ ሻݔ  ڮ ݊ሺ݊ െ 1ሻܽሺݔ െ ሻିଶݔ   ڮ
…………… .. 
݂ ൌ ݊! ܽ  ሺ݊  1ሻ݊ ڮ 2ܽାଵሺݔ െ ሻݔ   ڮ

При ݔ ൌ  получаем ܽݔ ൌ ݂ሺݔሻ,  ܽଵ ൌ ݂ᇱሺݔሻ,  ܽଶ ൌ
ᇱᇱሺ௫బሻ
ଶ!

, … ,  ܽ ൌ

ൌ ሺሻሺ௫బሻ
!

. 
Отсюда следует:  
Теорема 18. Если степенной ряд по степеням ݔ െ   сходится кݔ

функции ݂ሺݔሻ в окрестности точки ݔ, то он является рядом Тейло-
ра функции ݂ሺݔሻ в окрестности этой точки. 

§ 11. êÄáãéÜÖçàÖ ùãÖåÖçíÄêçõï îìçäñàâ  

Ç êüÑ åÄäãéêÖçÄ 

Представим разложение в ряд Маклорена некоторых основных 
функций. 
ሻ࢞ሺࢌ .1 ൌ Так как ݂ሺሻ .࢞ࢋ ൌ ݁௫ и ห݂ሺሻሺݔሻห ൌ ݁௫ െ ݁ при |ݔ| ൏  ,ܣ
где А — сколь угодно большое положительное число на основании 
последней теоремы, заключаем, что функция ݁௫ разложима в ряд 
Маклорена, сходящийся к ней при любом ݔ א ܴ. При этом ݁௫ ൌ 1 
௫
ଵ
 ௫మ

ଶ!
 ڮ ௫

!
 ڮ ൌ ∑ ௫

!
ஶ
ୀ , поскольку ܽ ൌ ݂ሺሻሺ0ሻ ൌ ଵ

!
. 

ሻ࢞ሺࢌ .2 ൌ  Используя предыдущее разложение, определение .࢞ࢎࢉ
функции ݕ ൌ   :и свойство суммы сходящихся рядов, имеем ݔ݄ܿ
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ݔ݄ܿ ൌ ଵ
ଶ
ሺ݁௫  ݁ି௫ሻ ൌ ଵ

ଶ
ሺ∑ ௫

!
ஶ

ୀ ∑ ሺି௫ሻ

!
ሻ ൌஶ

ୀ   

ൌ ଵ
ଶ
ሺ∑ ቀ1  ሺെ1ሻሻ ௫



!
ቁ ൌ ∑ ௫మೖ

ሺଶሻ!
,ஶ

ୀ
ஶ
ୀ   

т. е. ݄ܿݔ ൌ 1  ௫మ

ଶ!
 ௫ర

ସ!
 ڮ ௫మ

ሺଶሻ!
 ڮ ൌ ∑ ௫మ

ሺଶሻ!
, ݔ א ܴ.ஶ

ୀ  

ሻ࢞ሺࢌ .3 ൌ ݔ݄ݏ Так как .࢞ࢎ࢙ ൌ ଵ
ଶ
ሺ݁௫ െ ݁ି௫ሻ ൌ ሺ݄ܿݔሻᇱ, то на основа-

нии теоремы о конечном дифференцировании степенного ряда, ис-
пользуя разложение для ݄ܿݔ, получаем: 

ݔ݄ݏ ൌ ݔ  ௫య

ଷ!
 ௫ఱ

ହ!
 ڮ ௫మశభ

ሺଶାଵሻ!
 ڮ ൌ ∑ ௫మశభ

ሺଶାଵሻ!
, ݔ א ܴஶ

ୀ .  

ሻ࢞ሺࢌ .4 ൌ ሻݔТак как ݂ሺሻሺ .࢞ ࢙ ൌ sinሺሻݔ ൌ sin ሺݔ  గ
ଶ
ሻ и 

ห݂ሺሻሺݔሻห ൌ ቚsin ሺݔ  గ
ଶ
ሻቚ  1, ݔ א ܴ, то sin ݔ ൌ ݔ െ ௫య

ଷ!
 ௫ఱ

ହ!
െ ڮ

ሺെ1ሻ ௫మశభ

ሺଶାଵሻ!
 ڮ ൌ ∑ ሺെ1ஶ

ୀ ሻ ௫మశభ

ሺଶାଵሻ!
, ݔ א ܴ. 

Действительно, ܽ ൌ
௦ሺೖሻሺሻ

!
ൌ

௦ഏೖమ
!

ൌ ൝
0,       если ݇ ൌ 2݊       
ሺିଵሻ

ሺଶାଵሻ
, если ݇ ൌ 2݊  1. 

ሻ࢞ሺࢌ .5 ൌ Из равенства cos .࢞ ܛܗ܋ ݔ ൌ ሺsin  ,ሻԢ, используя формулуݔ
получаем искомое разложение: 

cos ݔ ൌ 1 െ ௫మ

ଶ!
 ௫ర

ସ!
െ ڮ ሺെ1ሻ ௫మ

ሺଶሻ!
 ڮ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ௫మ

ሺଶሻ!
, ݔ א ܴஶ

ୀ .  

ሻ࢞ሺࢌ .6 ൌ ሺܖܔ  -ሻ. На основании теоремы о почленом интегриро࢞
вании степенного ряда с учетом выражения для суммы бесконечно-
убывающей геометрической прогрессии имеем: 

lnሺ1  ሻݔ ൌ  ௗ௧
ଵା௧

ൌ  ሺ∑ ሺെݐሻሻ݀ݐ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ௫శభ

ାଵ
,ஶ

ୀ
ஶ
ୀ

௫


௫
  т. е.  

lnሺ1  ሻݔ ൌ ݔ െ ௫మ

ଶ
 ௫య

ଷ
െ ௫ర

ସ
 ڮ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ௫శభ

ାଵ
, ݔ ሿ א െ 1; 1ሾஶ

ୀ . 
Можно показать, что последнее равенство верно и при ݔ ൌ 1, т. е. 

для всех ሿ െ 1; 1ሿ. 
ሻ࢞ሺࢌ .7 ൌ ሺ  ,ࢻሻ࢞ ࢻ א  В данном случае оценка производных .ࡾ

݂ሺሻሺݔሻ затруднительна, поэтому воспользуемся другим, более общим 
приемом. Функция ݂ሺݔሻ ൌ ሺ1    ሻכሻఈ удовлетворяет равенству ሺݔ
ሺ1  ሻݔሻ ݂ᇱሺݔ ൌ ሻ и условию ݂ሺ0ሻݔሺ݂ߙ ൌ 1. Так как решение задачи 
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Коши для дифференциального уравнения (*) единственно, то если 
найдется степенной ряд 1  ∑ ܽݔஶ

ୀ , удовлетворяющий уравнению 
(*), он будет искомым разложением заданной функции. Итак,  
ሺ1  ሻሺܽଵݔ  2ܽଶݔ  3ܽଷݔଶ  ڮ ݊ܽݔିଵ  ሻڮ ൌ ሺ1ߙ  ܽଵݔ 

ܽଶݔଶ  ڮ ܽݔሻ или ܽଵ  ሺܽଵ  2ܽଶሻݔ  ሺ2ܽଶ  3ܽଷሻݔଶ 
…ሺ݊ܽ  ሺ݊  1ሻܽାଵሻݔ  … ൌ ߙ  ଶݔଶܽߙ +ݔଵܽߙ  ڮ ݔܽߙ  … 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ݔ, имеем:  
ܽଵ ൌ ߙ ൌ ఈ

ଵ!
;   ܽଵ  2ܽଶ ൌ ଵܽߙ ൌ ܽଶ ൌ

భሺఈିଵሻ
ଶ

െ ఈሺఈିଵሻ
ଶ!

,    

2ܽଶ  3ܽଷ ൌ ଶܽߙ ൌ ܽଷ ൌ
మሺఈିଶሻ

ଷ
ൌ ఈሺఈିଵሻሺఈିଶሻ

ଷ!
… . ൌ   

ൌ ܽ ൌ
ఈሺఈିଵሻሺఈିଶሻ…ሺఈିାଵሻ

!
, ݊ א ܰ,  

т. е. ሺ1  ሻఈݔ ൌ 1 ڮ ఈሺఈିଵሻ
ଶ!

ଶݔ  ڮ ఈሺఈିଵሻሺఈିଶሻ…ሺఈିାଵሻ
!

ݔ       ڮ

ൌ 1  ∑ ఈሺఈିଵሻሺఈିଶሻ…ሺఈିାଵሻ
!

,ݔ  ݔ ሿא െ 1; 1ሾ .                                  ሺככሻஶ
ୀଵ   

Поскольку радиус сходимости полученного ряда равен 1, что не-
сложно проверить, использовав признак Д’Аламбера. Ряд, стоящий в 
правой части формулы (**), называется биномиальным. При ߙ ൌ ݊ א ܰ 
все коэффициенты ряда (**), начиная с ሺ݊  1ሻ, обращаются в нуль, и 
степенной ряд преобразуется в бином Ньютона ሺ1  ሻݔ ൌ 1  ݔ݊ 
ሺିଵሻ

ଶ!
ଶݔ  ڮ ݔ ൌ ∑ ܿݔ

ୀ .  

§ 12. åÖíéÑõ êÄáãéÜÖçàü îìçäñàâ  

Ç êüÑ åÄäãéêÖçÄ 

Разложение функции в ряд Тейлора по определению часто связано 
с громоздкими вычислениями при нахождении производных и слож-
ностью исследования его сходимости. 

Иногда удается избежать указанных трудностей, используя вспо-
могательные приемы. Проиллюстрируем их применение на конкрет-
ных примерах. 

1. Метод, использующий формулу суммы бесконечно убываю-
щей геометрической прогрессии. 
Пример 14. Разложить в ряд Тейлора в окрестности точки ݔ ൌ െ2 

функцию ݂ሺݔሻ ൌ ଵ
ሺଵା௫ሻ

. 
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Решение. Так как ଵ
ଵା௫

ൌ ଵ
ଵାሺ௫ାଶሻିଶ

ൌ െ ଵ
ଵିሺ௫ାଶሻ

, то при |ݔ  2| ൏ 1 

      ଵ
ଵା௫

ൌ െሺ1  ሺݔ  2ሻ  ሺݔ  2ሻଶ  ڮ ሺݔ  2ሻ  ሻڮ ൌ 

ൌ െ∑ ሺݔ  2ሻ, ݔ ሿא െ 3;െ1ሾஶ
ୀ .  

2. Метод подстановки. 
Пример 15. Разложить функцию ݂ሺݔሻ ൌ sin ݔ по степеням ݔ2 െ గ

ସ
. 

Решение. Запишем следующую цепочку равенств:  

sin ݔ2 ൌ อ
ݔ െ గ

ସ
ൌ ݐ

ݔ ൌ ݐ  గ
ସ

อ ൌ sin 2 ቀݐ  గ
ସ
ቁ ൌ cos ݐ2 ൌ ݐ2| ൌ |ଵݐ ൌ cos ଵݐ ൌ

ൌ ∑ ሺെ1ሻ ௧భ
మ

ሺଶሻ!
, ଵݐ א ܴ ஶ

ୀ . 

Возвращаясь к старой переменной ݔ по формуле ݐଵ ൌ 2 ቀݔ െ గ
ସ
ቁ,  

получаем: 

sin ݔ2 ൌ ∑ ሺെ1ሻ ଶమ

ሺଶሻ!
ቀݔ െ గ

ସ
ቁ
ଶ
, ݔ א ܴ.ஶ

ୀ   

3. Метод интегрирования.  

Пример 16. Разложить в ряд Маклорена функцию ݂ሺݔሻ ൌ ln ଵା௫
ଵି௫

. 

Решение. Так как ln ଵା௫
ଵି௫

ൌ 2 ௗ௧
ଵି௧మ

௫
  и ଵ

ଵି௧మ
ൌ ∑ ଶஶݐ

ୀ , то 

ln ଵା௫
ଵି௫

ൌ 2 ሺ௫ ∑ ݐଶሻ݀ݐ ൌ 2∑ ௫మశభ

ଶାଵ
ஶ
ୀ , ݔ ሿא െ 1; 1ሾ.ஶ

ୀ   

4. Метод дифференцирования. 

Пример 17. Разложить в ряд Маклорена функцию ݂ሺݔሻ ൌ െ ଶ௫
ሺଵି௫మሻమ

. 

Решение. Так как ଶ௫
ሺଵି௫మሻమ

ൌ ሺ ଵ
ሺଵି௫మሻమ

ሻԢ и ଵ
ଵି௫మ

ൌ ∑ ଶஶݔ
ୀ  при |ݔ| ൏ 1, 

то ଶ௫
ሺଵି௫మሻమ

ൌ ሺ∑ ଶஶݔ
ୀ ሻᇱ ൌ ሺ1  ଶݔ  ସݔ ڮ ଶݔ ڮሻᇱ ൌ ݔ2 

4ݔଷ  ଶିଵݔ2݊ڮ  ڮ ൌ ∑ ,ଶିଵݔ2݊ ݔ ሿא െ 1; 1ሾஶ
ୀ . 

Заметим, что для разложения функции в ряд Тейлора используют и 
другие методы, основанные на операциях умножения и деления ря-
дов, которые здесь не рассматриваются. 
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§ 13. èêàãéÜÖçàü ëíÖèÖççõï êüÑéÇ 

Приближенное вычисление значений функции 

Для нахождения приближенного значения функции ݂ሺݔሻ в точке ݔ 
с заданной точностью поступим следующим образом: разложим 
функцию ݂ሺݔሻ в ряд по степеням ݔ െ  ,ଵ с интервалом сходимостиݔ
содержащим точку ݔ, где ݔଵ — точка, в которой значения функции и 
ее производных легко вычисляются точно. Переменной ݔ придадим 
значение ݔ и в полученном числовом ряде ∑ ܽሺݔ െ ଵሻஶݔ

ୀ  оставим 
только члены, гарантирующие заданную точность вычисления. Мак-
симальное число ݊ таких членов ряда определим из соответствую-
щей оценки, либо остатка ܴሺݔሻ формулы Тейлора, либо остатка 
-ሻ ряда Тейлора, т. к. в случае сходимости степенного ряда функݔሺݎ
ции ݂ሺݔሻ они равны между собой. 
Пример 18. Вычислить с точностью ߝ ൌ 0,01 число ݁. 

Решение. Так как ݁௫ ൌ ∑ ௫ೖ

!
 ܴሺݔሻ ൌ ∑ ௫ೖ

!
 

ሺାଵሻ!
ାଵ,ݔ

ୀ

ୀ

0 ൏ ܿ ൏ ,ݔ ݔ א ܴ, то из оценки |ܴሺ1ሻ| ൌ


ሺାଵሻ!
൏ ଷ

ሺାଵሻ!
 0,01 следу-

ет, что ݊  5, т. е. ݊ ൌ 5. Итак, ݁ ൎ 1  1  ଵ
ଶ!
 ଵ

ଷ!
 ଵ

ସ!
 ଵ

ହ!
ൎ 2 

0,5  0,167  0,042  0,008 ൌ 2,717 или ݁ ൎ 2,72 ሺߝ ൌ 0,01ሻ. Отме-
тим, что в данном примере мы считали ݔ ൌ 1, ଵݔ ൌ 0. 
Пример 19. Разложить в ряд Тейлора функцию ݂ሺݔሻ ൌ arcsin  .ݔ
Решение. Воспользуемся разложением в ряд производной функции 

и последующим почленным интегрированием ряда. Найдем произ-
водную ݂ᇱሺݔሻ ൌ ଵ

ඥଵି௫మ
, которую можно рассматривать как степенную 

функцию ሺ1  ߙ ሻఈ приݔ ൌ െ ଵ
ଶ
 с заменой ݔ на െݔଶ по формуле 

ଵ
√ଵି௫

ൌ 1  ଵ
ଶ
ݔ  ଵכଷ

ଶכସ
ଶݔ  ଵכଷכହ

ଶכସכ
ଷݔ  имеем: ଵ ڮ

ඥଵି௫మ
ൌ 1  ଵ

ଶ
ଶݔ 

ଵכଷ
ଶכସ

ସݔ  ଵכଷכହ
ଶכସכ

ݔ  ڮ ଵכଷכହכ…כሺଶିଵሻ
ଶכସככ…כଶ

ଶݔ   ڮ
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Отсюда, интегрируя от 0 до ݔ, где |ݔ| ൏ 1, получаем:  ௗ௧
√ଵି௧మ

ൌ௫


ൌ arcsin ݐ  |௫ ൌ  ௫ݐ݀
  ଵ

ଶ  ௫ݐଶ݀ݐ
  ଷԥ

ସԥ  .ݐସ݀ݐ .  ሺଶିଵሻԥ
ሺଶሻԥ  ݐଶ݀ݐ ௫


௫
 …= 

ൌ ଵݔ 
ଵ
ଶ
௫మ

ଷ
 ଷԥ

ସԥ
௫ఱ

ହ
 ହԥ

ԥ
௫ళ


 ڮ ሺଶାଵሻԥ

ሺଶሻԥ
௫మ

శభ

ଶିଵ
  ڮ

Итак, для |ݔ| ൏ 1 имеем разложение:  

arcsin ݔ ൌ ݔ  ∑ ሺଶିଵሻԥ
ሺଶሻԥ

ଶశభஶݔ
ୀଵ .  

(Можно проверить, что это разложение верно и при ݔ ൌ േ1). 

Применение правила умножения рядов 

Разложение в степенной ряд функции ߖሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ߮ሺݔሻ может 
быть осуществлено с помощью правила умножения рядов, если раз-
ложения функций ݂ሺݔሻи ߮ሺݔሻ известны. 

Пусть в некоторой окрестности нуля имеют место разложения 
݂ሺݔሻ ൌ ܽ  ܽଵݔ  ܽଶݔଶ  ڮ ܽݔ ڮ, 
߮ሺݔሻ ൌ ܾ  ܾଵݔ  ܾଶݔଶ  ڮ ܾݔ, тогда произведение ݂ሺݔሻ߮ሺݔሻ 

разлагается в той же окрестности нуля в степенной ряд 
ሺכሻ݂ሺݔሻ߮ሺݔሻ ൌ ܾܽ  ሺܾܽଵ  ܽଵܾሻݔ  ሺܾܽଶ  ܽଵܾଵ  ܽଶܾሻݔଶ 
ڮ ሺܾܽ  ܽଵܾିଵ  ڮ ܾܽሻݔ  ሻݔВ частности, при ݂ሺ .ڮ ൌ 
ൌ ߮ሺݔሻ получается следующее правило возведения степенного ряда в 
квадрат: 
ሺככሻሾ݂ሺݔሻሿ ൌ ܽଶ  2ܽܽଵݔ  ሺ2ܽܽଵ  ܽଵଶሻݔଶ   

     ሺ2ܽܽଷ  2ܽଵܽଶሻݔଷ  ሺ2ܽܽସ  2ܽଵܽଷ  ܽଶଶሻݔସ     ڮ
Пример 20. Разложить в степенной ряд по степеням ݔ функцию 

݂ሺݔሻ ൌ ୪୬ሺଵା௫ሻ
ଵା௫

. 
Решение. В интервале െ1 ൏ ݔ ൏ 1 имеют место разложения 

ଵ
ଵା௫

ൌ 1 െ ݔ  ଶݔ െ ଷݔ  lnሺ1 ,ڮ  ሻݔ ൌ 1 െ ௫మ

ଶ
 ௫య

ଷ
  поэтому по ,ڮ

формуле (*) ୪୬ሺଵା௫ሻ
ଵା௫

ൌ ቀݔ െ ௫మ

ଶ
 ௫య

ଷ
െ ௫ర

ସ
 ቁڮ ሺ1 െ ݔ  ଶݔ െ ଷݔ ڮሻ ൌ 

ൌ ݔ െ ቀ1  ଵ
ଶ
ቁ ଶݔ  ቀ1  ଵ

ଶ
 ଵ

ଷ
ቁ ଷݔ െ ቀ1  ଵ

ଶ
 ଵ

ଷ
 ଵ

ସ
ቁ ସݔ    ڮ

 ሺെ1 ൏ ݔ ൏ 1ሻ.   
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Интегрирование дифференциальных уравнений 

Степенные ряды могут применяться также для решения дифферен-
циальных уравнений, например, в случае, если их решение не удается 
найти в элементарных функциях. 
Пример 21. Найти решение уравнения ሺכሻݕݕᇱ ൌ sin -удовлетво ,ݕ

ряющее начальному условию ( )0 2y π= . 
Решение. Уравнение ሺכሻ допускает разделение переменных 

௬ௗ௬
ୱ୧୬௬

ൌ -ሻ не выככሻ, однако интеграл от левой части уравнения ሺככሺ ݔ݀
ражается в элементарных функциях. Можно убедиться, что в окрест-
ности точки ݔ ൌ 0 уравнение ሺכሻ удовлетворяет условиям теоремы о 
существовании и единственности решения задачи Коши. Будем ис-

кать его в виде ряда Маклорена ݕሺݔሻ ൌ ∑ ௬ሺሻሺሻ
!

.ஶݔ
ୀ  Так как 

ሺ0ሻݕ ൌ ߨ
2ൗ , а ሺכככሻ ݕᇱ ൌ ୱ୧୬௬

௬
, то ݕᇱሺ0ሻ ൌ 2 ൗߨ . Дифференцируя по ݔ 

обе части равенства ሺכככሻ, находим ሺככככሻݕᇱᇱ ൌ ൫௬ᇲ ୡ୭ୱ௬൯௬ି௬ᇲ ୱ୧୬௬
௬మ

ൌ 

ൌ ௬ᇲሺ௬ ୡ୭ୱ௬ିୱ୧୬௬ሻ
௬మ

, откуда следует ݕᇱሺ0ሻ ൌ െ ௬ᇲሺሻୱ୧୬ ሺగ ଶൗ ሻ
ሺగ ଶൗ ሻమ

ൌ െሺଶ
గ
ሻଷ. Сно-

ва дифференцируя обе части равенства ሺככככሻ, находим ݕᇱᇱᇱሺ0ሻ. Про-
должая этот процесс, можно получить любое число членов разложе-
ния в ряд Маклорена искомого решения ݕ ൌ :ሻݔሺݕ ݕ ൌ ߨ

2ൗ  2 ൗߨ ݔ െ

െ2
ଷ

ଷൗߨ ଶݔ   ڮ

Применение рядов к раскрытию неопределенностей 

Разложение функций в ряд можно использовать при раскрытии не-
определенностей. Покажем на примерах, как это можно сделать. 

Пример 22. Раскрыть неопределенность 0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 lim௫՜
௫ ୡ୭ୱ௫ିୱ୧୬௫
௫మሺೣିଵሻ

 

Решение. Разложим функции sin ݔ , cos ݔ  и ݁௫ в соответствующие 
ряды. 
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lim௫՜
௫ ୡ୭ୱ ௫ିୱ୧୬௫
௫మሺೣିଵሻ

ൌ

ൌ lim௫՜
௫൬ଵିೣ

మ
మ ାڮ൰ିሺ௫ିೣ

మ
ల ାڮሻ

௫మ൬௫ାೣ
మ
మ ାڮ൰

ൌ

ൌ lim௫՜
ିೣ

య
య ା

ೣఱ
లబାڮ

௫యሺଵାೣమାڮሻ
ൌ lim௫՜

௫య

௫య
ሺିଵ ଷൗ ା௫మሺଵ ൗ ାڮሻ

ሺଵା௫൫ଵ ଶൗ ାڮ൯
ൌ

ൌ lim௫՜
ିଵ ଷൗ ା௫మሺଵ ൗ ାڮሻ

ଵା௫ሺଵ ଶൗ ାڮሻ
ൌ െ ଵ

ଷ
.    

При переходе к пределу в последнем равенстве рассуждаем сле-
дующим образом: сумма ряда, стоящего в круглых скобках в числи-
теле, является непрерывной функцией от ݔ и при ݔ ՜ 0 стремится к 
числу ଵ


. Поэтому lim௫՜ ଶݔ ቀ

ଵ

 ቁڮ ൌ 0 כ ଵ


ൌ 0. Аналогично в 

знаменателе имеем: lim௫՜ ݔ ቀ
ଵ
ଶ
 ቁڮ ൌ 0 כ ଵ

ଶ
ൌ 0.  

Приближенное вычисление интегралов 

Многие определенные интегралы, не выражающиеся в элементар-
ных функциях, могут быть вычислены с помощью рядов. 
Пример 23. Вычислить  ݁ି௫మ݀ݔ

ଵ
ଷൗ

  с точностью ߝ ൌ 0,001. 

Решение. Имеем ݁ି௫మ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ௫మ

!
ݔ  א ܴ,  ݁ି௫మ݀ݔ

ଵ
ଷൗ

 ൌஶ
ୀ   

ൌ ∑ ሺିଵሻ

!
ஶ
ୀ  ݔଶ݀ݔ

ଵ
ଷൗ

 ൌ ∑ ሺିଵሻ

!ሺଶାଵሻ
ሺଵ
ଷ
ሻଶାଵஶ

ୀ  . 

|ݎ|  ଵ
ሺାଵሻ!ሺଶାଷሻଷమశయ

 0,001, следовательно  ݊  1 ൌ  ݊ ൌ 1 и 

 ݁ି௫మ݀ݔ
ଵ
ଷൗ

 ൎ ଵ
ଷ
െ ଵ

ଷכଷయ
ൎ 0,3333 െ 0,0123 ൌ 0,321.  

Окончательно получаем   ݁ି௫మ݀ݔ
ଵ
ଷൗ

 ൎ 0,321 ሺߝ ൌ 0,001ሻ. 
Пример 24. Вычислить  ୱ୧୬௫

௫
ଵݔ݀

  с точностью ߝ ൌ 0,001. 

Решение. Используя разложения для sin получаем ୱ୧୬௫ ,ݔ
௫

ൌ 

ൌ ∑ ሺെ1ሻ ௫మ

ሺଶାଵሻ!
ݔ  א ܴ ൌ  ୱ୧୬௫

௫
ݔ݀ ൌ ∑ ሺିଵሻ

ሺଶାଵሻ!  ଵݔଶ݀ݔ
 ൌஶ

ୀ
ଵ


ஶ
ୀ

 ൌ ∑ ሺିଵሻ

ሺଶାଵሻ!ሺଶାଵሻ
, |ݎ|  ଵ

ሺଶାଷሻ!ሺଶାଷሻ
 0,001ஶ

ୀ  при ݊  2,  т. е. 0 2n = . 
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Следовательно,  ୱ୧୬௫
௫

ଵ
 ݔ݀ ൎ 1 െ ଵ

ଷכଷ!
 ଵ

ହכହ!
ൎ 1 െ 0,0555  0,0016 ൌ 

ൌ 0,9461 или  ୱ୧୬௫
௫

ଵ
 ݔ݀ ൎ 0,946 ሺߝ ൌ 0,001ሻ. 

§ 14. çÄïéÜÑÖçàÖ ëìåå óàëãéÇõï êüÑéÇ.  
ìÅõëíêÖçàÖ ëïéÑàåéëíà 

При нахождении суммы числового ряда вычисляют его частичную 
сумму, для которой величина остатка ряда не превосходит заданной 
абсолютной погрешности. Используя известные разложения в сте-
пенные ряды, сумму числового ряда в некоторых случаях можно вы-
разить в виде значения функции в определенной точке. 

Итак, нам потребуются следующие равенства 

( )
1 1 . 

( 1)k n k k nα α α

∞

=
=

+ + + +
∑   (*) 

( )( ) ( )
1 1 .

1 ( 2) 2 ( 1)k n k k k n nα α α α α

∞

=
=

+ + + + + + + +
∑

 
(**) 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 ,
1 1k n k k k p p n n pα α α α α

∞

=
=

+ + + … + + + … + + −
∑   

.p N∈  (***) 
При нахождении суммы числового ряда требуется брать большое 

число членов, если остаток этого ряда медленно стремится к нулю. 
Такой ряд следует преобразовать в ряд, остаток которого стремится к 
нулю быстрее. Данное преобразование называется убыстрением схо-
димости ряда. Одним из методов убыстрения сходимости является 
метод Куммера. Неизвестная сумма А сходящегося ряда 

 ∑ ܽ ஶ
ୀଵ   (21) 

вычисляется по формуле ܣ ൌ ܤݍ  ∑ ሺܽ െ ሻ,ஶܾݍ
ୀଵ   (22) 

где В — известная сумма ряда ∑ ܾஶ
ୀଵ  такого, что существует предел 

ݍ ൌ lim՜ଵ
ೖ
ೖ
് 0. 

Пример 25. Найти сумму ряда ∑ ଵ
మ

ஶ
ୀଵ  с точностью до 10ିଷ. 
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Решение. Выясним, сколько членов данного ряда нужно взять для 
достижения требуемой точности. Оценивая остаток, получаем 
∑ ଵ

మ
൏ ∑ ଵ

ሺିଵሻ
ൌ ∑ ଵ

ሺାଵሻ
ൌ ଵ


൏ 0,001,ஶ

ୀ
ஶ
ୀାଵ

ஶ
ୀାଵ   откуда следует, 

что ݊  1000, т. е. для достижения указанной точности требуется 
взять 1001 член исходного ряда. 

Улучшим сходимость ряда. Положив в (22) ܽ ൌ
ଵ
మ
,  

ܾ ൌ
ଵ

ሺାଵሻ
, ݍ ൌ 1, ܽ െ ܾݍ ൌ

ଵ
మሺାଵሻ

, находим  

∑ ଵ
మ
ൌ ∑ ଵ

ሺାଵሻ
 ∑ ଵ

మሺାଵሻ
ൌ 1  ∑ ଵ

మሺାଵሻ
ஶ
ୀଵ

ஶ
ୀଵ

ஶ
ୀଵ

ஶ
ୀଵ .  (23) 

Применяя формулу (22) для преобразования ряда ∑ ଵ
మሺାଵሻ

,ஶ
ୀ   

положив теперь  
ܽ ൌ

ଵ
మሺାଵሻ

,  ܾ ൌ
ଵ

ሺାଵሻሺାଶሻ
, ݍ ൌ 1, ܽ െ ܾݍ ൌ

ଵ
మሺାଵሻሺାଶሻ

.  

Тогда, учитывая (23), имеем ∑ ଵ
మ
ൌ 1  ∑ ଵ

ሺାଵሻሺାଶሻ
ஶ

ୀଵ
ஶ
ୀଵ

2∑ ଵ
మሺାଵሻሺାଶሻ

ൌ 1  ଵ
ଶכଶ

 2∑ ଵ
మሺೖశభሻሺೖశమሻ

.ஶ
ୀଵ

ஶ
ୀଵ  

Вычисление суммы ряда ∑ ଵ
మ

ஶ
ୀଵ  свелось к вычислению суммы ряда 

∑ ଵ
మሺାଵሻሺାଶሻ

ஶ
ୀଵ . 

Оценивая остаток ∑ ଵ
మሺାଵሻሺାଶሻ

൏ ∑ ଵ
ሺିଵሻሺାଵሻሺାଶሻ

ൌஶ
ୀାଵ

ஶ
ୀାଵ

    ൌ ∑ ଵ
ሺାଵሻሺାଶሻሺାଷሻ

ஶ
ୀାଵ ൌ ଵ

ଷሺାଵሻሺାଶሻ
, получаем ଵ

ଷయ
൏ 0,001 · 2, 

откуда ݊ଷ  ଵ
ଷ
כ 2000 ൎ 666,7, или ݊  9, т. е. требуемая точность 

достигается при ݊ ൌ 9.  
Следовательно, ∑ ଵ

మ
ൌ 1  ଵ

ସ
 2∑ ଵ

మሺାଵሻሺାଶሻ
ൌஶ

ୀଵ
ஶ
ୀଵ  

ൌ 1  0,25  2 כ 0,195 ൌ 1,645. Применив преобразование (22) 
еще раз к ряду ∑ ଵ

మሺାଵሻሺାଶሻ
ஶ
ୀଵ ,  можно было бы еще более улучшить 

сходимость. 
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§ 15. ÇõóàëãÖçàÖ ëìåå óàëãéÇõï êüÑéÇ 

Используя известные разложения в степенные ряды, сумму задан-
ного числового ряда иногда удается выразить через значение некото-
рой функции в определенной точке. 
Пример 26. Найти сумму сходящегося числового ряда  

( )0

( 1) .
2 1 (2 3)

n

n n n

∞

=

−
+ +

∑  (*) 

Решение. Рассмотрим степенной ряд  
ܵሺݔሻ ൌ ∑ ሺିଵሻ௫మశయ

ሺଶାଵሻሺଶାଷሻ
, ܵሺ0ሻ ൌ 0,ஶ

ୀ   
сходящийся равномерно при ݔ א ሾെ1; 1ሿ.  

Ряд ܵᇱሺݔሻ ൌ ݔ ∑ ሺିଵሻ௫మశభ

ଶାଵ
ൌ ஶݔ arctg ݔ

ୀ  сходится равномерно на 
ሾ0; 1ሿ, поскольку в этом случае он является рядом Лейбница и 
|ሻݔሺݎ| 

|௫|మశమ

ଶାଵ
 ଵ

ଶାଵ
. Тогда ряд ܵሺݔሻ можно дифференцировать  

почленно на ሾ0; 1ሿ. Решая дифференциальное уравнение  
ܵᇱሺݔሻ ൌ с начальным условием ܵሺ0ሻ ݔ arctg ݔ ൌ 0, находим ܵሺݔሻ ൌ 
ൌ  ݐ݀ rctg tܽ ݐ ൌ ଵ

ଶ
൫ሺ1  ݔ ଶሻarctgݔ െ ݔ ൯ݔ א ሾ0; 1ሿ௫

 . Так как сумма 

числового ряда (*) равна ܵሺ1ሻ, то ∑ ሺିଵሻ

ሺଶାଵሻሺଶାଷሻ
ൌ ଵ

ଶ
ሺ2 arctg 1 െ 1ሻ ൌஶ

ୀ

   ൌ గ
ସ
െ ଵ

ଶ
. 

На практике промежуточные вычисления производят, как правило, 
с одним или двумя дополнительными знаками и результат округляют.  
Пример 27. Вычислить sin 18° с точностью ߝ ൌ 0,0001. 
Решение. Так как 18° ൌ గ

ଵ
 и ряд sin గ

ଵ
ൌ ∑ ሺିଵሻ

ሺଶାଵሻ!
ሺ గ
ଵ
ሻଶାଵஶ

ୀ  явля-

ется рядом Лейбница, то из оценки ቚݎ ቀ గ
ଵ
ቁቚ  ଵ

ሺଶሺାଵሻାଵሻ!
ሺ గ
ଵ
ሻଶሺାଵሻାଵ 

0,0001 получаем ݊  1, т. е. ݊ ൌ 1.  
Таким образом, sin 18° ൎ గ

ଵ
െ గయ

ଷ!ଵయ
ൎ 0,31416 െ 0,00517 ൌ 

ൌ 0,30899 или sin 18° ൎ 0,3090 ሺߝ ൌ 0,0001ሻ. 
Пример 28. Вычислить √33ఱ  с точностью ߝ ൌ 0,0001. 
Решение. Используя биномиальное разложение, получаем знако-

чередующийся (начиная с n≥2) ряд √33ఱ ൌ √32  1ఱ ൌ 2ට1  ଵ
ଷଶ

ఱ ൌ 
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ൌ 2ሺ1  ଵ
ଷଶ
ሻ
భ
ఱ ൌ 2ሺ1  ଵ

ହ
ቀ ଵ
ଷଶ
ቁ െ ଶ

ଵଶହ
ሺ ଵ
ଷଶ
ሻଶ  

ଵଶହ
ቀ ଵ
ଷଶ
ሻଷ െ ቁڮ ൌ 2 

 ଵ
ହכଵ

െ ଵ
ଷଶכଶହכ଼

 ଷ
ଷଶమכଵଶହכ଼

െ   ڮ

Так как третий член ряда по абсолютной величине заведомо мень-
ше заданной точности ଵ

ଷଶכଶହכ଼
ൌ ଵ

ସכଷଶ
 ଵ

ଵర
, то для решения задачи 

достаточно ограничиться двумя членами ряда, т. е. ݊ ൌ 2.  
Следовательно, √33ఱ ൎ 2  ଵ

ହכଵ
ൌ 2  0,0125 ൌ 2,0125 или 

√33ఱ ൎ 2,0125 ሺߝ ൌ 0,0001ሻ. 
Пример 29. Разложить в ряд Тейлора функцию ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫ାଶ
 по сте-

пеням ݔ െ 1.  
Решение. Преобразуем эту функцию так, чтобы можно было исполь-

зовать разложение функции ଵ
ଵି௫

. Полагая ଵ
௫ାଶ

ൌ 
ଵିሺ௫ିଵሻ

, из тождества 

1 െ ܾሺݔ െ 1ሻ ൌ ܽሺݔ  2ሻ найдем ܽ ൌ ଵ
ଷ
, ܾ ൌ െ ଵ

ଷ
. Следовательно, 

ଵ
௫ାଶ

ൌ ଵ
ଷ
כ ଵ
ଵିೣషభయ

. Заменив в разложении функции ଵ
ଵି௫

 переменную ݔ 

 на  ௫ିଵ
ଷ
, получим ଵ

௫ାଶ
ൌ ଵ

ଷ
ሾ1 െ ௫ିଵ

ଷ
 ሺ௫ିଵሻమ

ଷమ
െ ڮ ሺെ1ሻ ሺ௫ିଵሻ

ଷ
ሿ. Это раз-

ложение справедливо, когда ቚ௫ିଵ
ିଷ
ቚ ൏ 1,െ3 ൏ ݔ െ 1 ൏ 3,െ2 ൏ ݔ ൏ 4. 

Пример 30. Разложить ݂ሺݔሻ ൌ ln ටଵାଶ௫
ଵି௫

య
 в степенной ряд по степе-

ням ݔ. 
Решение. Известно, что lnሺ1  ሻݔ ൌ ∑ ሺെ1ሻାଵ ௫




ஶ
ୀଵ  ሺെ1 ൏ ݔ  1ሻ,  

поэтому  lnሺ1  ሻݔ2 ൌ ∑ ሺെ1ሻ ଶ௫


ஶ
ୀଵ ,   ቀെ ଵ

ଶ
൏ ݔ ൏ ଵ

ଶ
ቁ ,    lnሺ1 െ ሻݔ ൌ   

ൌ െ∑ ௫


, ሺെ1 ൏ ݔ ൏ 1ሻ.ஶ

ୀଵ  Отсюда ln ටଵାଶ௫
ଵି௫

ൌయ ଵ
ଷ
ሾlnሺ1  ሻݔ2 െ lnሺ1 െ ሻሿݔ ൌ  

ൌ ଵ
ଷ
∑ ሾሺെ1ሻାଵ2  1ሿ ௫




ஶ
ୀଵ  ൌ ଵ

ଷ
ቀ3ݔ െ ଷ

ଶ
ଶݔ  ଽ

ଷ
ଷݔ െ ଵହ

ସ
ସݔ  ቁڮ ൌ 

ൌ ݔ െ ଵ
ଶ
ଶݔ  ଷݔ െ െ ହ

ସ
ସݔ  ሺെڮ ଵ

ଶ
൏ ݔ ൏ ଵ

ଶ
ሻ.  
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íàèéÇõÖ áÄÑÄóà à ÄãÉéêàíåõ àï êÖòÖçàü 

1. Постановка задачи. Найти сумму ряда ∑ 
మାା

,ஶ
ୀଵ  где ܣ,  ,

 .целые числа — ݍ
Алгоритм решения.  
а) По условию задачи ܽ ൌ


మାା

. 
Если корни знаменателя различаются на целое число, т. е. ݊ଶ 

݊  ݍ ൌ ሺ݊  ܽሻሺ݊  ܽ  ݇ሻ, где ݇ — натуральное число, то члены 
последовательности частичных сумм ряда ∑ ܽஶ

ୀଵ  легко найти, т. к.  
в выражении ܵ ൌ ܽଵ  ܽଶ ڮ ܽ многие слагаемые взаимно унич-
тожаются. 

б) Разлагаем общий член ряда на элементарные дроби 
మାା

ൌ 

ൌ ଵ

ቀ 
ା

െ 
ାା

ቁ. Выпишем несколько членов ряда так, чтобы было 
видно, какие слагаемые сокращаются при вычислении частичных 
сумм ряда. 

в) Находим n-ю частичную сумму ряда ܵ ൌ ܽଵ  ܽଶ ڮ ܽ. 
г) Сократим соответствующие слагаемые и вычислим сумму ряда 

по формуле ܵ ൌ lim՜ஶ ܵ и записываем ответ. 
Пример 31. Найти сумму ряда ∑ ଶ

మାହାସ
.ஶ

ୀଵ  
Решение. 
Решение будем производить по представленному выше алгоритму. 
а) Корни знаменателя ݊ ൌ െ1 и ݊ ൌ െ4 различаются на целое чис-

ло, т. е. ݊ଶ  5݊  4 ൌ ሺ݊  1ሻሺ݊  1  3ሻ. Следовательно, члены  
последовательности частичных сумм ряда ∑ ܽஶ

ୀଵ  легко найти, так 
что в выражении ܵ ൌ ܽଵ  ܽଶ  ڮ ܽ многие слагаемые взаимно 
уничтожаются. 

б) Разлагаем общий член ряда на элементарные дроби  
ܽ ൌ

ଶ
మାହାସ

ൌ ଶସ
ାଵ

െ ଶସ
ାସ

  и выписываем несколько членов ряда: 

ܽଵ ൌ
ଶସ
ଶ
െ ଶସ

ହ
, ܽଶ ൌ

ଶସ
ଷ
െ ଶସ


, ܽଷ ൌ

ଶସ
ସ
െ ଶସ


,  

ܽସ ൌ
ଶସ
ହ
െ ଶସ

଼
, ܽହ ൌ

ଶସ

െ ଶସ

ଽ
, ܽ ൌ

ଶସ

െ ଶସ

ଵ
,  

    ………………………………………………… 
ܽିହ ൌ

ଶସ
ିସ

െ ଶସ
ିଵ

, ܽିସ ൌ
ଶସ
ିଷ

െ ଶସ

,   
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ܽିଷ ൌ
ଶସ
ିଶ

െ ଶସ
ାଵ

, ܽିଶ ൌ
ଶସ
ିଵ

െ ଶସ
ାଶ

,  

ܽିଵ ൌ
ଶସ

െ ଶସ

ାଷ
, ܽ ൌ

ଶସ
ାଵ

െ ଶସ
ାସ

.  
в) Сокращая все слагаемые, какие возможно, находим n-ю частич-

ную сумму ряда: ܵ ൌ ܽଵ  ܽଶ ڮ ܽ ൌ
ଶସ
ଶ
 ଶସ

ଷ
 ଶସ

ସ
െ ଶସ

ାଶ
െ ଶସ

ାଷ
െ

െ ଶସ
ାସ

ൌ 26 െ ଶସ
ାଶ

െ ଶସ
ାଷ

െ ଶସ
ାସ

. 
г) Вычисляем сумму ряда по формуле ܵ ൌ lim՜ஶ ܵ ൌ

ൌ lim՜ஶ ቀ26 െ
ଶସ
ାଶ

െ ଶସ
ାଷ

െ ଶସ
ାସ

ቁ ൌ 26. 
2. Постановка задачи. Исследовать сходимость ряда с неотрица-

тельными членами ∑ ܽஶ
ୀଵ , где ܽ ൌ ݂ሺ݊, ,ଵሺ݊ሻݑ ,ଶሺ݊ሻݑ  … ሻ,  

,ଵሺ݊ሻݑ  ,ଶሺ݊ሻݑ … — функция с известными наименьшими и наиболь-
шими значениями (например, синус, косинус и т. п.), причем функция 
݂ монотонно зависит от ݑଵ, ,ଶݑ …. 
Алгоритм решения.  
а) Прежде всего, проверяем, что lim՜ஶ ܽ ൌ 0 (если lim՜ஶ ܽ ് 0, 

то ряд расходится, т. к. не выполнено необходимое условие сходимо-
сти ряда). 

б) Поскольку ܽ  0, применяем первую теорему сравнения. 
Чтобы сделать вывод о сходимости (расходимости) дальнейшего 

ряда, мы должны установить справедливость одной из двух гипотез 
(проверяем их в любом порядке). 

I. Исходный ряд ∑ ܽஶ
ୀଵ  сходится. 

II. Исходный ряд ∑ ܽஶ
ୀଵ  расходится. 

Итак, проверяем первую гипотезу. Чтобы установить, что исход-
ный ряд ∑ ܽஶ

ୀଵ  сходится, нужно найти сходящийся ряд ∑ ܾஶ
ୀଵ  та-

кой, что ܽ  ܾሺכሻ. В качестве эталонного ряда ∑ ܾஶ
ୀଵ  используем 

один из следующих рядов: сходящийся обобщенно гармонический 
ряд ∑ 


ஶ
ୀଵ  при   1, а также — сходящийся геометрический ряд 

∑ ஶݍܿ
ୀଵ  при 0 ൏ ݍ ൏ 1 (где ܿ — некоторое положительное число). 
Если существует сходящийся ряд ∑ ܾஶ

ୀଵ  такой, что выполняется 
неравенство (*), то по первой теореме сравнения исходный ряд 
∑ ܽஶ
ୀଵ  сходится. В противном случае, проверяем вторую гипотезу. 
Гипотеза вторая. Чтобы установить, что исходный ряд ∑ ܽஶ

ୀଵ  
расходится, надо найти расходящийся ряд ∑ ܾஶ

ୀଵ  такой, что ܽ  ܾ. 
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В качестве эталонного ряда ∑ ܾஶ
ୀଵ  используем один из следую-

щих рядов: расходящийся обобщенно гармонический ряд ∑ 


ஶ
ୀଵ  при 

  1, а также расходящийся геометрический ряд ∑ ஶݍܿ
ୀଵ  при ݍ  1 

(ܿ — некоторое положительное число).  
Если существует расходящийся ряд ∑ ܾஶ

ୀଵ  такой, что выполняет-
ся неравенство ܽ  ܾ, то по первой теореме сравнения исходный 
ряд ∑ ܽஶ

ୀଵ  расходится. Для оценки общего члена ряда используются 
неравенства: 
െ1  cos ݊  1,െ1  sin ݊  1,  
1  ln ݊  ݊ሺ݊  0ሻ, గ

ସ
 ݊ ݃ݐܿݎܽ  గ

ଶ
 и т. п.  

Пример 32. Исследовать сходимость ряда ∑ ඥయାଵ
మሺଶାୱ୧୬ ሺሻሻ

.ஶ
ୀଵ  

Решение.  
а) Проверим необходимое условие сходимости  

lim՜ஶ
ඥయାଵ

మሺଶାୱ୧୬ ሺሻሻ
ൌ 0. Условие сходимости выполнено. 

б) Так как െ1  sin ሺ݊ሻ  1 и 1  2  sin ሺ݊ሻ  3 при всех ݊  1 и 
ඥయାଵ

మሺଶାୱ୧୬ ሺሻሻ
 0, то можно применить первую теорему сравнения.  

Чтобы сделать вывод о сходимости (расходимости) данного ряда, 
мы должны установить справедливость одной из двух гипотез (прове-
ряем в любом порядке). 

I. Исходный ряд ∑ ܽஶ
ୀଵ  сходится. Поскольку െ1  sin ሺ݊ሻ  1, 

имеем 1  2  sin ሺ݊ሻ  3, √݊ଷ  1 ൏ 2݊ଷ ଶൗ , и, следовательно, 

    
√݊ଷ  1

݊ଶሺ2  sin ሺ݊ሻሻ 
2݊ଷ ଶൗ

݊ଶ ൌ
2
݊ଵ ଶൗ

. 

Так как ряд ∑ ଶ


భ
మൗ

ஶ
ୀଵ  расходится как гармонический с  ൌ ଵ

ଶ
൏ 1, то 

гипотеза о сходимости исходного ряда не подтвердилась. Проверяем 
вторую гипотезу. 

II. Исходный ряд ∑ ܽஶ
ୀଵ  расходится. Поскольку 1  2  sin ሺ݊ሻ  3,

√݊ଷ  1  √݊ଷ, и, следовательно, 
ඥయାଵ

మሺଶାୱ୧୬ሺሻሻ
 

య
మ

ଷమ
ൌ ଵ

ଷ
భ
మ
. Так как ряд 

∑ ଵ

ଷ
భ
మ

ஶ
ୀଵ  расходится как гармонический с  ൌ ଵ

ଶ
൏ 1, то по первой тео-
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реме сравнения расходится и исходный ряд. Итак, ряд ∑ ඥయାଵ
మሺଶାୱ୧୬ሻ

ஶ
ୀଵ  

расходится. 
Пример 33. Исследовать сходимость ряда ∑ ݊݅ݏܿݎܽ 

ሺమାଷሻ
ఱ
మൗ
.ஶ

ୀଵ  

Решение. 
1. Проверим необходимое условие сходимости: 

     lim
՜ஶ

݊݅ݏܿݎܽ
݊

ሺ݊ଶ  3ሻହ ଶൗ
ൌ 0. 

2. Проверяем, что члены данного ряда положительны. Действи-

тельно, ܽ݊݅ݏܿݎ 

ሺమାଷሻ
ఱ
మൗ
 0 при всех ݊  1, т. к. ݊/ሺ݊ଶ  3ሻ

ఱ
మ א ሺ0,1ሻ. 

3. Сделаем вывод о сходимости или расходимости данного ряда, 
используя вторую (предельную) теорему сравнения.  

Имеем ܽ݊݅ݏܿݎ 

ሺమାଷሻ
ఱ
మൗ
~ ଵ

ర
 при ݊ ՜ ∞. Ряд ∑ ଵ

ర
ஶ
՜ஶ  сходится как 

гармонический с  ൌ 4  1. Следовательно, в силу второй (предель-
ной) теоремы сравнения исходный ряд также сходится. Исходный ряд 
сходится.  

3. Постановка задачи. Исследовать сходимость ряда с положи-
тельными членами ∑ ܽஶ

ୀଵ , (где ܽ~ܾ и ܾ содержит произведения 
многих сомножителей, например, факториалы). 
Алгоритм решения.  
1. Проверяем, что ܽ  0 при всех ݊  1. 
2. Упрощаем, если требуется, выражение ܽ, т. е. будем исследо-

вать сходимость ряда ∑ ܾஶ
ୀଵ  такого, что ܽ~ܾ при ݊ ՜ ∞, а затем 

воспользуемся второй теоремой сравнения. 
3. Вычисляем ܾାଵ. 
4. Вычисляем предел lim՜ஶ

శభ


ൌ   .ߜ
5. Применяем признак Д’Аламбера и вторую теорему сравнения. 
Если ߜ ൏ 1, ряд ∑ ܾஶ

ୀଵ  сходится. Следовательно, по второй тео-
реме сравнения сходится и исходный ряд ∑ ܽஶ

ୀଵ . 
Если ߜ  1, ряд ∑ ܾஶ

ୀଵ  расходится. Следовательно, по второй тео-
реме сравнения, расходится и исходный ряд ∑ ܽஶ

ୀଵ . 
Пример 34. Исследовать сходимость ряда  
∑ ଵכସככ…כሺଷିଶሻ

!
ஶ
ୀଵ ݊݅ݏ ଵ

ଶశభ
.  



— 429 — 

Решение. 
1. Проверяем, что члены ряда положительны. Действительно, 

( )
1

1*4*7* * 3 2 1 sin 0 
! 2n n

n
a

n +

… −
= > при всех ݊  1. 

2. Поскольку sin ݔ ݔ при ݔ~ ՜ 0, можно упростить выражение для 
ܽ: 

( ) ( )
1 1

1*4*7* * 3 2 1*4*7* * 3 21 sin ~ , 
! 2 2 !n n

n n
n n+ +

… − … −
 

т. е. будем исследовать сходимость ряда ∑ ܾஶ
ୀଵ , где 

( )
1

1*4*7* * 3 2
,  

2 !n n
n

b
n+

… −
= и затем воспользуемся второй теоремой 

сравнения. Поскольку в произведении сомножителей содержатся фак-
ториалы, следует применить признак Д’Аламбера. 

3. Вычисляем ܾାଵ: ܾାଵ ൌ
ଵכସככ…כሺଷିଶሻሺଷାଵሻ

ଶశభሺାଵሻ!
. 

4. Вычисляем ߜ :ߜ ൌ lim՜ஶ
శభ


ൌ lim՜ஶ
ଵכସככ…כሺଷିଶሻሺଷାଵሻ

ଶశభሺାଵሻ!
כ

ଶశభ!
ଵכସככ…כሺଷିଶሻ

ൌ lim՜ஶ
ଷାଵ
ଶሺାଵሻ

ൌ ଷ
ଶ
. 

5. Применяем признак Д’Аламбера и вторую теорему сравнения. 
Так как ߜ ൌ ଷ

ଶ
 1, то ряд ∑ ଵכସככ…כሺଷିଶሻ

ଶశభ!
ஶ
ୀଵ  расходится. Следова-

тельно, по второй теореме сравнения расходится и исходный ряд. 
Пример 35. Исследовать сходимость ряда ∑ ݊ସܽ݃ݐܿݎଶ గ

ସ
.ஶ

ୀଵ  
Решение.  
1. Проверяем, что члены ряда положительны. Действительно, 

ܽ ൌ ݊ସܽ݃ݐܿݎଶ గ
ସ
 0 при всех ݊  1. 

2. Поскольку ܽݔ~ݔ ݃ݐܿݎ  при ݔ ՜ 0, упрощаем выражение для ܽ: 
݊ସܽ݃ݐܿݎଶ గ

ସ
~݊ସሺ గ

ସ
ሻଶ, т. е. будем исследовать сходимость ряда 

∑ ܾஶ
ୀଵ , где ܾ ൌ ݊ସሺ గ

ସ
ሻଶ, а затем воспользуемся второй теоремой 

сравнения. Очевидно, что lim՜ஶ ඥܾ
  существует и легко вычисляет-

ся. В таком случае применяем радикальный признак Коши. 
3. Вычисляем ߜ по формуле lim՜ஶ ඥܾ

 ൌ  учитывая, что ,ߜ

lim՜ஶ √݊ ൌ 1. ߜ ൌ lim՜ஶሾ݊ସሺ
గ
ସ
ሻଶሿ

భ
 ൌ lim՜ஶ ݊

ర
ሺ గ

ସ
ሻଶ ൌ 0 ൏ 1. 
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4. Применяем радикальный признак Коши и вторую теорему срав-
нения. 

Так как ߜ ൌ 0 ൏ 1, то ряд ∑ ݊ସሺ గ
ସ
ሻଶஶ

ୀଵ  сходится. Следовательно, 
по второй теореме сравнения сходится и исходный ряд. 
Замечание 7. Полезно иметь в виду, что lim՜ஶ √݊ ൌ 1,  

 lim՜ஶ √݈݊݊ ൌ 1,  lim՜ஶ ඥܲሺ݊ሻ ൌ 1, где ܲሺ݊ሻ — многочлен относи-
тельно ݊. 
Пример 36. Исследовать сходимость ряда ∑ ଷ

ሺమିଶሻ୪୬ ሺଶሻ
.ஶ

ୀଶ  

Решение.  
1. Упрощаем выражение для ܽ ൌ

ଷ
ሺమିଶሻ୪୬ ሺଶሻ

~ ଷ
 ୪୬

. 

И будем исследовать сходимость ряда ∑ ଷ
 ୪୬

ஶ
ୀଶ  с помощью инте-

грального признака Коши, т. к. функция ݂ሺݔሻ ൌ ଷ
௫ ୪୬௫

 имеет очевид-
ную первообразную ܨሺݔሻ ൌ 3 ln ln -Затем используем вторую тео .ݔ
рему сравнения. 

2. Исследуем сходимость несобственного интеграла по определе-
нию: 

2 2

3 3lim 3 lim [ln ln ln ln 2] .  
ln ln

b

b b

dx dx b
x x x x

+∞

→+∞ →+∞
= = − = +∞∫ ∫  

Интеграл расходится. 
3. Применяем интегральный признак Коши. Функция ݂ሺݔሻ ൌ ଷௗ௫

௫ ୪୬ ௫
 

непрерывна в промежутке ሾ2, ∞ሻ и убывает на нем. Следовательно, 
из расходимости интеграла следует расходимость ряда ∑ ଷ

 ୪୬
.ஶ

ୀଶ  По 
второй теореме сравнения расходится и исходный ряд. 

4. Постановка задачи. Исследовать сходимость знакочередующе-
гося ряда 

    ሺെ1ሻܽ, ܽ  0.
ஶ

ୀଵ

 

Алгоритм решения. 
1. Проверяем, что lim՜ஶ ܽ ൌ 0 (если lim՜ஶ ܽ ് 0, то ряд рас-

ходится, т. к. не выполнено необходимое условие сходимости ряда). 
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2. Исследуем сходимость ряда, составленного из модулей 
∑ |ܽ|,ஶ
ୀଵ  используя теоремы сравнения и признаки сходимости для 

рядов с положительными членами. Если ряд из модулей сходится, то 
исходный ряд сходится абсолютно. 

3. Если ряд из модулей расходится, то остается еще возможность 
того, что исходный ряд сходится условно. 

Чтобы исследовать эту возможность, применяем признак Лейбни-
ца. В данном случае, если условия признака Лейбница выполнены, то 
исходный ряд сходится условно (т. к. уже выяснено, что абсолютно 
он не сходится). 
Пример 37. Исследовать сходимость ряда ∑ ሺെ1ሻ ቀ1 െ cos ଵ

√
ቁ .ஶ

ୀଵ  
Решение. 
1. Проверим необходимое условие сходимости: 
lim՜ஶሺെ1ሻ ቀ1 െ cos ଵ

√
ቁ ൌ 0.  

2. Исследуем сходимость ряда, составленного из модулей: 
∑ ቚሺെ1ሻ ቀ1 െ cos ଵ

√
ቁቚஶ

ୀଵ ൌ ∑ ቀ1 െ cos ଵ
√
ቁ .ஶ

ୀଵ  Так как при ݊ ՜ ∞  

1 െ cos ଵ
√
~ ଵ

ଶ
, то по второй (предельной) теореме сравнения ряд из 

модулей расходится. 
3. Проверяем условия признака Лейбница: 
а) ряд знакочередующийся с ܽ ൌ 1 െ cos ଵ

√
; 

б) члены ряда убывают по абсолютной величине: 

     1 െ cos
1

√݊  1
൏ 1 െ cos

1
√݊

݊   1; 

в) члены ряда стремятся к нулю при ݊ ՜ ∞ (п. 1 алгоритма решения). 
Следовательно, по признаку Лейбница исходный ряд сходится ус-

ловно. 
5. Постановка задачи. Вычислить сумму знакочередующегося ря-

да ∑ ሺെ1ሻିଵܽ, ܽ  0,ஶ
ୀଵ  с заданной точностью α. 

Алгоритм решения. 
1. Если ܽାଵ ൏ ܽ и  lim՜ஶ ܽ ൌ 0, то для остатка ряда ܴ спра-

ведливо неравенство |ܴ|  ܽାଵ. 
2. Если ܽାଵ ൏ ,ߙ то и |ܴ| ൏  Поэтому решая неравенство .ߙ

ܽାଵ ൏  находим количество членов ряда, которое необходимо взять ,ߙ
для вычисления суммы ряда с заданной точностью ߙ. 



— 432 — 

3. Непосредственно вычисляем n-ю частичную сумму и записыва-
ем ответ ܵ~ܵ ൌ ܽଵ െ ܽଶ ڮ ሺെ1ሻିଵܽ. 
Пример 38. Вычислить сумму ряда ∑ ሺെ1ሻ 

ሺଵାయሻమ
ஶ
ୀଵ  с точностью 

ߙ ൌ 0,001. 
Решение.  
1. Данный ряд знакочередующийся и сходящийся (абсолютно). 

Члены ряда убывают по абсолютной величине: ାଵ
ሺଵାሺାଵሻయሻమ

൏ 
ሺଵାయሻమ

. 

Следовательно, справедливо неравенство |ܴ|  ܽାଵ ൌ
ାଵ

ሺଵାሺାଵሻయሻమ
. 

2. Если ܽାଵ ൏ ,ߙ то и |ܴ| ൏  Поэтому, решая неравенство .ߙ
ାଵ

ሺଵାሺାଵሻయሻమ
൏ ଵ

ଵ
, находим количество членов ряда, которое необхо-

димо взять для вычисления суммы ряда с заданной точностью ߙ. По-
лучаем ݊  3, т. е. достаточно взять первые три члена ряда. 

3. Вычисляем ܵଷ ൌ െ ଵ
ସ
 ଵ

଼ଵ
െ ଷ

ଶ଼మ
ൎ െ0,229. 

Пример 39. Найти область сходимости ряда ∑ య

ሺమା√ାଵሻೣశభ
.ஶ

ୀଵ  

Решение. 
1. Для каждого фиксированного ݔ все члены данного ряда положи-

тельны: 

     ܽ ൌ
య

ሺమା√ାଵሻೣశభ
 ݊ 0  1.  

2. Используем вторую (предельную) теорему сравнения. Имеем 
య

ሺమା√ାଵሻೣశభ
~ ଵ

మሺೣశభሻషయ
 при ݊ ՜ ∞. Так как при 2ሺݔ  1ሻ െ 3  1 ряд 

∑ ଵ
మሺೣశభሻషయ

ஶ
ୀଵ  сходится, а при 2ሺݔ  1ሻ െ 3  1 расходится (как обоб-

щенный гармонический), то по второй теореме сравнения ряд 

∑ య

ሺమା√ାଵሻೣశభ
ஶ
ୀଵ  сходится при всех ݔ  1. Итак, область сходимости 

исходного ряда — ሺ1,∞ሻ. 
6. Постановка задачи. Найти область сходимости степенного ряда  
     ∑ ܿሺݔ െ ሻ.ஶݔ

ୀଵ   
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Алгоритм решения.  
1. Если существуют пределы lim՜ஶ

||
|శభ|

 или  ଵ
୪୧୫՜ಮ ඥ||

 , то 

можно найти радиус сходимости степенного ряда по формуле 
Д’Аламбера ܴ ൌ lim՜ஶ

||
|శభ|

  или по формуле Коши ܴ ൌ 

ൌ ଵ
୪୧୫՜ಮ ඥ||

 . Тогда интервал сходимости ряда есть –ܴ ൏ ݔ െ ݔ ൏ ܴ. 

Замечание 8. Формулы Д’Аламбера и Коши применимы лишь то-
гда, когда все коэффициенты степенного ряда ܿ отличны от нуля.  
В противном случае находим ߜሺݔሻ по одной из формул: 
ሻݔሺߜ ൌ lim՜ஶ

|శభ|
||

 или  lim՜ஶ ඥ| ݂ሺݔሻ|
 , где ݂ሺݔሻ — общий член 

ряда. По признакам Д’Аламбера и Коши ряд сходится при ߜ ൏ 1 и 
расходится при ߜ  1. Следовательно, находим интервал сходимости, 
решая неравенство ߜሺݔሻ ൏ 1. 

2. Исследуем поведение степенного ряда в граничных точках ин-
тервала сходимости ݔ ൌ ݔ േ ܴ. Записываем ответ. 
Пример 40. Найти область сходимости ряда  

     ∑ ሺାଵሻఱ

ଶାଵ
ሺݔ  1ሻ.ஶ

ୀଵ   
Решение. 
1. В данном случае ܿ ൌ

ሺାଵሻఱ

ଶାଵ
് 0 при всех ݊. Поэтому можно 

применить формулы Д’Аламбера или Коши для радиуса сходимости 
степенного ряда. По формуле Д’Аламбера 

    ܴ ൌ lim՜ஶ
||
|శభ|

ൌ lim՜ஶ

ሺାଵሻఱ

ଶାଵ
ሺାଶሻఱ

ଶାଷ

൙ ൌ 1.   

Следовательно, интервал сходимости определяется неравенствами 
െ1 ൏ ݔ  1 ൏ 1 и имеет вид: (-2, 0). 

2. Исследуем сходимость ряда в граничных точках интервала схо-
димости. В точке ݔ ൌ െ2 степенной ряд принимает вид: 
∑ ሺାଵሻఱ

ଶାଵ
ሺെ1ሻହஶ

ୀଵ , а в точке ݔ ൌ 0 — ∑ ሺାଵሻఱ

ଶାଵ
ሺെ1ሻହஶ

ୀଵ . 
Оба ряда расходятся, т. к. не удовлетворяют необходимому усло-

вию сходимости рядов lim
՜ஶ

ሺାଵሻఱ

ଶାଵ
ሺേ1ሻ ് 0. Следовательно, в этих 
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точках ряд расходится. Итак, область сходимости степенного ряда 
ሺെ2, 0ሻ. 

7. Постановка задачи. Найти сумму функционального ряда вида 
∑ ሺ௫ሻ


ஶ
ୀ  и указать область сходимости ряда к этой сумме. 

Алгоритм решения. 
1. Находим область сходимости ряда. По признаку Коши интервал 

сходимости определяется неравенством |݂ሺݔሻ| ൏ 1. Если ݂ሺݔሻ ൌ 1, 
ряд сходится условно (по признаку Лейбница). Следовательно, об-
ласть сходимости определяется неравенствами െ1  ݂ሺݔሻ ൏ 1. 

2. Делаем в исходном ряду замену ݂ሺݔሻ ൌ  получим степенной ,ݐ
ряд ∑ ௧


 ஶ

ୀ с областью сходимости ሾെ1, 1ሻ. 
3. Известна формула для вычисления суммы членов бесконечно 

убывающей прогрессии: 

      ݐ ൌ
ݐ

1 െ ݐ ,
|ݐ| ൏ 1.

ஶ

ୀ

 

4. Кроме того, имеем очевидное равенство:  
∑ ௧


ஶ
ୀ ൌ  ∑ ,ݑିଵ݀ݑ ݐ א ሺെ1, 1ሻ.ஶ

ୀ
௧
   

5. Учитывая, что степенной ряд можно почленно интегрировать на 
любом отрезке ሾ0,  ,ሿ, целиком принадлежащем интервалу сходимостиݐ

и используя формулу ∑ ݐ ൌ ௧ೖ

ଵି௧
, |ݐ| ൏ 1ஶ

ୀ , получаем: 

ܵሺݐሻ ൌ ∑ ௧


ஶ
ୀ ൌ  ∑ ݑିଵ݀ݑ ൌ  ௨ೖ

ଵି௨
௧ݑ݀

 , ݐ א ሺെ1, 1ሻ.ஶ
ୀ

௧
   

Заметим, что т. к. ряд ∑ ௧


 ஶ

ୀ сходится в граничной точке ݐ ൌ െ1, 
то сумма ряда непрерывна в этой точке (справа). Следовательно, 
ܵሺെ1ሻ ൌ lim௧՜ିଵା ܵሺݐሻ. 

6. Вычисляем интеграл, делаем замену ݐ на ݂ሺݔሻ и записываем  
ответ.  
Замечание 9. Если ряд имеет вид ∑ ሺ௫ሻ

ሺାሻሺାሻ
ஶ
ୀ , то применяем 

теорему о почленном интегрировании степенного ряда дважды или 
разлагаем дробь на элементарные: ଵ

ሺାሻሺାሻ
ൌ ቀ ଵ

ା
െ ଵ

ା
ቁ ଵ
ି

 и вы-

числяем сумму каждого ряда почленным интегрированием. 
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Пример 41. Найти сумму ряда ∑ ௦௫


ஶ
ୀଵ  и указать область сходи-

мости ряда к этой сумме. 
Решение. 
1. Находим область сходимости ряда. По признаку Коши интервал 

сходимости определяется неравенством |sin |ݔ ൏1. 
В граничных точках при ݔ ൌ గ

ଶ
 ሺ݇ ݇ߨ2 ൌ 0,േ1,… ሻ. 

2. Сделаем замену sin ݔ ൌ -Получим геометрический ряд с обла .ݐ
стью сходимости ሾെ1, 1ሻ. 

3. Используем формулу для вычисления членов бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессии ∑ ିଵݐ ൌ ଵ

ଵି௧
, |ݐ| ൏ 1.ஶ

ୀଵ  
4. Кроме того, имеем очевидное равенство: 
     ∑ ௧


ൌ ∑  ,ݑିଵ݀ݑ ݐ א ሺെ1, 1ሻ.௧


ஶ
ୀଵ

ஶ
ୀଵ   

5. Учитываем, что степенной ряд можно почленно интегрировать 
на любом отрезке ሾ0, -ሿ, целиком принадлежащем интервалу сходимоݐ
сти, и используя формулу ∑ ିଵݐ ൌ ଵ

ଵି௧
, |ݐ| ൏ 1 ஶ

ୀଵ , получаем: 

     ∑ ௧


ൌ  ∑ ݑିଵ݀ݑ ൌ  ଵ

ଵି௨
௧


ஶ
ୀଵ

௧


ஶ
ୀଵ ݑ݀ ൌ െ lnሺ1 െ ,ሻݐ |ݐ| ൏ 1.  

6. Заменяя ݐ на sin ݔ получаем при ,ݔ ് గ
ଶ
 ሻݔሺܵ ݇ߨ2 ൌ 

ൌ െ lnሺ1 െ sin ሻݔሻ. Итак, сумма исходного ряда ܵሺݔ ൌ െ lnሺ1 െ sin   ,ሻݔ
а область сходимости — все ݔ ് గ

ଶ
  .݇ߨ2

Пример 42. Найти сумму ряда ∑ ሺ݊  6ሻݔஶ
ୀ  и указать область 

сходимости к этой сумме. 
Решение. 
1. Находим область сходимости ряда. 
По признаку Коши интервал сходимости определяется неравенст-

вом |ݔ| ൏ 1. Отсюда െ1 ൏ ݔ ൏ 1. В граничных точках ݔ ൌ േ1 ряд 
расходится, т. к. не выполнено необходимое условие сходимости. 
Следовательно, ряд сходится в интервале (-1, 1). 

2. Делаем в исходном ряду замену ݔ ൌ  и записываем его в виде ݐ
суммы двух рядов ܵሺݐሻ ൌ 6∑ ஶݐ

ୀ  ∑ ݐ݊ ൌ 6 ଵܵሺݐሻ  ܵଶሺݐሻஶ
ୀ . Сле-

довательно, достаточно найти суммы рядов: 
      ଵܵሺݐሻ ൌ ∑ ஶݐ

ୀ , ܵଶሺݐሻ ൌ ∑ ஶݐ݊
ୀ .  
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3. Используем формулу для вычисления суммы членов бесконечно 
убывающей геометрической прогрессии: ∑ ஶݐ

ୀ ൌ ଵ
ଵି௧

, |ݐ| ൏ 1.  

Следовательно, ଵܵሺݐሻ ൌ
ଵ
ଵି௧

 при всех ݐ א ሺെ1, 1ሻ. 
4. Кроме того, имеем очевидное равенство: 
     ∑ ݐ݊ ൌ ݐ ∑ ିଵݐ݊ ൌ ݐ ∑ ௗ

ௗ௧
ஶݐ

ୀ
ஶ
ୀ

ஶ
ୀ .  

5. Учитывая, что степенной ряд можно почленно дифференциро-
вать в любой точке интервала сходимости, получаем ܵଶሺݐሻ ൌ 
ൌ ∑ ݐ݊ ൌ ݕ ௗ

ௗ௧
∑ ஶݐ
ୀଵ ൌ ݐ ௗ

ௗ௧
ஶ
ୀଵ

௧
ଵି௧

ൌ ௧
ሺଵି௧ሻమ

, ݐ א ሺെ1, 1ሻ. Таким обра-

зом, ܵሺݐሻ ൌ 6 ଵܵሺݐሻ  ܵଶሺݐሻ ൌ

ଵି௧

 ௧
ሺଵି௧ሻమ

ൌ ିହ௧
ሺଵି௧ሻమ

, ݐ א ሺെ1, 1ሻ.  Заменяя 

∑ ,  получимݔ на ݐ ሺ݊  6ሻݔ ൌ ିହ௫ళ

ሺଵି௫ళሻమ
ݔ  א ሺെ1, 1ሻ.ஶ

ୀ   

Сумма исходного ряда равна ܵሺݔሻ ൌ ିହ௫ళ

ሺଵି௫ళሻమ
, а область сходимости 

ݔ א ሺെ1, 1ሻ. 
8. Постановка задачи. Разложить функцию ݂ሺݔሻ в ряд Тейлора по 

степеням ݔ ሺݔ ൌ 0ሻ. 
Алгоритм решения. 
1. Преобразуем функцию ݂ሺݔሻ к виду, допускающему использова-

ние табличных разложений ݁௫, sin ݔ , cos ݔ , ሺ1  ,ሻݔ lnሺ1   .ሻݔ
2. Находим разложение функции в ряд Тейлора, используя таблич-

ные разложения, сложение (вычитание) рядов, умножение ряда на 
число. 

3. Определяем область сходимости полученного ряда к функции 
݂ሺݔሻ. 
Замечание 10. Если необходимо разложить функцию в ряд Тейло-

ра по степеням ݔ െ ݐ , сначала делаем замену переменнойݔ ൌ ݔ െ  ,ݔ
находим разложение по степеням ݐ и возвращаемся к переменной ݔ. 
Пример 43. Разложить функцию ݂ሺݔሻ ൌ ଷ

ଶି௫ି௫మ
 в ряд Тейлора по 

степеням ݔ ሺݔ ൌ 0). 
Решение. 
1. Чтобы использовать табличные разложения, разложим данную 

функцию на элементарные дроби: 
ଷ

ଶି௫ି௫మ
ൌ ଵ

ଵି௫
 ଵ

௫ାଶ
.  
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2. Используя табличное разложение ଵ
ଵି௧

ൌ 1  ݐ  ଶݐ  ڮ ݐ 

ڮ ൌ ∑ ,ݐ ݐ א ሺെ1, 1ሻ,ஶ
ୀ   получим ଵ

ଵି௫
ൌ ∑ ,ݔ ݔ א ሺെ1, 1ሻ,ஶ

ୀ   
ଵ

ଶା௫
ൌ ଵ

ଶ
ଵ

ଵା௫ ଶ⁄
ൌ ଵ

ଶ
∑ ሺିଵሻ௫

ଶ
ൌ ∑ ሺିଵሻ௫

ଶశభ
, ݔ א ሺെ2, 2ሻ.ஶ

ୀ
ஶ
ୀ   Таким обра-

зом, ଷ
ଶି௫ି௫మ

ൌ ∑ ቀ1  ሺିଵሻ

ଶశభ
ቁ .ஶݔ

ୀ  
3. Областью сходимости полученного ряда является пересечение 

вышеуказанных областей сходимости, т. е. (–1, 1)∩(–2, 2) = (–1, 1). 
9. Постановка задачи. Вычислить интеграл  ݂ሺݔሻ݀ݔ

  с точностью 
α, где ݂ሺݔሻ разложима в степенной ряд, имеющий радиус сходимости 
ܴ  ܾ. 
Алгоритм решения.  
Практические вычисления обычно сводятся к суммированию того 

или иного числового ряда. В данном случае такой ряд получается, ес-
ли разложить подынтегральное выражение в степенной ряд и проин-
тегрировать его почленно. 

1. Разлагаем подынтегральную функцию в степенной ряд по степе-
ням ݂ݔሺݔሻ ൌ ∑ ܿݔஶ

ୀ  и определяем его область сходимости. 
2. Степенной ряд можно интегрировать почленно по любому от-

резку, принадлежащему интервалу сходимости. Поэтому, интегрируя 
почленно полученный ряд и используя формулу Ньютона–Лейбница, 
получаем  ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ  ∑ ܿݔ݀ݔஶ

ୀ ൌ ∑ ܿ
శభ

ାଵ
.ஶ

ୀ




  

3. Вычисляем сумму числового ряда с заданной точностью (оцени-
вая остаток ряда). 
Замечание 11. Если разложить подынтегральную функцию в ряд 

не по степеням ݔ, а по степеням ݔ െ 
ଶ
, то ряд будет сходиться быст-

рее, т. е. для обеспечения заданной точности может потребоваться 
меньше слагаемых, однако в итоге вычисления оказываются более 
сложными. 
Пример 44. Вычислить интеграл  cosሺ100ݔଶሻ ,ଵݔ݀

  с точностью   
ߙ ൌ 0,001. 
Решение. 
1. Разлагаем подынтегральную функцию в ряд Тейлора по степе-

ням ݔ: 
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    cosሺ100ݔଶሻ ൌ 1 െ ሺଵమ௫మሻమ

ଶ!
 ሺଵమ௫మሻర

ସ!
െ ሺଵమ௫మሻల

!
 ڮ ൌ

                       ൌ ∑ ሺെ1ሻஶ
ୀ

ሺଵమ௫మሻమ

ሺଶሻ!
ൌ ∑ ሺെ1ሻ ଵర௫ర

ሺଶሻ!
.ஶ

ୀ     

Разложение справедливо при всех ݔ. 
2. Интегрируем почленно полученный ряд: 

 cosሺ10ଶݔଶሻ ,ଵݔ݀
 ൌ  ∑ ሺെ1ሻஶ

ୀ
.ଵ


ଵర௫ర

ሺଶሻ!
ݔ݀ ൌ  

 ൌ ∑ ሺെ1ሻ ଵర

ሺଶሻ!  .ଵݔସ݀ݔ
 ൌ ∑ ሺെ1ሻ ଵర

ሺଶሻ!
ஶ
ୀ

ஶ
ୀ

௫రశభ

ସାଵ
ቚ0,10 ൌ  

ൌ ଵ
ଵ
∑ ሺିଵሻ

ሺସାଵሻሺଶሻ!
ஶ
ୀ .  

3. Оценим остаток ряда. Так как ряд знакочередующийся,  
    ܽ ൌ

ଵ
ଵሺସାଵሻሺଶሻ!

 ܽାଵ ൌ
ଵ

ଵሺସାହሻሺଶାଶሻ!
  

и  lim՜ஶ ܽ ൌ 0, то справедливо неравенство |ܴ|  ܽାଵ ൌ 
ൌ ଵ

ଵሺସାହሻሺଶାଶሻ!
. Для вычисления интеграла с заданной точностью 

достаточно взять два члена ряда, т. к. ܴଵ 
ଵ

ଵכଽכସ!
൏ 0,001. 

4. Производя вычисления, получаем  cosሺ100ݔଶሻ ݔ݀ ؆,ଵ


ଵ
ଵ
െ

െ ଵ
ଵכହכଶ!

؆ 0,090. Итак,  cosሺ100ݔଶሻ ݔ݀ ؆ 0,090 േ 0,001.,ଵ
  

êÖáûåÖ 

Рассматриваются сходимость числовых рядов, область сходимости 
функциональных рядов, разложение функции в ряд Тейлора, а также 
различные приложения рядов. 
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áÄäãûóÖçàÖ 

Наконец, вами прочитана эта толстая книга. Авторы надеются, что 
она помогла вам успешно сдать экзамен по математике. Что же даль-
ше? А дальше ждут увлекательные математические предметы, такие, 
как: «Теория вероятностей» (где вы познакомитесь с Его Величеством 
Случаем), «Экономико-математические методы и модели», «Теория 
игр», «Финансовая и актуарная математика», «Теория принятия ре-
шений» и многие другие. 

Иногда приходится слышать: «А какой толк от математики?» По-
добная точка зрения аналогична взгляду на музыку, лишь как на сред-
ство повышения удоев молока. Может быть, такой чисто прагматиче-
ский подход и имеет место, но он не только не устанавливает суть, но 
и оказывается губительным. Разумеется, конкретная польза от мате-
матики есть, но она не столько в бухгалтерии и полетах в космос, 
сколько в восприятии окружающего мира и глубинном развитии че-
ловека. Знание математики влияет на стиль жизни и мышления, ре-
шение едва ли не любых бытовых и гуманитарных проблем. Незримо 
и неявно, но кардинальным образом. Знание математики — это со-
вершенно иной фундамент для психологической надстройки, это 
«амулет баланса» и «магнит стремления к абсолюту»! По мнению 
академика В. И. Арнольда: «Слово «математика» означает наука об 
истине». 

Читайте книги, решайте задачи и почаще вспоминайте слова вели-
кого русского режиссера К. С. Станиславского: «Ничему нельзя нау-
чить, всему можно только научиться». Мы искренне желаем вам уда-
чи в этом. 
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áÄÑÄçàü Ñãü äéçíêéãü 

Çéèêéëõ à ìèêÄÜçÖçàü ä ÉãÄÇÖ 1 

1. Напишите с помощью кванторов определение ограниченного 
сверху множества. Постройте отрицание этого определения, пользу-
ясь правилом построения отрицаний. 

2. Дайте определение точной верхней (нижней) грани ограниченно-
го сверху (снизу) множества. 

3. Сформулируйте теорему о существовании точных граней число-
вых множеств. 

4. Докажите единственность точных граней, т. е. что ограниченное 
сверху (снизу) множество имеет только одну точную верхнюю (ниж-
нюю) грань. 

5. Покажите, что точные грани могут как принадлежать, так и не 
принадлежать множеству. Приведите примеры числовых множеств Х, 
у которых: 

а) sup X X∈ ;  б) sup X X∉ ;  в) inf X X∈ ;  г) inf X X∉ . 
Имеет ли множество Х в случаях а) и б) наибольший, а в случаях  

в) и г) наименьший элемент? 
6. Что означает символическая запись: а) sup X = +∞ ; б) inf X = −∞ . 
7. Пусть А — множество чисел, противоположных по знаку числам 

из множества В. Докажите, что: а) inf supA B= − ; б) sup infA B= − . 
8. Найти sup A  и inf A , если a) 2{ : 16 0}A n N n= ∈ − < ;  

б) 2{ : 7}A r Q r= ∈ < . 
9. Приведите пример непустого множества A R⊂ , которое одно-

временно открыто и замкнуто. 
10. Является ли периодической функция ( ) sin | |f x x= ? Ответ обос-

новать. 

Тест для самопроверки 

1. Область определения функции 1( 2)
1

xy x
x

+
= −

−
 равна: 

а) (0,1) ; б) ( ,0] (1, )−∞ ∪ +∞ ; в) [0,1) ; г) { : 1}x x ≠ . 
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2. Функция ( )f x  неограничена на множестве Х, если: 
а) 0 : ( )x X f xε ε∀ > ∃ ∈ > ; в) ;  
б) ; г) 0 :| ( ) |x X f xε ε∃ > ∃ ∈ > . 

3. Среди функций cosy x= , 2sin 1y x x= + + , 2sin 2 cosy x x= + , 
3sin cosy x x= + , | cos |y x=  число периодических функций равно: 

а) 2;  б) 3; в) 4; г) 5. 

4. Для скольких функций из следующего списка 
2

1
xy

x
=

+
, 

33y x x= − , siny x= , arcsin(1 ) lg(lg )y x x= − + , 4 lg(tg )y x=  область 
определения является замкнутым множеством: 

а) 1; б) 2; в) 3; г) 4. 
5. Среди функций | 1|y x= + , y x= , 2ln( 1)y x x= + + , tgy x=  нечет-

ных: 
а) 1; б) 2; в) 3; г) 4. 

Ответы к упражнениям 

1. Множество  ограничено сверху, если :M x X x M∃ ∀ ∈ ⇒ ≤ . 
Множество  неограниченно сверху, если  :M x X x M∀ ∃ ∈ > . 
2. см. гл. 1 § 3. 
3. см. гл. 1 § 3. 
4. см. замечание в гл. 1 § 3. 
5. а) [0,1]X = ; б) [0,1)X = ; в) [0,1]X = ; г) (0,1]X = . В случае (а) 

множество  имеет наибольший элемент, в случае (в) множество X  
имеет наименьший элемент. 

6. а) множество X  неограниченно сверху; б) множество X  неогра-
ниченно снизу. 

8. а) sup 3,  inf 1A A= = ;  б) sup 7,  inf 7A A= = − . 
9. A R= . 
10. Нет. 

0 :| ( ) |x X f xε ε∀ > ∃ ∈ >

0 ( )x X f xε ε∀ > ∀ ∈ ⇒ >

X
X

X



— 442 — 

Çéèêéëõ à ìèêÄÜçÖçàü ä ÉãÄÇÖ 2 

Найти предел последовательности lim nn
x

→∞
, если: 

1. 
2 3

21 1n
n nx

n n
= −

+ +
; 2. 33 9 7 3

nx n n n n n= + − + + ; 3. 
!11

3

n

n nx ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Найти предел функции: 

4. 20

ln coslim
x

x
x→

; 5. 
0

sin 5 sin 3lim
sinx

x x
x→

− ; 6. 
5

71

1lim
1x

x
x→

−
−

; 

7. 3 3 2 2lim ( 3 2 )
x

x x x x
→+∞

+ − − ; 8. 
1

sin

0

1 tg lim
1+sin 

x

x

x
x→

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

9. Докажите, что уравнение 3 5sin 4x x− =  имеет по крайней мере 
один вещественный корень. 

10. Приведите пример функции, которая непрерывна на конечном 
интервале ( , )a b , но неограниченна на этом интервале. 

Тест для самопроверки 

1. Предел последовательности lim 2 3n n n

n→∞
+  равен: 

а) 1; б) 2; в) 
2
3

; г) +∞ . 

2. Сколько из написанных ниже утверждений верны: 
1 11 1

ln ln
n

n n n
+ − ≈ ; 2

cos ln 1lim 0
x

x
x→+∞

−
= ; 

sin1lim 1
x

x x→∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

=1;  

функция 
21/ 1sin  , 0

( )
(0) 0

xe x
f x x

f

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 непрерывна в точке 0: 

а) 1; б) 2; в) 3; г) 4. 

3. Предел функции lim ( )
x

x x x x
→+∞

+ + −  равен: 

а) 0; б) 
1
2

; в) 1; г) +∞ . 

4. При каких значениях параметров a, b предел функции 
lim ( ( )( ) )
x

x a x b x
→+∞

+ + −  равен 1: 
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а) 1, 1a b= = − ; б) 1a b= = ; в) 2a b= = ; г) ни при каких. 

5. Для функции 3

1 cos , 0
( )

(0) 0

x x
f x x

f

−⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 точка 0 0x =  является: 

а) точкой непрерывности; в) разрывом первого рода; 
б) устранимым разрывом; г) разрывом второго рода. 

Ответы к упражнениям 

1. –1. 2. 1
3

− . 3. +∞. 4. 1
2

− . 5. 2. 6. 7
5

. 

7.  2.  8. 1.   9. Рассмотреть поведение функции при 
x → ±∞  и воспользоваться теоремой Больцано–Коши (первой). 

10. Например, tg x  на интервале ,
2 2
π π

− . 

Çéèêéëõ à ìèêÄÜçÖçàü ä ÉãÄÇÖ 3 

Найти производную функции: 

1. 2

2
1

xy
x

=
−

; 2. 
2

2

1
1

x xy
x x

+ −
=

− +
; 3. 2 3(1 ) (1 )

xy
x x

=
− +

. 

Найти дифференциалы указанного порядка от следующих функ-
ций: 

4. tg y x= , 3d y ; 5. ( )u xy e= , 3d y ; 6. ( ),  ( )y f x x tϕ= = , 3d y . 
Вычислить пределы: 

7. 
0

( )lim
a y a

y

a y a
y

+

→

+ − ; 8. 
0

tg lim
sinx

x x
x x→

−
−

; 9. 
2lim arctg 

x

x
x

π→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

10. Разложить функцию tg y x=  в окрестности нуля по формуле 
Тейлора до 5( )o x . 

Тест для самопроверки 

1. Производная функции 2

1
1

xy
x

+
=

+
 равна: 

а) 
2

2 2

1 2'
(1 )

x xy
x

− +
=

+
; б) 

2

2

1'
1

xy
x

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
; в) 

2

2 2

1 2'
(1 )

x xy
x

− −
=

+
;  г) 

2

2

1'
1

xy
x

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 
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2. Предел 2cos

2

lim(tg ) x

x
x

π
→

 равен: 

а) 1; б) ∞ ;  в) 
1

eπ ; г) 0. 
3. Коэффициент при 6x  в разложении функции 3 28y x= + по фор-

муле Маклорена равен: 

а) 27
2048

; б) 1
486

; в) 1
4096

; г) 0. 

4. На каком из указанных промежутков функция 
2ln xy
x

=  возраста-

ет: 
а) (0,1) ; б) (1, )e ; в) 2(1, )e  ; г) 2( , )e e . 
5. Сколько асимптот имеет функция 2 1y x x x= − − + : 
а) одну; б) две; в) три;   г) ни одной. 

Ответы к упражнениям 

1. 
2

2 2

2(1 )
(1 )

xy
x

+′ =
−

. 6. . 

2. . 7. . 

3. 
2

3 4

1 4
(1 ) (1 )

x xy
x x

− +′ =
− +

. 8. 3. 

4. 3 2 4 3(2 8 tg 6 tg )d y x x dx= + + . 9. . 

5. 3 3 3( 3 )ud y e u u u u dx′′′ ′′ ′ ′= + + .  10. 3 5 51 2tg ( )
3 15

x x x x o x= + + + . 

Çéèêéëõ à ìèêÄÜçÖçàü ä ÉãÄÇÖ 4 

1. Сформулируйте определение первообразной. 
2. Запишите по памяти таблицу основных интегралов. 
3. Перечислите основные методы для нахождения неопределенного 

интеграла. 
4. Приведите примеры функций, интегралы от которых не выра-

жаются в элементарных функциях. 

3 3 2 33d y f dx f d xdx f d x′′′ ′′ ′= + +

2 2

2(1 2 )
(1 )

xy
x x
−′ =

− +
(ln 1)aa a +

2

e π
−
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5. Сформулируйте определение интеграла Римана. 
6. Может ли неограниченная функция быть интегрируемой? 
7. Сформулируйте основную теорему анализа (теорему Барроу) и 

ее следствие (формулу Ньютона–Лейбница). 
8. Дайте определение несобственного интеграла 2-го рода. 
9. Напишите формулу для вычисления объема тела вращения отно-

сительно оси Ox и оси Oy. 
10. Дайте определение верхних и нижних сумм Дарбу. 
11. Найти интеграл: 
а) 3 xx e dx−∫ ;  б) lnx xdx∫ . 

12. Вычислить интеграл 
3sin 4cos

dx
x x+∫ . 

13. Вычислить интеграл от рациональной функции:  

а) 2 3
( 2)( 5)

x dx
x x

+
− +∫ ;  б) 4 2

dx
x x+∫ . 

14. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:  
а) 4 , 0y x y= − = ;  б) 4, 4, 4, 0, 0xy x y x y= = = = = . 
15. Вычислить интеграл: 

а)
2

1

dx
x∫ ;  б) 

0

sin xdx
π

∫ ;  в)
2

0

(3 )x x dx−∫ . 

16. Найти длину дуги кривой 
3
2y x=  от 0x =  до 4x = . 

17. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг 
оси Ox. 

а) Дуги синусоиды siny x=  от 0x =  до x π= .  
б) Дуги кривой 2 4y x= + , отсеченной прямой 2x = . 
18. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Oy 

площади, заключенной между 2, 1, 0xy y x= = = . 
19. Выяснить сходимость интеграла:  
3

2
0 ( 3)

dx
x −∫ .  

20. 
1

1 ln x dx
x

+∞ +
∫ . 
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Тест для самопроверки 

1. Первообразная функции cos2xравна: 

а) 2sin 2x C+ ;  б) sin 2x C+ ;  в) 1 sin 2
2

x C+ ;  г) 2cos2x C+ . 

2. Следующий метод применим для вычисления интеграла ln xdx∫ : 
а) подстановки; б) разложение на простейшие; в) по частям; г) таб-

личный интеграл. 

3. Величина интеграла 
1

2
0 4

dx
x−∫ равна: 

а) 
4
π ;  б) 

6
π ;

 
в) 

8
π ;

 
г) 

2
π . 

4. Площадь фигуры, ограниченной линиями 2y x=  и y x= , равна: 

а) 1
4

;  б) 1
3

;
 

в) 1
2

;
 

г) 1. 

5. Несобственный интеграл 
1

1
sina

x dx
x x

+∞ +
+∫  х будет сходиться при 

следующих значениях параметра a : 

а) 3( , )
2

a ∈ +∞ ; б) 3(1, )
2

a ∈ ; в) ( ,1)a∈ −∞ ; г) при любых значениях a . 

Ответы к упражнениям 

1. а) 3 2( 3 6 6)xe x x x C−− + + + + ;  б) 
2 2

ln
2 4
x xx C− + . 

2. 
2 11 2ln

5 2
2

xtg
Cxtg

+
+

−
. 

3. а) ln 2 ln 5x x C− + + + ;  б) 1 arctgx C
x

− + . 

4. а) 32
3

;  б) 4ln(4 )e . 

5. а) ln 2 ;  б) 2;  в) 10
3

. 
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6. 8 (10 10 1)
27

− . 

7. а) 2 ( 2 ln(1 2))π + + ;  б) 62
3
π . 

8. 4π . 
9. Расходится. 
10. Расходится. 

Çéèêéëõ à ìèêÄÜçÖçàü ä ÉãÄÇÖ 5 

1. Запишите уравнение плоскости. 
2. Как найти расстояние от данной точки до плоскости? 
3. Каковы условия параллельности и перпендикулярности двух 

плоскостей? 
4. Как определить угол между двумя плоскостями? 
5. Что такое эксцентриситет эллипса? 
6. Виды преобразований уравнения второго порядка. 
7. Как найти точку пересечения прямой и плоскости? 
8. Условия параллельности и перпендикулярности двух прямых. 
9. Что такое направляющий вектор прямой? 
10. Канонические уравнения прямой. 
11. Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку А 

перпендикулярно вектору BC
JJJG

, если  ( ) ( ) ( )1,0, 2 , 2, 1,3 , 0, 3,2 .A B C− − −  
12. Найдите угол между плоскостями: 
3 5 0,  2 5 16 0.x y x y z− + = − + − =  

13. Найдите координаты точки А, равноудаленной от точек В  и С , 
если  ( ) ( ) ( )0,0, , 5,1,0 , 0,2,3 .A z B C  

14. Напишите канонические уравнения прямой: 
2 2 0
2 3 6 0

x y z
x y z

+ + − =⎧
⎨ − − + =⎩

. 

15. Найдите точку пересечения прямой и плоскости, если
2 3 1: 

1 1 4
x y zL − − +

= =
− −

, : 2 3 14 0.P x y z+ + − =  

16. Найдите точку 1М , симметричную точке М  относительно пря-

мой, если ( )0, 3, 2M − − , 
1 1,5: 

1 1 1
x y zL − +

= =
−

. 
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17. Точка (2, 1, 1)Р − −  служит основанием перпендикуляра, опу-
щенного из начала координат на плоскость. Составьте уравнение этой 
плоскости. 

18. Вычислите расстояние от точки ( )2,3, 1Р −  до прямой 
1
2

4 13.

x t
y t

z t

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

 

19. Докажите, что прямая 
5 3 2 5 0

:  
2 1 0
x y z

L
x y z
− + − =⎧

⎨ − − − =⎩  
лежит в плоско-

сти 4 3 7 7 0x y z− + − = . 

20. Найдите точки пересечения прямой 
2 3 0

: 
1 0

x y z
L

x y z
+ − − =⎧

⎨ + + − =⎩
 с ко-

ординатными плоскостями. 

Тест для самопроверки 

1. Траекторией движения точки ( , )M x y , которая при этом остается 
вдвое ближе к точке (1,2)A , чем к точке ( 2,4)B −  является: 

а) прямая линия;  б) окружность;  в) гипербола;  г) эллипс. 
2. Решение уравнения DXA CB=  с помощью обратных матриц 
1 1,D A− −  имеет вид: 
а) 1 1D A CB− − ;  б) 1 1A CD B− − ;  в) 1 1D CBA− − ;  г) 1 1CD A B− − . 

3. Для решения системы линейных уравнений  
2 1

3 5 2
3 4 3 1

x y z
x y
x y z

+ − =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + + = −⎩

можно применить: 
а) метод Гаусса;  в) метод обратной матрицы; 
б) метод Крамера; г) любой метод. 

4. Угол между прямой 1 1
4 12 3

x y z− −
= =  и плоскостью 6 3 2 0x y z− + =  

равен: 

а) arctg 4
13

;  б) 12arccos
71

;  в) 18arcsin
91

;  г) arctg 23
81

. 
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5. Ранг матрицы 

 1 3 2 0
  2 1 3    0 
  3 5 4 0
   1  1 7  4 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

равен: 

а) 1;  б) 2;  в) 3;  г) 4. 

Ответы к упражнениям 

11. 2 2 0.x y z+ + =   14. . 17.  

12. 1cos
2 3

Φ = .  15.  18.  

13. 13(0,0, )
6

− . 16.  20.  

Çéèêéëõ à ìèêÄÜçÖçàü ä ÉãÄÇÖ 6 

1. Дайте определение замкнутого множества. Может ли множество 
быть одновременно: 

а) открытым и замкнутым; 
б) не открытым и не замкнутым? 
Являются ли замкнутыми следующие множества: 
а) m-мерный шар; 
б) m-мерная сфера; 
в) ε-окрестность точки; 
г) m-мерный параллелепипед? 
2. Докажите утверждение: для того, чтобы множество было замк-

нутым, необходимо и достаточно, чтобы оно содержало все свои пре-
дельные точки. 

3. Как определяются понятия предела и непрерывности функции 
двух переменных? 

4. Сформулируйте определения частных производных первого по-
рядка функции нескольких переменных. 

5. Сформулируйте теорему о равенстве смешанных производных. 
6. Что называется дифференциалом высших порядков? 

2
2 8 4
x y z −

= =
−

2 6 0.x y z− − − =

( )1,2,3 . 6.

( )1,1,1 . ( ) ( )4 12, 1,0 , , 0, , 0,2, 1 .
3 3

⎛ ⎞− − −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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7. Как вычисляется производная функции по направлению и ее 
градиент? 

8. Сформулируйте необходимое и достаточное условие локального 
экстремума функции двух переменных. 

9. Дайте определения условного экстремума функции двух пере-
менных и как он находится. 

10. Как найти глобальный экстремум (наибольшее и наименьшее 
значение) функции двух переменных? 

11.  Найти:  
а) область определения функции ݖ ൌ arcsin ௫

௬మ
 arcsinሺ1 െ  ;ሻݕ

б) ݕ и ݕ′ для неявной функции ݁ݔ௬ െ ݕ  1 ൌ 0. 
12. Найти точки разрыва функции ݔ ൌ lnሺ4 െ ଶݔ െ  .ଶሻݕ
13. Найти частные производные следующих функций: 
а) ݖ ൌ ଶݔ  ଷݕ  ݖ (ଷ; бݕଶݔ3 ൌ ݃ݐܿݎܽ ௬

௫
; в) ݖ ൌ ݕݔ lnሺݕݔሻ. 

14. Найти ݀ଶݖ для неявной функции ݔ ൌ ݂ሺݔ, -ሻ, заданной уравнеݕ
нием 2ݔଶ  ଶݕ2  ଶݖ  ݖݔ8 െ ݖ  8 ൌ 0, при ݔ ൌ െ2, ݕ ൌ 0; известно, 
что ݖሺെ2, 0ሻ ൌ 1 найдите все частные производные второго порядка и 
по ним составьте ݀ଶݖ.  

15. Найти производную функции ݖ ൌ ଷݕݔ6   ଶ по направлениюݔ5
݁ ൌ ݅  3݆ в точке (1, 3) . 

16. Найти градиент ݖ ൌ ௫௬
௫మା௬మାଵ

 в точке (0, 3). 
17. Разложить по формуле Тейлора функцию ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ2 െ ݕݔ െ

െݕଶ െ ݔ6 െ  .в окрестности точки (1, -2) ݕ3
18. Найти локальные экстремумы функции ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݕݔ5 

2ሺݔ െ ݕ3  1ሻଶ. 
19. Найти условные экстремумы функции ݖ ൌ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 6 െ ݔ5 െ  ݕ4

относительно уравнения связи ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶݔ െ ଶݕ െ 9 ൌ 0. 
20. Найти наибольшее (М) и наименьшее (m) значения функции 

ݖ ൌ ଶݔ  ଶݕ െ  ,ݔ4
െ2  ݔ  1,െ1  ݕ  3. 

Тест для самопроверки  

1. Множество, на котором определена функция ݖ ൌ ଵ
௫మା௬మିଵ

 является: 
а) открытым; б) замкнутым; в) линейно связным; г) выпуклым. 
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2. Длина вектора градиента функции ݖ ൌ ݔ  ݁௫ାହ௬ в точке (0, 0) 
равна: 

а) √27;  б) √28;   вሻ √26; г) √30. 
3. Число точек, в которых функция ݖ ൌ ଷݔ  ଶݕݔ3 െ ݔ39 െ ݕ36  26 

имеет строгий локальный экстремум равно: 
а) 1;  б) 2;  в) 3;  г) 4. 
4. Условный экстремум функции ݖ ൌ ଶݔ െ   ଶ при условииݕ

ݔ2 െ ݕ ൌ 3 равен: 
а) 1;  б) 2;  в) 3;  г) 4. 
5. Наибольшее (М) и наименьшее (m) значения функции ݖ ൌ ଷݔ 

ݕଷ െ   ,ݕݔ3
0  ݔ  2,െ1  ݕ  2 соответственно равны: 
а) ܯ ൌ 11, ݉ ൌ 0;  в) ܯ ൌ 12, ݉ ൌ െ2; 
б) ܯ ൌ 10, ݉ ൌ െ3;  гሻ M ൌ 13, m ൌ െ1. 

Ответы к упражнениям 

11.  
а) Криволинейный треугольник, образованный прямой ݕ ൌ 2 и па-

раболами ݕଶ ൌ േݔ, исключая вершину ሺ0, 0ሻ; 

б) ݕ ′ ൌ 

ଵି௫
, ݕ  ′′ ൌ మሺଶି௫ሻ

ሺଵି௫ሻయ
. 

12. Все точки окружности ݔଶ  ଶݕ ൌ 4. 

13. а) డ௭
డ௫
ൌ ݔ2  ,ଷݕݔ6 డ௭

డ௬
ൌ ଶݕ3   ;ଶݕଶݔ9

б) డ௭
డ௫
ൌ െ ௬

௫మା௬మ
, డ௭
డ௬
ൌ ௫

௫మା௬మ
;  

в) డ௭
డ௫
ൌ ݕ lnሺݕݔሻ  ,ݕ డ௭

డ௬
ൌ ݔ lnሺݕݔሻ   .ݔ

14. ݀ଶݖ ൌ ସ
ଵହ
ଶݔ݀  ସ

ଵହ
 .ଶݕ݀

15. ଼ହ
√ଵ

. 

16. 3݅. 
17. ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 2ሺݔ െ 1ሻଶ െ ሺݔ െ 1ሻሺݕ  2ሻ െ ሺݕ  2ሻଶ. 
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18. В точке ቀെ ଵଶ
ଵଽ
, ସ
ଵଽ
ቁ функция имеет строгий локальный минимум 

݂ ቀെ ଵଶ
ଵଽ
, ସ
ଵଽ
ቁ ൌ െ ଵ

ଵଽ
. 

19. В точке (-5, 4) функция ݂ሺݔ,  ሻ имеет условный минимумݕ
,ሺെ5ݖ 4ሻ ൌ 15, а в точке (5, –4) — условный максимум 
,௫ሺ5ݖ െ4ሻ ൌ െ3. 

ܯ .20 ൌ 21, ݉ ൌ െ3. 

Çéèêéëõ à ìèêÄÜçÖçàü ä ÉãÄÇÖ 7 

1. Какое уравнение называется дифференциальным? Что называет-
ся порядком дифференциального уравнения? 

2. Что называется решением дифференциального уравнения? 
3. Что определяет уравнение ݕ ′ ൌ ݂ሺݔ,  ? ሻݕ
4. Дайте определение условия Липшица. 
5. Сформулируйте теорему Коши. 
6. Какое решение дифференциального уравнения называется об-

щим, а какое частным? Каков их геометрический смысл? 
7. Какое решение ОДУ называют особым? Каков его геометриче-

ский смысл? Как они интегрируются? 
8. Что понимается под методом вариации произвольных постоян-

ных (метод Лагранжа)? 
9. Какое дифференциальное уравнение второго порядка называется 

линейным дифференциальным уравнением с постоянными коэффи-
циентами? В каких случаях оно называется однородным и неодно-
родным? 

10. Какова структура общего решения линейного неоднородного 
дифференциального уравнения второго порядка с постоянными ко-
эффициентами? 

11. Найти решение задачи Коши для дифференциального уравне-
ния ݕ ′′  ݕ2 ′  ݕ ൌ షೣ

௫
, ሺ1ሻݕ ൌ 0, ݕ ′ሺ1ሻ ൌ 0. 

12. Найти общее решение дифференциального уравнения  
ݔ݀ݕ  ሺ1  ݕଶሻ݀ݔ ൌ 0.  

13. Доказать, что функция ݕ ൌ -௫మ/ଶ удовлетворяет дифференциି݁ݔ
альному уравнению ݕݔ ′ ൌ ሺ1 െ   .ݕଶሻݔ
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14. Найти общее решение дифференциального уравнения  

′ݕ ൌ ݁

ೣ  ௬

௫
.  

15. Найти решение задачи Коши для дифференциального уравне-
ния ݕݔ ′  ݕ െ ݁௫ ൌ 0, ሺ0ሻݕ ൌ 1. 

16. Найти решение задачи Коши для дифференциального уравне-
ния ݕݔ ′ ൌ ݕ4  ,ݕଶඥݔ ሺ1ሻݕ ൌ 0. 

17. Найти общее решение дифференциального уравнения  
ሺݔ  ݔሻ݀ݕ  ሺݔ  ݕሻ݀ݕ2 ൌ 0.  

18. Найти общее решение дифференциального уравнения ݕ ′′ ൌ 1 െ ݕ ′ଶ. 
19. Найти решение задачи Коши для дифференциального уравне-

ния ݕ ଷݕ′′ ൌ 1, ݕ ቀଵ
ଶ
ቁ ൌ 1, ݕ ′ ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ 1. 

20. Найти общее решение дифференциального уравнения ݕ ′′  ݕ ൌ
ൌ cos  .ݔ

Тест для самопроверки 

1. Число особых решений дифференциального уравнения 
ඥ1ݔ െ ݔଶ݀ݕ  1√ݕ െ ݕଶ݀ݔ ൌ 0 равно: 

а) 0 (нет особых решений); 
б) одно; 
в) два; 
г) три. 
2. Общий интеграл дифференциального уравнения ݕଶ ݀ݔ ሺݔଶ െ

െݕݔሻ݀ݕ ൌ 0 имеет вид: 
а) ݕ ݁ି௬/௫ ൌ  ;ܥ
б) ݔ ݁ି௫/௬ ൌ  ;ܥ
в) ݔଶ݁ି௬/௫ ൌ  ;ܥ
г) ݕଶ ݁ି௬/௫ ൌ  .ܥ
3. Частное решение уравнения ݕ ′ െ ݕଶݔ3 ൌ ହݔ  -ଶ, удовлетвоݔ

ряющее начальным условиям ݕ ൌ 1 при ݔ ൌ 0 имеет вид: 
а) ݕ ൌ 2݁௫య  ௫య

ଷ
െ 1;  в) ݕ ൌ ହ

ଷ
݁௫య െ ௫య

ଷ
െ ଶ

ଷ
; 

б) ݕ ൌ ହ
ଷ
݁௫  ௫య

ଷ
 ଶ

ଷ
; г) ݕ ൌ 2݁௫య െ ௫య

ଷ
 1. 

4. Частное решение уравнения ݕ ′′ െ ݕ4 ′  ݕ4 ൌ 0, удовлетворяю-
щее начальным условиям ݕ ൌ ݕ ′ ൌ 1 при ݔ ൌ 0, имеет вид: 
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а) ݁ଷ௫ሺ1  ሻ;  в) ݁ଶ௫ሺ1ݔ െ  ;ሻݔ
б) ݁ଷ௫ሺ1 െ ሻ; г) ݁ଶ௫ሺ1ݔ    .ሻݔ
5. Общее решение дифференциального уравнения ݕ ′′  ݕ3 ′  ݕ2 ൌ

ൌ cos  :имеет вид ݔ2
а) ݕ ൌ ଵ݁௫ܥ  ଶ݁ଶ௫ܥ 

ଷ
ଶ
cos ݔ2  ହ

ଶ
sin   ;ݔ2

б) ݕ ൌ ଵ݁௫ܥ  ଶ݁ଶ௫ܥ െ
ଷ
ଶ
cos ݔ2 െ ହ

ଶ
sin   ;ݔ2

в) ݕ ൌ ଵ݁௫ܥ  ଶ݁ଶ௫ܥ 
ଵ
ଶ
cos ݔ2 െ ଷ

ଶ
sin  ;ݔ2

г) ݕ ൌ ଵ݁௫ܥ  ଶ݁ଶ௫ܥ െ
ଵ
ଶ
cos ݔ2  ଷ

ଶ
sin  .ݔ2

Ответы к упражнениям 

ݕ .11 ൌ ሺ1 െ ݔ  ݔ ln ሻ݁ି௫.  17. ௫ݔ
మ

ଶ
 ݕݔ  ଶݕ ൌ  .ܥ

12. ln |ݕ|  ݔ ݃ݐܿݎܽ ൌ ݕ .18 .ܥ ൌ ln|݁ଶ௫  |ଵܥ െ ݔ   .ଶܥ

14. ݁ି

ೣ  ln|ݔ| ൌ ଶݕ2 .19  .ܥ െ ଶݔ4 ൌ 1. 

ݕ .15 ൌ ೣିଵ
௫

ݕ .20 . ൌ ଵܥ cos ݔ  ଶܥ sin ݔ 
௫
ଶ
sin  .ݔ

ݕ .16 ൌ ௫ర

ସ
݈݊ଶ|ݔ|.     

Çéèêéëõ à ìèêÄÜçÖçàü ä ÉãÄÇÖ 8 

1. Найти сумму ряда ∑ 
మାହା

.∞
ୀଵ  

2. Исследовать сходимость ряда ∑ ௧ሺయሻ
ሺାଶሻሺାଷሻ

.∞
ୀଵ  

3. Исследовать сходимость ряда ∑ ଷାଶ
ଶሺାଵሻ!

∞
ୀଵ . 

4. Исследовать сходимость ряда ∑ ଵ
ሺାଵሻమ

∞
ୀଶ . 

5. Исследовать сходимость ряда ∑ ሺെ1ሻାଵ ଷାଵ
ሺାଶሻ

.∞
ୀଵ  

6. Вычислить сумму знакочередующегося ряда с заданной точно-
стью α. ∑ ሺିଵሻశభ

మ
, ߙ ൌ 0,01∞

ୀଵ . 

7. Найти области сходимости степенного ряда  ∑ ሺ௫ିଶሻ

ଽ
.∞

ୀଵ  
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8. Найти сумму функционального ряда и указать область его схо-
димости к этой сумме ∑ ௫


∞
ୀଵ . 

9. Разложить функцию ହ
ି௫ି௫మ

 в ряд Тейлора ሺݔ ൌ 0ሻ. 
10. Найти сумму функционального ряда и указать область его схо-

димости к этой сумме ∑ ∞.ାଵݔ݊
ୀଵ  

Тест для самопроверки  

1. Следующий ряд 3
1

2
1n

n
n

∞

=

+
+∑  будет: 

а) расходиться на основании интегрального признака Коши;  
б) сходиться на основании признака Д’Аламбера;  
в) сходиться на основании признака сравнения;  
г) расходиться, потому что нарушен необходимый признак сходи-

мости. 
2. Общий член числового ряда 2 10 26 82 242 730 ...+ + + + + + : 
а) 3 1n + ; в) ; 
б) ; г) 3 ( 1)n n+ − . 
3. Среди приведенных ниже рядов  

1 1

54
1 1 1 1

( 1)ln ( 1) ( 1) ( 1), , ,
5 10 1

n n n

n
n n n n

n
n n n n

− +∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

− − − −
⋅ +∑ ∑ ∑ ∑  количество абсолютно схо-

дящихся равно: 
а) 1;  б) 2;  в) 3;  г) 4. 

4. Область сходимости степенного ряда 
3 5

2 3
1 ...

5 2 5 3 5 4
x x x

− + − +

имеет вид: 
а) [ 3, 3]− ;  б) [ 3,3)− ;  в) ( 2, 2]− ;  г) ( 3,3]− . 
5. Третий коэффициент в разложении в ряд Маклорена функции 

1( ) ln
1

xf x
x

+
=

−
 имеет вид: 

а) 
32

9
x ;  б)

22
7
x ;  в) 

42
3
x ;  г) 

52
5
x .

 

2 23 1n− +
3 1n −
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Ответы к упражнениям 

1. S = 2.  5. Ряд сходится условно. 
2. Ряд сходится.  6. ܵ ؆ 0,84. 
3. Ряд сходится ሺߜ ൌ 0ሻ .  7. ሺെ7, 11ሻ. 
4. Ряд сходится.  8. ܵ ൌ െ lnሺ1 െ ,ሻݔ6 ݔ א ሾെ1 6⁄ , 1 6⁄ ሻ.  

  9. ∑ ቀ ଵ
ଷశభ

 ሺିଵሻ

ଶశభ
ቁ ,ݔ ݔ א ሺെ2, 2ሻ.∞

ୀ   

  10.  ܵ ൌ ௫మ

ሺଵି௫ሻమ
, ݔ א ሺെ1, 1ሻ.  

äãûóà ä íÖëíÄå Ñãü ëÄåéäéçíêéãü 

Глава 4. 1. в) 2. в) 3. б) 4. б) 5. а)  
Глава 5. 1. в) 2. в) 3. а) 4. в) 5. б)  
Глава 6. 1. а) 2. в) 3. б) 4. в) 5. г)  
Глава 7. 1. в) 2. а) 3. в) 4. в) 5. г)  
Глава 8. 1. в) 2. г) 3. б) 4. а) 5. г)  

áÄÑÄçàü Ñãü äéçíêéãúçõï êÄÅéí 

Правила выбора и выполнения контрольных работ  
в I и II семестрах 

Домашние контрольные работы в первом и во втором семестрах 
состоят из 8 задач. Задачи у всех студентов одинаковы, различны 
только числовые данные: А, Б, В и Г, 
где А — длина полного имени (число букв); 
Б — длина фамилии (число букв); 
В — длина полного имени отца (число букв); 
Г — последняя цифра номера зачетки. 
Например, Иванова Ирина Николаевна, № 0286751 
Ирина — 5, А = 5; 
Иванова — 7, Б = 7; 
Николай — 7, В = 7; 
№ 0286751 — Г = 1. 
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При выполнении контрольной работы необходимо строго придер-
живаться указанных ниже правил. Работы, выполненные без их со-
блюдения, не засчитываются и возвращаются студенту для перера-
ботки. 

1. Задания данной контрольной работы должны быть оформлены в 
Microsoft Office Word 2007, с использованием для формул Microsoft 
Equation. 

2. На титульном листе контрольной работы должны быть ясно на-
писаны фамилия студента (Б), имя (А), отчество (полное имя отца — 
В), учебный номер (шифр — последняя цифра — Г). Кроме того, ти-
тульный лист данного контрольного мероприятия должен содержать 
следующую таблицу: 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 Σ 

         
 

Должны быть указаны даты отсылки работы в университет и адрес 
студента. 

3. В работу должны быть включены все задачи, указанные в зада-
нии, строго со своими числовыми значениями (А=..., Б=…, В=..., Г=...)  

Контрольные работы, содержащие не все задачи или не свои чи-
словые значения А, Б, В, Г — не засчитываются. 

4. Решение задачи необходимо располагать в порядке, указанном в 
заданиях, сохраняя номера задач. 

5. Перед решением каждой задачи необходимо полностью напи-
сать ее условие и свои числовые значения А=..., Б=…, В=..., Г=… 

6. Решение следует излагать подробно и аккуратно, объясняя все 
действия по ходу решения и выполняя необходимые чертежи. 

7. После получения прорецензированной работы (как зачтенной, 
так и не зачтенной) студент должен исправить все отмеченные ошиб-
ки и недочеты и выполнить все рекомендации. Если рецензент пред-
лагает вместе с решением задачи те или иные исправления или до-
полнения прислать для повторной проверки, то это следует сделать в 
короткий срок. 

8. Без зачтенной контрольной работы студент к зачету (экзамену) 
не допускается. 
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Контрольная работа по математике  
(первый семестр) 

А — длина полного имени (число букв); 
Б — длина фамилии (число букв); 
В — длина полного имени отца (число букв); 
Г — последняя цифра зачетки. 
 

Максимальное количество баллов за работу — 30. Каждое из вось-
ми заданий оценивается следующим образом. 

 

№ задания 1 2 3 4 5 6 7 8 сумма

Кол-во баллов 3 4 3 3 3 5 6 3 30 
 
1. Вычислить пределы: 

а) 
0

2 3 (4 5 )lim
(3 4 )

A Б Б B A

A B Бx

x x x x
x x→

+ − +
+

; 

б) 
3

1
2 sin

20

1lim
1 ( )

x x

xx

x A
x A Б→

⎛ ⎞+
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

; 

в) lim
Бx

x

Ax
Ax Б→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

2. Исследовать функции и построить их графики: 

а) 2

( ( ))( ( ))Ax Б Г Бx A Гy
x

+ + − +
= ; 

б) 
2A x

B Г Бy x e
−

+= . 
3.  Найти неопределенные интегралы и сделать проверку: 

а) 
3 2 1(2 ) ( ) 3

2 3
( )

2

Г ГA x Б x A
B dxБA Г x A

+ + − − +

+ + −
∫ ; 

б) 
2( ) ( )

Bx Б dx
A Г x Бx В Г

+

+ − + +∫ ; 

в) 2(( ) ) x AВ Г x Б B dx+ ++ −∫ . 
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4. Вычислить определенные интегралы: 

а) 
3

0

1
1 ( 1)

A

dx
x x+ + +∫ ; 

б) 
2

0 sin cos
Г dx

A Б x B x

π

+ +∫ ; 

в) 
0

2

1

ln( ( ))Бx x A B dx
−

+ +∫ . 

5. Найти обратную матрицу 1T −   и установить, что 1T T E− = , где  
Е — единичная матрица третьего порядка: 

1
2

3

A В Г
T Б А

А Б В

+⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

6. Найти: 
а) размерность пространства решений (количество линейно неза-

висимых решений); 
б) фундаментальную систему решений (базис пространства ре-

шений); 
в) общее решение системы линейных уравнений; 
г) сделать проверку. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 0
2 4 0

( 1) 5 0.

Ax Гх Вх х
Бx Вх Ах х
Вx А х х Бх

− − + =⎧
⎪ + − + =⎨
⎪ − + − + =⎩

 

7. Относительно векторов  1 2 3( , , ); ( , , 1); ( , , )а А Б В а Б В Г а В А Б+   
установить: 

а) будут ли они линейно зависимыми; 
б)  представить (если это возможно) вектор (1, 2, 3)а  в виде ли-

нейной комбинации векторов 1 2 3, ,а а а   и сделать проверку. 
8. Найти координаты точки пересечения прямой 

1
х А y Б z В
Г А Б А Б В

− + −
= =

− + + +
 

и плоскости  ( ) 0x Ay Bz A Г+ + − + = . 
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Контрольная работа по математике (второй семестр) 

А — длина полного имени (число букв); 
Б — длина фамилии (число букв); 
В — длина полного имени отца (число букв); 
Г — последняя цифра зачетки. 
Максимальное количество баллов за работу составляет 30. Каждое 

из восьми заданий оценивается следующим образом. 
 

№ задания 1 2 3 4 5 6 7 8 сумма

Кол-во баллов 5 2 5 4 2 4 4 4 30 
 
1. Даны координаты вершин пирамиды М1М2М3М4: 

1( 2 , ,1 )М А Б Г В+ − ;  2 (2 1, ,2 )М А Г В Б− − + − ;  

3( , , 1)М Г Б В А А− − − + ;  4 ( 2,1 , )М В Б А Г− − − .  
Найти: 
а) длину ребра М2М3 ; 
б) угол между ребрами М1М2 и М2М3; 
в) площадь грани М1М2М3; 
г) объем пирамиды; 
д) высоту, опущенную из вершины М4. 
2. Вычислить двойной интеграл 

D

xydxdy∫∫ , где D — треугольник с 

вершинами 1( , ),M A Б В+  2 ( 1, ),M Г А В− + +  3 ( , )M Г Б А Б− − + . 
3. Для функции  

2 2( ) 2z А Г x Бy Bxy Ax Б= + + − + +  
найти: 

а) z
x

∂
∂

 — производную по направлению от точки 1( , 2 )M Г А Б+   к 

точке 2 (2 1, )M Г А В− − +  в точке 1M ; 
б) grad z  — градиент z  в точке 2M ; 
в) локальные экстремумы функции z ; 
г) наибольшее и наименьшее значения функции z  в треугольнике

1 2 3M M M , где 3 ( , )M Г Б А В− − + ; 
д) уравнение плоскости 1 2 3M M M . 
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4. Найти решение задачи Коши для следующих уравнений: 

а) 2
2( ) 0Бy BАx Bx Б dy dx

Ay Бy Г
+

+ + + =
+ +

,  (0) 1y = ; 

б) x Бy Ay e y′ + = ,  (0) 1y = . 
5. Найти общее решение дифференциального уравнения: 

2 ( ) 2sin 7A BxAy Бy В Г y x Бx e′′ ′− + + = − + . 
6. Найти суммы рядов: 

а) 2
1 ( 1)n

A
n Bn Б

∞

= + + +∑ ; 

б) 2

1
( ) n

n
n An Б x

∞

=

− +∑ . 

7. Найти радиусы сходимости и области сходимости степенных ря-
дов: 

а) 2 1

1
( )

( )!

A
n

n

n x Б
n Г

∞
+

=

+
+∑ ; 

б) 
1

( 1) ( )

( ) 5

n n

В
Бn

x A

n Г А n

∞

=

− −

+ + +
∑ . 

8. Разложить функции: 
а) 2( ) ln( )f x Ax Бx B= + + ; 

б) 
3 2

2

2( )
1

Ax Бx Bx Гf x
Бx Bx

+ − + +
=

+ −
 

в ряд Тейлора по степеням x , 0( 0)x = . 

  



— 462 — 

Çéèêéëõ ä ùäáÄåÖçì 

Первый семестр 

1. Множества и способы задания множеств. Операции над множест-
вами.  

2. Общее понятие функции. Основные определения.  
3. Множество вещественных чисел. Аксиома непрерывности. Клас-

сификация вещественных чисел. Основное модульное неравенство.  
4. Окрестности и полуокрестности. Предельные точки. Открытые и 

замкнутые множества.  
5. Грани числовых множеств. Теорема о точной верхней грани. Лем-

ма Гейне–Бореля–Лебега о покрытиях.  
6. Понятие числовой функции и способы их задания. Грани функций.  
7. Четные, нечетные, периодические, монотонные функции. Класси-

фикация элементарных функций.  
8. Понятие числовой последовательности. Аналитическое и геомет-

рическое описание предела.  
9. Сходящиеся и расходящиеся последовательности. Бесконечные 

пределы последовательности и единственность предела.  
10. Ограниченность сходящейся последовательности. Предельный пе-

реход в неравенствах. Свойство линейности. Предел неубывающей 
последовательности.  

11. Число e. Понятие подпоследовательности. Теорема о пределе про-
межуточной последовательности. Принцип Кантора о вложенных 
отрезках.  

12. Принцип Больцано–Вейерштрасса о сходящейся подпоследователь-
ности. Фундаментальные последовательности и критерий Коши.  

13. Замечательные (важнейшие) пределы. Таблица эквивалентных по-
следовательностей.  

14. Предел числовой функции. Основные свойства функций, имею-
щих предел. Свойство устойчивости. Теорема о пределе промежу-
точной функции. Бесконечные пределы функции.  

15. Критерий эквивалентности. Непрерывные функции. Свойства не-
прерывных функций.  

16. Точки разрыва и их классификация. Свойства непрерывных функ-
ций на отрезке. Теорема Вейерштрасса.  
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17. Первая и вторая теоремы Больцано–Коши. 
18. Производная. Основные определения. Геометрический смысл 

производной. 
19. Вычисление производных основных элементарных функций. Про-

изводная обратной функции. Таблица производных.  
20. Дифференцируемость и непрерывность. Простейшие правила вы-

числения производных.  
21. Дифференциал и инвариантность его формы. Производные и диф-

ференциалы высших порядков.  
22. Необходимое условие локального экстремума. Теорема Ролля. 

Теорема Коши.  
23. Раскрытие неопределенности по правилу Бернулли–Лопиталя. 

Другие виды неопределенности.  
24. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано, в форме 

Лагранжа. Приложения формулы Тейлора.  
25. Исследование функций с помощью производных. Возрастание и 

убывание функции. Достаточные условия существования экстре-
мума.  

26. Исследование функции на выпуклость и вогнутость. Точки пере-
гиба функции.  

27. Асимптоты графика функции. Общая схема исследования функ-
ции. 

28. Первообразная и неопределенный интеграл. Таблица основных 
интегралов.  

29. Основные правила интегрирования. Метод подстановки в неопре-
деленном интеграле.  

30. Метод интегрирования по частям. Возвратные интегралы.  
31. Интегрирование квадратных иррациональностей. Интегрирование 

рациональных функций.  
32. Определенный интеграл. Теорема о среднем. Основная теорема 

анализа. Площадь плоской области. Длина дуги кривой. Объем те-
ла вращения. Площадь поверхности вращения.  

33. Несобственные интегралы 1-го, 2-го рода. 
34. Линейные пространства. Линейная зависимость. Базис, размер-

ность пространства.  
35. Матрица и определитель. Свойства определителей.  
36. Миноры и алгебраические дополнения. Теорема Лапласа.  
37. Действия над матрицами. Нахождение обратной матрицы.  
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38. Системы однородных уравнений. Метод Гаусса для однородных 
уравнений.  

39. Понятие ранга матрицы. Теорема Кронекера–Капелли.  
40. Метод Крамера. Метод обратной матрицы. Собственные значения 

и собственные векторы.  
41. Векторы. Линейные операции над векторами. Базис. Разложение 

вектора по базису. Радиус-вектор точки.  
42. Скалярное и векторное произведение векторов. Смешанное произ-

ведение трех векторов.  
43. Различные способы записи уравнения прямой на плоскости. Вза-

имное расположение двух прямых на плоскости.  
44. Различные виды уравнений плоскости. Прямая линия в простран-

стве. Пучок плоскостей.  
45. Линии второго порядка. 

Второй семестр 

1. Пространства nR . Основные определения и свойства. 
2. Функции нескольких переменных. Теорема Больцано–Вейер-

штрасса.  
3. Частные производные первого и второго порядка функции не-

скольких переменных. Полный дифференциал и дифференцируе-
мость функций нескольких переменных. 

4. Необходимое и достаточное условие дифференцируемости. Диф-
ференцирование сложной функции. Дифференциалы высших по-
рядков.  

5. Выпуклое множество и выпуклость функций нескольких перемен-
ных. Свойства выпуклых функций. Непрерывность выпуклых 
функций.  

6. Критерий выпуклости функций. Матрица Гессе. Критерий Сильве-
стра.  

7. Производная функции по направлению и градиент.  
8. Экстремумы функции нескольких переменных. Необходимое и 

достаточное условие экстремума.  
9. Формула Тейлора для функции двух переменных.  
10. Условный экстремум функции нескольких переменных. Наибольшее 

и наименьшее значение функции. Метод множителей Лагранжа. 
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11. Дифференциальное уравнение. Основные определения. Частное и 
особое решение уравнения. 

12. Задача Коши и теорема Коши. 
13. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными. 
14. Однородные и квазиоднородные уравнения. 
15. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. Метод 

Лагранжа. 
16. Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах. Урав-

нения Лагранжа и Клеро. 
17. Дифференциальные уравнения высших порядков. Теорема суще-

ствования и единственности решения задачи Коши. 
18. Уравнения, допускающие понижения порядка. 
19. Линейные дифференциальные уравнения высших порядков. Опре-

делитель Вронского. 
20. Линейные однородные дифференциальные уравнения с постоян-

ными коэффициентами. Характеристическое уравнение. 
21. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения. Метод 

вариации произвольных постоянных. 
22. Метод неопределенных коэффициентов. Уравнение Эйлера. 
23. Системы линейных дифференциальных уравнений. Нормальная 

система дифференциальных уравнений. 
24. Числовой ряд и сумма числового ряда. 
25. Простейшие свойства числовых рядов и необходимый признак 

сходимости ряда.  
26. Ряды с неотрицательными членами. Интегральный признак Коши. 

Признаки сравнения. 
27. Признак Д’Аламбера и признак Коши. 
28. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница. 
29. Функциональные ряды и их равномерная сходимость. Область 

сходимости функционального ряда. Признак Вейерштрасса. 
30. Степенные ряды и их свойства. Теорема Абеля. Радиус сходимо-

сти степенного ряда. 
31. Ряды Тейлора. Остаточный член в форме Лагранжа. 
32. Разложение элементарных функций в ряд Маклорена. 
33. Методы разложения функций в ряд Маклорена. Правила умноже-

ния рядов. 
34. Применение рядов к раскрытию неопределенностей. 
35. Нахождение сумм числовых рядов. 
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