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Цель данных методических указаний «Теория пределов», 1 и 2 части, 

– помочь студентам первого курса разобраться в вычислении пределов 

числовых последовательностей и пределов функций; в выделении главных 

частей бесконечно малых и бесконечно больших функций; в сравнении 

бесконечно малых (или бесконечно больших) функций. 

Методические указания содержат краткие теоретические сведения, 

необходимые для решения типовых задач, контрольные задания (задачи 

для самостоятельной работы). Предлагаемые методические указания 

предназначены для самостоятельного изучения данной темы студентами. 

Бесконечно малые функции 

Введем понятие бесконечно малой (б.м.ф.) функции. 

Определение 1.  Функция  ݕ ൌ ݂ሺݔሻ  называется бесконечно малой при   

ݔ ՜  ଴ ,  еслиݔ

lim
  ௫՜௫బ

݂ሺݔሻ ൌ 0 

По определению предела функции это равенство означает, что для  любого 

числа ߝ  ൐ 0  найдется число ߜ  ൌ ሻߝሺߜ ൐ 0 , такое, что для всех ݔ , 

удовлетворяющих неравенству 0 ൏ ݔ| െ |଴ݔ ൏ ߜ   , выполняется 

неравенство  |݂ሺݔሻ| ൏  .ߝ

Запишем это определение, используя логическую символику:  

lim
  ௫՜௫బ

݂ሺݔሻ ൌ 0 ֞ ሺሺߝ׊ ൐ ߜ׌ 0 ൌ ሻߝሺߜ ൐ 0, :ݔ׊ 0 ൏ ݔ| െ |଴ݔ ൏ ሻߜ ֜ |݂ሺݔሻ|

൏  ሻߝ

Аналогично определяется б.м.ф. при  ݔ ՜ ଴ݔ ൅ 0 ݔ  , ՜ ଴ݔ െ 0 ݔ  , ՜ ൅∞ ,  

ݔ ՜ െ∞ : во всех этих случаях ݂ሺݔሻ ՜ 0  при данных стремлениях 

аргумента. 



3 
 

 Бесконечно малые функции часто называются бесконечно малыми 

величинами или просто бесконечно малыми; обозначаются они обычно 

греческими буквами ߙሺݔሻ,  .ሻ и т. дݔሺߚ

Примеры бесконечно малых функций: 

ݕ ൌ ݔ ଶ  приݔ ՜ 0 ቀ т. к.  lim
௫՜଴

ଶݔ ൌ 0ቁ 

ݕ ൌ ݔ െ 2  при ݔ ՜ 2 ቀ т. к.  lim
௫՜ଶ

ሺݔ െ 2ሻ ൌ 0ቁ 

ݕ ൌ sin ݔ при  ݔ ՜ ݇   ,݇ߨ א .ቀ т ࢆ к.  lim
௫՜గ௞

sin ൌ ݔ 0ቁ 

Свойства бесконечно малых функций 

Перечислим свойства бесконечно малых функций в виде основных теорем. 

Теорема 1.   Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых 

функций при ݔ ՜ ݔ ଴  есть бесконечно малая функция приݔ ՜  .   ଴ݔ

Теорема 2.  Произведение бесконечно малой функции  при  ݔ ՜ ଴ݔ  на 

ограниченную функцию есть бесконечно малая функция   ݔ ՜  .଴ݔ

Из Теоремы 2  вытекают два следствия: 

Следствие 1.  Произведение бесконечно малой функции при  ݔ ՜   ଴  наݔ

число есть  бесконечно малая функция при  ݔ ՜  .଴ݔ

Следствие 2.  Произведение двух бесконечно малых функций при  ݔ ՜   ଴ݔ

есть  бесконечно малая функция при  ݔ ՜ ଴ݔ   (т.к. всякая б.м.ф. при 

ݔ  ՜  .(଴ является ограниченнойݔ

Теорема 3.  Функция имеет предел, равный ࢇ  при при  ݔ ՜ ଴ݔ  тогда и 

только тогда, когда ее можно представить в виде суммы числа ࢇ   и 
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некоторой бесконечно малой функции ሻݔሺߙ    при  ݔ ՜ ଴ݔ , т.е.  

lim௫՜௫బ ݂ሺݔሻ ൌ 0 ֞ ݂ሺݔሻ ൌ ࢇ ൅ ሻ,   где lim௫՜௫బݔሺߙ ሻݔሺߙ ൌ 0 . 

Рассмотрим два предела, которые неоднократно будут встречаться в 

дальнейшем.  

Первый замечательный предел 

ܕܑܔ
՜૙࢞

ܖܑܛ ࢞
࢞

ൌ ૚ 

Этот предел называется первым замечательным пределом.  

Он часто используется при вычислении пределов выражений, содержащих 
тригонометрические функции. 

Пример ૚.  Найти   lim
௫՜଴

sin2 ݔ
ݔ5

 

В данном случае имеем неопределенность вида  ቄ଴
଴
ቅ , поэтому теорема о 

пределе дроби здесь не применима. Чтобы вычислить этот предел, 

воспользуемся  теоремой о  замене  переменной: 

lim
௫՜଴

sin2 ݔ
ݔ5

ൌ lim
௫՜଴

sin2 ݔ
5
2 · ݔ2

ൌ
2
5

lim
௫՜଴

sin2 ݔ
ݔ2

ൌ ൜ замена: 2ݔ ൌ  ݐ
при ݔ ՜ 0, ݐ ՜ 0ൠ

ൌ
2
5

lim
௧՜଴

sin ݐ
ݐ

ൌ
2
5

· 1 ൌ
2
5

 

Пример ૛.  Найти  lim
௫՜଴

tgݔ
ݔ

 

Выполним необходимые преобразования: 

   lim
௫՜଴

tgݔ
ݔ

ൌ lim
௫՜଴

sin ݔ
ݔ

·
1

cos ݔ
ൌ lim

௫՜଴

sin ݔ
ݔ

·
lim
௫՜଴

1

lim
௫՜଴

cos ݔ
ൌ 1 ·

1
1

ൌ 1 
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Второй  замечательный предел 

Равенства:  

ܕܑܔ
՜૙࢞

ሺ૚ ൅ ሻ࢞
૚
࢞ ൌ ܕܑܔ   ,ࢋ

∞՜࢞
൬૚ ൅

૚
࢞

൰
࢞

ൌ    ࢋ

называются вторым замечательным пределом. 

Они широко используются при вычислении пределов в случае 

неопределенности вида ሼ1∞ሽ. 

Пример ૜.  Найти lim
௫՜∞

൬1 ൅
2
ݔ

൰
௫

  

Преобразуем выражение, стоящее под знаком предела: 

lim
௫՜∞

൬1 ൅
2
ݔ

൰
௫

ൌ lim
௫՜∞

ቌ1 ൅
1
ݔ
2

ቍ

௫
ଶ·ଶ

ൌ  ൝ замена: 
ݔ
2

ൌ  ݐ
при ݔ ՜ ∞, ݐ ՜ ∞

ൡ ൌ lim
௫՜∞

൬1 ൅
1
ݐ

൰
௧ · ଶ

ൌ

ൌ ቆlim
௫՜∞

൬1 ൅
1
ݐ

൰
௧

ቇ
ଶ

ൌ ݁ଶ 

Пример ૝.  Найти  lim
௫՜∞

൬
ݔ ൅ 8
ݔ െ 2

൰
௫

   

Чтобы воспользоваться вторым замечательным пределом, выделим 

единицу в основании степени: 

lim
௫՜∞

൬
ݔ ൅ 8
ݔ െ 2

൰
௫

ൌ  lim
௫՜∞

ቆ
ሺݔ െ 2ሻ ൅ 10

ݔ െ 2
ቇ

௫

 ൌ lim
௫՜∞

൬1 ൅
10

ݔ െ 2
 ൰

௫

ൌ lim
௫՜∞

ቌ1 ൅
1

ݔ െ 2
10

ቍ

௫ିଶ
ଵ଴ · ଵ଴

௫ିଶ·௫

ൌ ൌ lim
௫՜∞

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ቌ1 ൅

1
ݔ െ 2

10
ቍ

௫ିଶ
ଵ଴

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ଵ଴௫
௫ିଶ

 

ൌ ݁ ୪୧୫
ೣ՜∞

ଵ଴௫
௫ିଶ ൌ ݁ଵ଴ 



6 
 

Сравнение бесконечно малых функций 

Сравним две б.м.ф. между собой с помощью их отношения. Как известно, 

сумма, разность и произведение двух б.м.ф. есть функция бесконечно 

малая.  Этого нельзя, вообще говоря, сказать об их частном. Отношение  

двух  б.м.ф. может вести себя различным образом: предел этого 

отношения может быть конечным числом, равным нулю или отличным от 

него, быть равен бесконечности, или даже не существовать. Рассмотрим 

все возможные случаи. 

  Пусть ߙሺݔሻ и ߚሺݔሻ есть две б.м.ф. при одном и том же стремлении 

аргумента ݔ ՜  .଴ , т.еݔ

lim
௫՜௫బ

ሻݔሺߙ ൌ 0 и lim
௫՜௫బ

ሻݔሺߚ ൌ 0 

 

૚.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺߙ
ሻݔሺߚ ൌ 0, 

то  ߙሺݔሻ  называется бесконечно малой более высокого порядка, чем  ߚሺݔሻ 

при ݔ ՜  :଴. При этом используется следующая записьݔ

ሻݔሺߙ ൌ ݔ   ,ሻ൯ݔሺߚ൫࢕ ՜  ଴ݔ

(Читается:  ߙሺݔሻ есть  ࢕ малое от ߚሺݔሻ  при ݔ, стремящемся к ݔ଴) 

 Например:   lim
௫՜଴

ଷݔ2

ଶݔ ൌ lim
௫՜଴

ݔ2 ൌ 0  ֜ ଷݔ2  ൌ ,ଶሻݔሺ࢕ ݔ ՜ 0. 

૛.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺߙ
ሻݔሺߚ ൌ∞,   

то ߙሺݔሻ  называется бесконечно малой более низкого порядка, чем  ߚሺݔሻ 

при ݔ ՜ ሻݔሺߚ .଴, т.еݔ ൌ ݔ   ,ሻ൯ݔሺߙ൫࢕ ՜  .଴ݔ

Например ׷   lim
௫՜଴

ଶݔ

ଷݔ2 ൌ lim
௫՜଴

1
ݔ2

ൌ∞  ֜ ଷݔ2  ൌ ,ଶሻݔሺ࢕ ݔ ՜ 0. 
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૜.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺߙ
ሻݔሺߚ ൌ ࡭ и ࡭ ് 0 ሺ࡭ א  ,ሻ܀

то  ߙሺݔሻ  и ߚሺݔሻ  называются бесконечно малыми одного порядка при 

ݔ ՜  :଴. При этом используется следующая записьݔ

ሻݔሺߙ ൌ ሻݔሺߚ ሻ൯ илиݔሺߚ൫ࡻ ൌ  ሻ൯ݔሺߙ൫ࡻ

 (Читается:  ߙሺݔሻ  есть ࡻ  большое от ߚሺݔሻ при ݔ, стремящемся к ݔ଴  ) 

Например:  lim
௫՜଴

sin ݔ
ݔ2

ൌ
1
2

lim
௫՜଴

sin ݔ
ݔ

ൌ
1
2

 ֜  sin ݔ ൌ ,ሻݔሺ2ࡻ ݔ  ՜ 0. 

૝.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺߙ
ሻݔሺߚ ൌ 1, 

то бесконечно малые ߙሺݔሻ  и ߚሺݔሻ  называются эквивалентными при ݔ ՜

  :଴. При этом используется следующая записьݔ

,ሻݔሺߚ ~ሻݔሺߙ   ݔ ՜   .଴ݔ

Например: lim
௫՜଴

tgݔ
ݔ

ൌ 1 ֜ tgݔ ~ݔ, ݔ ՜ 0. 

૞.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺߙ
ሻݔሺߚ െ  не существует, 

то ߙሺݔሻ  и ߚሺݔሻ  называются несравнимыми бесконечно малыми. 

Например: lim
௫՜଴

ݔ · sin 1
ݔ

ݔ
ൌ lim

௫՜଴
sin

1
ݔ

െ  этот предел не существует, 

֜ ሻݔሺߙ ൌ ݔ · sin ଵ
௫
  и  ߚሺݔሻ ൌ ݔ несравнимые б.м.ф. при - ݔ ՜   .଴ݔ

Определение 2.  Бесконечно малая ߙሺݔሻ  называется бесконечно малой 

࢑ െ го   порядка относительно бесконечно малой ߚሺݔሻ  при ݔ ՜ ଴ݔ , если 

существует число ࢑ ൐ 0 такое, что: 
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lim
௫՜௫బ

ሻݔሺߙ
ሺߚሺݔሻሻ௞ ൌ ࡭ , где ࡭ ് 0, ࡭ א  .܀

При этом используется следующая запись:  ߙሺݔሻ ൌ ࡻ ቀ൫ߚሺݔሻ൯௞ቁ , ݔ ՜   ଴ݔ

Пример 5. Найти порядок малости б.м.ф. ሻݔሺߙ    относительно ߚሺݔሻ  при 

ݔ ՜ 0 , где ߙሺݔሻ ൌ 1 െ cos ,ݔ ሻݔሺߚ  ൌ  . ݔ

Рассмотрим предел отношения: 

 lim
௫՜଴

ሻݔሺߙ
൫ߚሺݔሻ൯ ௞

ൌ lim
௫՜଴

1 െ cos ݔ
௞ݔ ൌ lim

௫՜଴

2 sinଶ ݔ
2

ቀݔ
2ቁ

௞
· 2௞

ൌ ሼпри ݇ ൌ 2ሽ ൌ
1
2

   

Значит,  при ݇ ൌ 2  б.м.ф.  ߙሺݔሻ  и  ߚሺݔሻ -  сравнимы и одного порядка. 

Говорят:   ߙሺݔሻ ൌ 1 െ cos  б.м.ф. 2-го порядка малости относительно  - ݔ

ሻݔሺߚ  ൌ   .т.е ,ݔ

1 െ cos ݔ ൌ ݔ ଶሻ  приݔሺࡻ ՜ 0. 

 

Эквивалентные бесконечно малые функции и основные теоремы о 

них 

 Среди бесконечно малых одного порядка особую роль играют так 

называемые эквивалентные  бесконечно малые. Еще раз напомним это 

определение. 

Определение 3.  

Если lim
௫՜௫బ

ఈሺ௫ሻ
ఉሺ௫ሻ ൌ 1 , то  ߙሺݔሻ и ߚሺݔሻ называются эквивалентными 

бесконечно малыми функциями при  ݔ ՜  :଴. Обозначается это такݔ

,ሻݔሺߚ ~ሻݔሺߙ  ݔ ՜   .଴ݔ
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Например:  sin ݔ ,ݔ ~ при ݔ ՜ 0, т. к. lim
௫՜଴

sin ݔ
ݔ

ൌ 1 

                          tgݔ ~ݔ, при  ݔ ՜ 0, т. к. lim
௫՜଴

tg ݔ
ݔ

ൌ 1 

Теорема 4.  Для того, чтобы две б.м.ф. ߙሺݔሻ и ߚሺݔሻ  были эквивалентными 

при ݔ ՜ ଴ݔ ,  необходимо и достаточно, чтобы их разность была 

бесконечно малой большего порядка малости, чем каждая из этих 

бесконечно малых. 

൬ߙሺݔሻ~ ߚሺݔሻ,
ݔ ՜ ଴ݔ

൰

֞ ቀߙሺݔሻ െ ሻݔሺߚ  ൌ ሻ൯ቁݔሺߙ൫࢕

ר ቀߙሺݔሻ െ ሻݔሺߚ  ൌ ሻ൯ቁݔሺߚ൫࢕ , при ݔ ՜  ଴ݔ

Теорема 5.  Сумма конечного числа бесконечно малых разных порядков 

эквивалентна слагаемому низшего порядка. 

Например:  3ݔଷ ൅ ଶݔ7 ൅ ݔ при  ,ݔ4 ~ ݔ4 ՜ 0,   

т. к.  lim
௫՜଴

ଷݔ3 ൅ ଶݔ7 ൅ ݔ4
ݔ4 

ൌ lim
௫՜଴

ݔ4 ቀ3
4 ଶݔ ൅ 7

4 ݔ ൅ 1ቁ
ݔ4

ൌ lim
௫՜଴

൬
3
4

ଶݔ ൅
7
4

ݔ ൅ 1൰

ൌ 1 

 

Теорема 6.  Предел отношения двух  б.м.ф. не изменится, если каждую 

или одну из них заменить эквивалентной ей бесконечно малой. 

Теорема 6 о замене функций на эквивалентные  широко используется при 

вычислении пределов, в частности для раскрытия неопределенностей вида 

ቄ଴
଴
ቅ . Например, задачу, уже рассмотренную выше в Примере 1, можно 

решить следующим образом:  
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 lim
௫՜଴

sin2 ݔ
ݔ5

ൌ ሼsin ,ݔ2~ݔ2 при ݔ ՜ 0 ሽ ൌ lim
௫՜଴

ݔ2
ݔ5

ൌ
2
5

 

Пример 6. 

lim
୶՜଴

3xଷ ൅ 7xଶ ൅ 4x
sin 2x

ൌ lim
୶՜଴

4x
2x

ൌ 2,  

 

поскольку 3xଷ ൅ 7xଶ ൅ 4x ~ 4x; sin 2x ~ 2x при x ՜ 0   

Приведем еще примеры эквивалентных б.м.ф. 

Пример ૠ.  lim
௫՜଴

1 െ cos ݔ
ଶݔ

2

ൌ lim
௫՜଴

2 sinଶ ݔ
2

ଶݔ

2

ൌ lim
 ௫՜଴

sin ݔ
2 · sin ݔ

2
ݔ
2 · ݔ

2
ൌ 1 · 1 ൌ 1   ֜ 1 െ cos ~ݔ

ଶݔ

2
 при ݔ ՜ 0   

Пример ૡ.  lim
௫՜଴

arcsin ݔ
ݔ

ൌ  lim
௫՜଴

arcsin ݔ
sinሺ arcsin ሻݔ

ൌ ൝
замена:

arcsin ݔ ൌ ݐ
при  ݔ ՜ 0, ݐ ՜ 0

ൡ ൌ

ൌ lim
௧՜଴

ݐ
sin ݐ

ൌ lim
௧՜଴

1
sin ݐ

ݐ
ൌ

1
1

ൌ 1  ֜  arcsin ݔ ݔ при ݔ~ ՜ 0  

Пример  ૢ.  lim
௫՜଴

log௔ሺ1 ൅ ሻݔ
ݔ

ൌ lim
௫՜଴

1
ݔ

· log௔ሺ1 ൅ ሻݔ

ൌ lim
 ௫՜଴

log௔ሺ1 ൅ ሻݔ
ଵ
௫

ൌ ൝
т. к.функция log௔ݔ െ непрерывная,

то можно использовать теорему о пределе
непрерывной функции

ൡ

ൌ log௔ ൤lim
௫՜଴

ሺ1 ൅ ሻݔ
ଵ
௫൨ ൌ log௔݁ ֜ ൜log௔ሺ1 ൅ ݔ~ሻݔ · log௔݁

ln ሺ1 ൅ ݔ~ሻݔ  при ݔ

՜ 0  



11 
 

Пример ૚૙.  lim
௫՜଴

√1 ൅ ݔ െ 1
ݔ
2

ൌ  lim
௫՜଴

൫√1 ൅ ݔ െ 1൯ሺ√1 ൅ ݔ ൅ 1ሻ
ݔ
2 ሺ√1 ൅ ݔ ൅ 1ሻ

ൌ lim
௫՜଴

ݔ
ݔ
2 ሺ√1 ൅ ݔ ൅ 1ሻ

ൌ lim
௫՜଴

2
√1 ൅ ݔ ൅ 1

ൌ
2
2

ൌ 1

֜ √1 ൅ ݔ െ 1~
ݔ
2

 при ݔ ՜ 0 

Ниже приведем важнейшие эквивалентности, которые используются при 

вычислении пределов. Все они выполняются только при ࢞ ՜ ૙. 

 

 

ܖܑܛ ࢞ ࢞ࢇ ࢞ ~ െ ૚~࢞ ·  ࢇܖܔ

࢞ࢋ ࢞ ~ܠ܏ܜ െ ૚~࢞ 

ܖܑܛ܋ܚ܉ ࢞ ܖܔ ࢞~ ሺ૚ ൅  ࢞~ሻ࢞

܏ܜ܋ܚ܉ ࢞ ሺ૚ࢇ܏ܗܔ ࢞~ ൅ ࢞~ሻ࢞ ·  ࢋࢇ܏ܗܔ

૚ െ ܛܗ܋ ~࢞
૛࢞

૛
 

ሺ૚ ൅ ࢑ሻ࢞ െ ૚~࢞࢑, ࢑ ൐ 0 
ሺв частности: √૚ ൅ ࢞ െ ૚~

࢞
૛

ሻ 

 

Пример 11. 

  lim
௫՜ଵ

arcsinሺ ݔ െ 1ሻ
ଶݔ െ ݔ5 ൅ 4

ൌ ൜arcsinሺ ݔ െ 1ሻ ~ሺݔ െ 1ሻ, т. к.
при x ՜ 1 ֜ ሺݔ െ 1ሻ ՜ 0 ൠ ൌ

ൌ lim
୶՜ଵ

ݔ െ 1
ሺݔ െ 1ሻሺݔ െ 4ሻ

ൌ lim
୶՜ଵ

1
ሺݔ െ 4ሻ

ൌ െ
1
3
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Пример 12.  

lim
௫՜଴

ቆ
ଷݔ െ 4
ଶݔ െ 2

ቇ

௫
ୱ୧୬ ଷ௫

ൌ

ە
۔

ۓ lim
௫՜଴

ቆ
ଷݔ െ 4
ଶݔ െ 2

ቇ ൌ 2

lim
௫՜଴

ݔ
sin3 ݔ

ൌ ሼsin3 ݔ ,ݔ3~ при x ՜ 0ሽ ൌ lim
௫՜଴

ݔ
ݔ3

ൌ
1
3ۙ

ۘ

ۗ

ൌ  2
ଵ
ଷ ൌ √2య   

Пример 13.  

  lim
௫՜ସ

൬
sin ݔ
sin 4

൰
ଵ

௫ିସ
ൌ ቐ

Имеем неопределенность вида ሼ1∞ሽ,

т. к.   lim
௫՜ସ

sin ݔ
sin 4

ൌ 1,   lim
௫՜ସ

1
ݔ െ 4

ൌ ∞
ቑ

ൌ ൜Замена: ݐ ൌ ݔ െ 4
при ݔ ՜ ݐ   ,4 ՜ 0ൠ ൌൌ  lim

௧՜଴
൬

sinሺݐ ൅ 4ሻ
sin 4

൰
ଵ
௧

ൌ ሼИспользуем 2 െ ой зам. пределሽ ൌ

ൌ lim
௧՜଴

൭1 ൅ ቆ
sinሺݐ ൅ 4ሻ

sin 4
െ 1ቇ൱

ଵ
௧

ൌ lim
௧՜଴

ቆ1 ൅
sinሺݐ ൅ 4ሻ െ sin 4

sin 4
ቇ

ଵ
௧

ൌ lim
௧՜଴

ቌ1 ൅
2 cos ݐ ൅ 8

2 · sin ݐ
2

sin 4
ቍ

ୱ୧୬ ସ
ଶ ୡ୭ୱ௧ା଼

ଶ ·ୱ୧୬௧
ଶ

 · 
ଶ ୡ୭ୱ௧ା଼

ଶ ·ୱ୧୬௧
ଶ

ୱ୧୬ ସ  · ଵ௧

ൌ ୪୧୫ࢋ
೟՜బ

ଶ ୡ୭ୱ௧ା଼
ଶ ·ୱ୧୬௧

ଶ
ୱ୧୬ ସ  · ଵ௧ ൌൌ ୪୧୫ࢋ

೟՜బ

ଶ ୡ୭ୱ௧ା଼
ଶ ·௧

ଶ
ୱ୧୬ ସ  ·  ଵ௧ ൌ ࢋ

ୡ୭ୱ ସ
ୱ୧୬ ସ ൌ  ୡ୲୥ସࢋ

Пример 14.  

  lim
௫՜଴

ln ሺ1 ൅ sin ሻݔ
sin ݔ4

ൌ ൜lnሺ1 ൅ sin ݔሻ ~ sin ݔ ݔ   ,ݔ ~ ՜ 0
sin ~ݔ4 ݔ   ,ݔ4 ՜ 0 ൠ ൌ lim

௫՜଴

ݔ
ݔ4

ൌ
1
4
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Особенности при вычислении пределов 

Пример 15.   

lim
௫՜଴

tgݔ െ sin ݔ
ଷݔ

ൌ lim
௫՜଴

1
ଷݔ ൬

sin ݔ
cos ݔ

െ sin ൰ݔ ൌ lim
௫՜଴

1
ଷݔ ൬

sin ݔ െ sin ݔ cos ݔ
cos ݔ

൰ ൌ lim
 ௫՜଴

sin ሺ1ݔ െ cos ሻݔ
ଷݔ cos ݔ

ൌ lim
௫՜଴

sin ݔ
ݔ

·
1 െ cos ݔ

ଶݔ ·
1

cos ݔ
ൌ lim

௫՜଴

sin ݔ
ݔ

·
ଶݔ

2
ଶݔ ·

1
cos ݔ

ൌ 1 ·
1
2

· 1 ൌ
1
2

 

Важное замечание. Замена функций на эквивалентные подчиняется 

правилам, которые изложены в Теоремах 5 и 6. Одна из самых 

распространенных ошибок при вычислении предела некоторого 

выражения заключается в замене функции, не являющейся множителем 

всего этого выражения, на эквивалентную функцию (чаще всего такая 

ошибочная замена делается в разности).  

Например, если в данном примере сразу воспользоваться 

эквивалентностями  ܖܑܛ ࢞ ݔ ሺпри   ࢞ ~ ࢞܏ܜ  и  ࢞ ~ ՜ 0ሻ и заменить функции  

tgݔ  и  sin ݔ  на эквивалентную им при ݔ ՜ 0 функцию ݔ , то в числителе 

получим ноль. Было бы ошибкой на основании этого делать вывод, что  

предел тоже равен нулю.  

Пример 16. 

lim
௫՜଴

lnሺ1 ൅ ሻݔ ൅ lnሺ1 െ ሻݔ
ଶݔ ൌ lim

௫՜଴

lnሺ1 ൅ ሻݔ ሺ1 െ ሻݔ
ଶݔ ൌ lim

௫՜଴

lnሺ1 െ xଶሻ
ଶݔ ൌ

ൌ ൛lnሺ1 െ xଶሻ ൌ ln൫1 ൅ ሺെxଶሻ൯ ~ሺെݔଶሻ,при ݔ ՜ 0 ൟ

ൌ lim
௫՜଴

െݔଶ

ଶݔ ൌ െ1 

(В данном примере также нельзя сразу воспользоваться эквивалентностями 

ሺ૚ ܖܔ ൅ ܔ  и ࢞~ሻ࢞ ሺ૚ܖ െ ሻ࢞ ~ െ    ( ࢞
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Пример 17. 

lim
௫՜଴

ln cos x
lnሺ1 ൅ sin xଶሻ

ൌ ቐ
lnሺ1 ൅ sin xଶሻ ~ sin xଶ~xଶ, ݔ ՜ 0  

ln cos x ൌ lnሺ1 ൅ ሺെ1 ൅ cos xሻሻ~ െ ሺ1 െ cos ~ሻݔ െ
ଶݔ

2
, ݔ ՜ 0 

ቑ ൌ

ൌ lim
௫՜଴

െ ଶݔ

2
ଶݔ ൌ െ

1 
2

 

 

 

Главная часть функции 

Определение 4.   Если функция ߚሺݔሻ представима в виде  ߚሺݔሻ ൌ ሻݔሺߙ ൅

  ሻݔሺߚ ሻ  называется главной частью функцииݔሺߙ  ሻ൯  , то функцияݔሺߙ൫݋

при ݔ ՜  .଴ݔ

Выделение главной части  бесконечно малой функции 

Для начала выделим главную часть суммы б.м.ф. 

Рассмотрим сумму ࢔ бесконечно малых функций ߙ௞ሺݔሻ, определенных в  

окрестности точки ݔ଴ :  

෍ ሻݔ௞ሺߙ
௡

௞ୀଵ

ൌ ሻݔଵሺߙ ൅ ڮ ൅ ,ሻݔ௡ሺߙ  и lim
௫՜௫బ

ሻݔ௞ሺߙ ൌ 0, ݇׊ ൌ 1, ݊തതതതത 

Согласно Теореме 1 алгебраическая сумма конечного числа б.м.ф. есть 

б.м.ф. Пусть при этом выполняется условие: ߙ௞ሺݔሻ ൌ ,ሻ൯ݔଵሺߙ൫࢕ ݇ ൌ 2, ݊തതതതത  

при ݔ ՜ ݇  ሻ     (гдеݔ௞ሺߙ׊ .଴   , т.еݔ ൌ 2, ݊തതതതത ) имеет больший порядок 

малости по сравнению с ߙଵሺݔሻ. В свою очередь ߙଵሺݔሻ имеет наименьший 
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порядок малости по сравнению со всеми остальными слагаемыми. Тогда, 

согласно Теореме 6, имеем:  

෍ ሻݔ௞ሺߙ
௡

௞ୀଵ

,ሻݔଵሺߙ~ если ߙ௞ሺݔሻ ൌ ,ሻ൯ݔଵሺߙ൫࢕ ݇ ൌ 2, ݊തതതതത при ݔ ՜  ଴ݔ

֜ ሼпо Теореме ૝ሽ ֜ ෍ ሻݔ௞ሺߙ ൌ
௡

௞ୀଵ

ሻݔଵሺߙ ൅ ሻ൯ݔଵሺߙ൫࢕ ֜ 

 .ሻ -  является главной частью этой суммыݔଵሺߙ

Таким образом, доказано следующее утверждение: 

Утверждение 1.  Главная часть суммы конечного числа бесконечно малых 

функций – это слагаемое более низкого порядка малости по сравнению с 

каждым из остальных слагаемых.  

Очевидно, что если в сумме есть несравнимые слагаемые, то выделить 

главную часть нельзя.   

Пример 18.   

а) Главной частью суммы б.м.ф.   8ݔଷ +7 ଶݔ ൅ ݔ при  ݔ3 ՜ 0 , является 

функция  3ݔ ,  т.к. 

lim
௫՜଴

ଷݔ8 ൅ ଶݔ7 ൅ ݔ3
ݔ3 

ൌ lim
௫՜଴

൬
8
3

ଶݔ ൅
7
3

ݔ ൅ 1൰ ൌ 1 

бሻ  Главная часть суммы б.м.ф. 8ݔଷ ൅ ଶݔ7 ൅ ݔ sin ଵ
௫

  при ݔ ՜ 0  не 

существует, т.к. в последнее слагаемое в качестве множителя  входит 

функция  ݕ ൌ sin ଵ
௫

 , предел которой  при  ݔ ՜ 0 не существует. 

Замена суммы б.м.ф. ее главной частью называется отбрасыванием 

бесконечно малых высшего порядка. 
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 В общем случае можно говорить о выделении главной части не 

только  у алгебраической суммы конечного  числа б.м.ф., но и у  

произвольной б.м.ф. при ݔ ՜  .଴ݔ

Согласно Определению 4  и Теореме 4, любая функция ߙሺݔሻ , 

эквивалентная данной ߚሺݔሻ,   является ее главной частью. Однако, если  

задаваться определенным видом    этой главной части, то главную часть 

можно  определить однозначно. Обычно главную часть б.м.ф. (при ݔ ՜  (଴ݔ

ищут в виде  ࡯ · ሺ࢞ െ  .࢑૙ሻ࢞

Представим в виде таблицы возможные варианты выделения главной 

части б.м.ф. при различном стремлении аргумента и рассмотрим примеры 

для каждого случая. 

 .૙ Вид главной части Выделение главной части б.м.ф࢞
 ሻ࢞ሺࢌ

ݔ ՜ 0 
଴ݔ ൌ ܥ 0 ·  ௞ݔ

Если lim
௫՜଴

݂ሺݔሻ
௞ݔ ൌ ,ܥ где ܥ ് 0 

 
֜ ݂ሺݔሻ ൌ ܥ · ௞ݔ ൅  ௞ሻݔሺ݋

 
֜ ሻ࢞ሺࢌ ࡯ ~ ·  ࢑࢞

ݔ ՜  ଴ݔ
଴ݔ ൌ ݐݏ݊݋ܿ

് 0 
ܥ · ሺݔ െ  ଴ሻ௞ݔ

Если lim
௫՜௫బ

݂ሺݔሻ
ሺݔ െ ଴ሻ௞ݔ ൌ ,ܥ где ܥ ് 0 

 
֜ ݂ሺݔሻ ൌ ܥ · ሺݔ െ ଴ሻ௞ݔ

൅ ݔሺሺ݋ െ  ଴ሻ௞ሻݔ
 

֜ ሻ࢞ሺࢌ ~ ࡯ · ሺ࢞ െ  ࢑૙ሻ࢞

ݔ ՜ ∞ 
ܥ  · ൬

1
ݔ

൰
௞

 

Если lim
௫՜∞

݂ሺݔሻ

ቀ1
ቁݔ

௞ ൌ ,ܥ где ܥ ് 0 

֜ ݂ሺݔሻ ൌ ܥ · ൬
1
ݔ

൰
௞

൅  ௞ሻݔሺ݋

֜ ሻ࢞ሺࢌ ~ ࡯ · ൬
૚
࢞

൰
࢑
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Пример 19.   

Выделить главную часть б.м.ф.   ݂ሺݔሻ ൌ
ݔ2

1 െ , ଷݔ ݔ ՜ 0 

При данном стремлении аргумента главную  часть функции будем искать в 

виде:  ࡯ · ࢑࢞ .  Для того, чтобы найти числа ࡯ и ࢑ , рассмотрим предел 

отношения: 

lim
௫՜଴

݂ሺݔሻ
௞ݔ ൌ lim

௫՜଴

ݔ2
ሺ1 െ ௞ݔଷ ሻݔ ൌ lim

௫՜଴

2
ሺ1 െ ଷ ሻݔ ·

ݔ
௞ݔ ൌ ሼпри ݇ ൌ 1ሽ

ൌ lim
௫՜଴

2
1 െ ଷ ൌݔ 2  

֜ при ݇ ൌ 1,С ൌ 2 ֜ ሻ࢞ሺࢌ ൌ  
૛࢞

૚ െ ࢞ при   ,࢞૜ ~ ૛࢞ ՜ ૙   

Пример 20. 

Выделить главную часть б.м.ф.  ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ4 ൅ 4, ݔ ՜ െ2 

В этом случае ищем главную часть в виде ࡯ · ሺ࢞ ൅ ૛ሻ࢑  . Найдем числа 

 : ࢑ и ࡯

lim
௫՜ିଶ

݂ሺݔሻ
ሺݔ ൅ 2ሻ௞ ൌ lim

௫՜ିଶ

ଶݔ ൅ ݔ4 ൅ 4
ሺݔ ൅ 2ሻ௞ ൌ lim

௫՜ିଶ

ሺݔ ൅ 2ሻଶ

ሺݔ ൅ 2ሻ௞ ൌ ሼпри ݇ ൌ 2ሽ ൌ 1 

֜ при ݇ ൌ 2,С ൌ 1 ֜ ሻ࢞ሺࢌ ൌ ૛࢞ ൅ ૝࢞ ൅ ૝ ~ ሺ࢞ ൅ ૛ሻ૛,   при ࢞ ՜ െ૛ 

Пример 21.    

Выделить главную часть б.м.ф.   ݂ሺݔሻ ൌ
1

ଶݔ · sin
1
ݔ

, ݔ ՜ ∞ 

При  ݔ ՜ ∞ главную часть ищем в виде  ࡯ · ቀ૚
࢞
ቁ

࢑
. Найдем числа ࡯ и ࢑ : 
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lim
௫՜∞

݂ሺݔሻ

ቀ1
ቁݔ

௞ ൌ lim
௫՜∞

1
ଶݔ · sin 1

ݔ

ቀ1
ቁݔ

௞ ൌ ൞
sin

1
ݔ

 ~
1
ݔ

 , т. к.  

при ݔ ՜ ∞,
1
ݔ

՜ 0
ൢ ൌ lim

௫՜∞

1
ଶݔ · 1

ݔ

ቀ1
ቁݔ

௞ ൌ 1  

֜ при ݇ ൌ 3,С ൌ 1 ֜ ሻ࢞ሺࢌ ൌ
૚

૛࢞ · ܖܑܛ
૚
࢞

 ~ ൬
૚
࢞

൰
૜

 ,   при ࢞ ՜ ∞ 

 

Бесконечно большие функции (б.б.ф.) 

Введем понятие  бесконечно большой (б.б.ф.) функции. 

Определение 5.  Функция ݕ ൌ ݂ሺݔሻ  называется бесконечно большой при  

ݔ ՜  ଴  , еслиݔ

lim
௫՜௫బ

݂ሺݔሻ ൌ ∞ 

По определению предела функции это равенство означает, что  для любого 

числа     ܯ ൐ 0 существует число  ߜ ൌ ሻܯሺߜ ൐ 0  такое, что для всех ݔ , 

удовлетворяющих неравенству  0 ൏ ݔ| െ |଴ݔ ൏ ߜ  , выполняется 

неравенство |݂ሺݔሻ| ൐  .ܯ

В логической символике: 

lim
  ௫՜௫బ

݂ሺݔሻ ൌ ∞ ֞ ሺሺܯ׊ ൐ ߜ׌ 0 ൌ ሻܯሺߜ ൐ 0, :ݔ׊ 0 ൏ ݔ| െ |଴ݔ ൏ ሻߜ

֜ |݂ሺݔሻ| ൐  ሻܯ

 

Например,функция   ݂ሺݔሻ ൌ
1

ݔ െ 5
  есть б. б. ф. при ݔ ՜ 5. 
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Сравнение бесконечно больших функций 

Пусть ܣሺݔሻ и ܤሺݔሻ есть две б.б.ф. при одном и том же стремлении 

аргумента ݔ ՜  .଴ , т.еݔ

lim
௫՜௫బ

ሻݔሺܣ ൌ ∞ и lim
௫՜௫బ

ሻݔሺܤ ൌ ∞ 

Сравним две б.б.ф. между собой с помощью их отношения (аналогично 

сравнению б.м.ф.) и рассмотрим все возможные случаи. 

૚.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺܣ
ሻݔሺܤ ൌ 0, 

то  ܣሺݔሻ  называется бесконечно большой  более низкого порядка роста, 

чем  ܤሺݔሻ при ݔ ՜ ሻݔሺܣ  .଴ , т.еݔ ൌ ݔ   ,ሻ൯ݔሺܤ൫࢕ ՜   .଴ݔ

૛.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺܣ
ሻݔሺܤ ൌ ∞,   

то ܣሺݔሻ  называется бесконечно большой более высокого порядка роста, 

чем  ܤሺݔሻ при ݔ ՜ ሻݔሺܤ  .଴, т.еݔ ൌ ݔ   ,ሻ൯ݔሺܣ൫࢕ ՜  .଴ݔ

૜.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺܣ
ሻݔሺܤ ൌ ,࡯ где ࡯ ് 0 ሺ࡯ א  ,ሻ܀

то  ܣሺݔሻ  и ܤሺݔሻ  называются бесконечно большими одного порядка роста 

при ݔ ՜ .଴, тݔ е.  ܣሺݔሻ ൌ ሻݔሺܤ  ሻ൯  илиݔሺܤ൫ࡻ ൌ ݔ ,ሻ൯ݔሺܣ൫ࡻ ՜   . ଴ݔ

૝.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺܣ
ሻݔሺܤ ൌ 1, 

то бесконечно большие  ܣሺݔሻ   и ܤሺݔሻ  называются эквивалентными при 

ݔ ՜ .଴, тݔ е.  ܣሺݔሻ~ ܤሺݔሻ, ݔ ՜   .଴ݔ

૞.  Если lim
௫՜௫బ

ሻݔሺܣ
ሻݔሺܤ

 не существует, 

то ܣሺݔሻ  и ܤሺݔሻ  называются несравнимыми бесконечно большими. 
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Например, функции ܣሺݔሻ ൌ ଶݔ sin ଵ
௫

  и  ܤሺݔሻ ൌ ݔ  при ݔ ՜ ∞  являются 

эквивалентными б.б.ф., т.к. 

 lim
௫՜∞

ଶݔ sin 1
ݔ

ݔ
ൌ   lim

௫՜∞

ଶݔ · 1
ݔ

ݔ
ൌ   lim

௫՜∞

ݔ
ݔ

ൌ 1; 

а функции ܣሺݔሻ ൌ ሺ2ݔ ൅ cos ሻݔሺܤ  ሻ  иݔ ൌ ݔ   -   несравнимые б.б.ф. при 

ݔ ՜ ∞,   

т. к.  lim
௫՜∞

ሺ2ݔ ൅ cos ሻݔ
ݔ

ൌ   lim
௫՜∞

ሺ2 ൅ cos ሻݔ െ  не существует. 

Определение 6.  Бесконечно большая функция  ܣሺݔሻ  называется 

бесконечно большой ࢑ െ го   порядка относительно бесконечно большой 

ݔ ሻ приݔሺܤ ՜ ࢑ ଴, если существует числоݔ ൐ 0 такое, что: 

lim
௫՜௫బ

ሻݔሺܣ
ሺܤሺݔሻሻ௞ ൌ ࡯ , где ࡯ ് 0 ሺ࡯ א  .ሻ܀

При этом используется следующая запись:  ܣሺݔሻ ൌ ࡻ ቀ൫ܤሺݔሻ൯௞ቁ , ݔ ՜  . ଴ݔ

Пример 22.  Найти порядок роста б.б.ф.  ܣሺݔሻ относительно ܤሺݔሻ при 

ݔ ՜ ∞ , если 

ሻݔሺܣ ൌ
଺ݔ5

ସݔ3 ൅ ଷݔ ൅ 2
 , ሻݔሺܤ ൌ  ݔ

Рассмотрим предел: 

 lim
௫՜∞

ሻݔሺܣ
൫ܤሺݔሻ൯ ௞

ൌ lim
௫՜∞

଺ݔ5

ସݔ௞ሺ3ݔ ൅ ଷݔ ൅ 2ሻ
ൌ

ൌ lim
௫՜∞

଺ݔ5

ସା௞ݔ3 ൅ ଷା௞ݔ ൅ ௞ݔ2 ൌ  ሺпри ݇ ൌ 2ሻ ൌ

ൌ lim
௫՜∞

଺ݔ5

଺ݔ3 ൅ ହݔ ൅ ଶݔ2 ൌ lim
௫՜∞

5

3 ൅ 1
ݔ ൅ 2

ସݔ

ൌ
5
3

് 0  
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ሻݔሺܣ֜ െ б. б.ф.  2 െ го порядка роста относительно ܤሺݔሻ при ݔ ՜ ∞, 

֜ ሻݔሺܣ ൌ ࡻ ቀ൫ܤሺݔሻ൯௞ቁ , ݔ ՜ ∞. 

Выделение главной части  бесконечно большой функции 

Для начала выделим главную часть суммы б.б.ф. 

Рассмотрим конечную сумму ࢔  бесконечно больших функций ߚ௞ሺݔሻ , 

определенных в  окрестности точки ݔ଴, в которой одно из слагаемых имеет 

более высокий порядок роста по сравнению с остальными. Тогда, 

используя Определение 4  главной части функции, можно доказать 

следующее утверждение: 

Утверждение 2.  Главной частью суммы конечного числа бесконечно 

больших функций является слагаемое более высокого порядка роста по 

сравнению с каждым из остальных слагаемых. 

(Доказательство проводится так же, как и для суммы бесконечно малых 

функций.) 

В общем случае можно говорить о выделении главной части не только  у 

алгебраической суммы конечного  числа б.б.ф., но и у  произвольной б.б.ф. 

при ݔ ՜  .଴ݔ

Представим в виде таблицы возможные варианты выделения главной 

части б.б.ф. при различном стремлении аргумента, аналогичную  

приведенной выше таблице  для б.м.ф. 
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 ૙ Вид главной࢞
части 

Выделение главной части б.б.ф. 
 ሻ࢞ሺࢌ

ݔ ՜ 0 
଴ݔ ൌ 0 

ܥ · ൬
1
ݔ

൰
௞

 
 

Если lim
௫՜଴

݂ሺݔሻ

ቀ1
ቁݔ

௞ ൌ ,ܥ где ܥ ് 0 

֜ ݂ሺݔሻ ൌ ܥ · ൬
1
ݔ

൰
௞

൅ ሺ൬݋
1
ݔ

൰
௞

ሻ 

֜ ሻ࢞ሺࢌ ~ ࡯ · ൬
૚
࢞

൰
࢑

 

ݔ ՜  ଴ݔ
଴ݔ ൌ ݐݏ݊݋ܿ ് ܥ 0 · ൬

1
ݔ െ ଴ݔ

൰
௞

 

Если lim
௫՜௫బ

݂ሺݔሻ

ቀ 1
ݔ െ ଴ݔ

ቁ
௞ ൌ ,ܥ где ܥ ് 0 

֜ ݂ሺݔሻ ൌ ܥ · ൬
1

ݔ െ ଴ݔ
൰

௞

൅ ሺ൬݋
1

ݔ െ ଴ݔ
൰

௞

ሻ 

֜ ሻ࢞ሺࢌ ~ ࡯ · ൬
૚

࢞ െ ૙࢞
൰

࢑

 

ݔ ՜ ܥ ∞ ·  ௞ݔ

Если lim
௫՜∞

݂ሺݔሻ
௞ݔ ൌ ,ܥ где ܥ ് 0 

 
֜ ݂ሺݔሻ ൌ ܥ · ௞ݔ ൅  ௞ሻݔሺ݋

 
֜ ሻ࢞ሺࢌ ~ ࡯ ·  ࢑࢞

 

Пример 23.  Выделить главную часть б.б.ф. 

݂ሺݔሻ ൌ
ହݔ2

1 െ ଷݔ    при ݔ ՜ ∞ 

При данном стремлении аргумента будем искать главную часть б.б.ф. в 

виде ࡯ ·  :Для нахождения чисел C и k найдем предел отношения . ࢑࢞
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lim
௫՜∞

݂ሺݔሻ
௞ݔ ൌ lim

௫՜∞

ହݔ2

ሺ1 െ ௞ݔଷሻݔ

ൌ lim
௫՜∞

ହݔ2

௞ݔ െ ௞ାଷݔ ൌ ሼ݇ ൅ 3 ൌ 5 ֜ ݇ ൌ 2ሽ ൌ lim
௫՜∞

ହݔ2

ଶݔ െ ହݔ ൌ 

ൌ lim
௫՜∞

2
1

ଷݔ െ 1
ൌ െ2 ֜ ݇ ൌ 2, ܥ ൌ െ2, ݂ሺݔሻ ~ ܥ ·  ௞ݔ

Следовательно  ݂ሺݔሻ ൌ
ହݔ2

1 െ ଷݔ ~ െ ݔ ଶ  приݔ2 ՜ ∞ 

Между бесконечно малыми и бесконечно большими функциями 

существует связь. Сформулируем соответствующую теорему. 

Теорема 7.  Если функция  ߙሺݔሻ  - бесконечно малая при  ݔ ՜ ሻݔሺߙ ଴ ሺݔ ്

0ሻ , то функция ଵ
ఈሺ௫ሻ 

  есть бесконечно большая  при ݔ ՜  :଴   и наоборотݔ

если функция ߚሺݔሻ   - бесконечно большая при ݔ ՜ ሻݔሺߚ ଴ ሺݔ ് 0ሻ  то 

функция ଵ
ఉሺ௫ሻ  есть бесконечно малая при ݔ ՜  .଴ݔ

В следующих задачах 24, 25, 26 нужно для двух заданных  функций  ݂ሺݔሻ и 

݃ሺݔሻ: 

а) Показать что обе функции являются б.м. или б.б. при ݔ ՜ 3. 

б) Для каждой функции ݂ሺݔሻ и  ݃ሺݔሻ записать главную часть вида 

࡯  · ሺ࢞ െ  .указать порядок малости (роста) этих функций , ࢑૙ሻ࢞

в) Сравнить функции  ݂ሺݔሻ и  ݃ሺݔሻ,  если это возможно.  

Пример 24.  

ሻ࢞ሺࢌ ൌ ܖܑܛ ሻ࢞ሺࢍ   ; ࢞࣊ ൌ ૛܏ܗܔ ቀ࢞
૜
ቁ     ࢞ ՜ ૜ 
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а) Покажем, что при  ݔ ՜ 3  обе функции являются б.м.ф. Вычислим 

пределы: 

lim
௫՜ଷ

݂ሺݔሻ ൌ  lim
௫՜ଷ

sin ݔߨ ൌ sin ߨ3 ൌ 0 ֜ ሻ࢞ሺࢌ െ б.м.ф.при ࢞ ՜ ૜ 

 lim
௫՜ଷ

݃ሺݔሻ ൌ lim
௫՜ଷ

logଶ ቀ
ݔ
3

ቁ ൌ logଶ 1 ൌ 0 ֜ ሻ࢞ሺࢍ െ б.м.ф.при ࢞ ՜ ૜  

б)  ݂ሺݔሻ и  ݃ሺݔሻ  являются б.м.ф. при ݔ ՜ 3. Следовательно главную часть 

этих функций будем искать в виде ࡯ · ሺ࢞ െ ૜ሻ࢑.  Найдем числа C и k: 

lim
௫՜ଷ

݂ሺݔሻ
ሺݔ െ 3ሻ௞ ൌ lim

௫՜ଷ

sin ݔߨ
ሺݔ െ 3ሻ௞ ൌ ൝

замена:
ݐ ൌ ݔ െ 3 ֜ ݔ ൌ ݐ ൅ 3
при ݔ ՜ 3, ݐ ՜ 0

ൡ ൌ lim
௧՜଴

sinሺ ݐߨ ൅ ሻߨ3
௞ݐ

ൌ lim
௧՜଴

െsin ݐߨ
௞ݐ ൌൌ ൜ sin ݐߨ ~ ݐߨ

при ݐ ՜ 0, ݐߨ ՜ 0ൠ ൌ െ lim
௧՜଴

ݐߨ
௞ݐ ൌ െߨ lim

௧՜଴

ݐ
௞ݐ

ൌ ሺпри ݇ ൌ 1ሻ ൌ െߨ 

֜ ݇ ൌ 1, ܥ ൌ െߨ ;   ݂ሺݔሻ ~ ܥ · ሺݔ െ   ଴ሻ௞ݔ

Следовательно:    

~ሻ࢞ሺࢌ െ ࢞ሺ࣊ െ ૜ሻ  при ࢞ ՜ ૜ 

 

lim
௫՜ଷ

݃ሺݔሻ
ሺݔ െ 3ሻ௞ ൌ lim

௫՜ଷ

logଶ ቀݔ
3ቁ

ሺݔ െ 3ሻ௞ ൌ ൝
замена:

ݐ ൌ ݔ െ 3 ֜ ݔ ൌ ݐ ൅ 3
при ݔ ՜ 3, ݐ ՜ 0

ൡ ൌ lim
௧՜଴

logଶ ቀݐ ൅ 3
3 ቁ

௞ݐ ൌ

ൌ lim
௧՜଴

logଶ ቀ1 ൅ ݐ
3ቁ

௞ݐ ൌ ൞
logଶ ൬1 ൅

ݐ
3

൰ ~ 
ݐ
3

logଶ ݁

при ݐ ՜ 0,
ݐ
3

՜ 0
ൢ ൌ lim

௧՜଴

logଶ ݁
3

·
ݐ

௞ݐ

ൌൌ ሺпри ݇ ൌ 1ሻ ൌ
logଶ ݁

3
  

֜ ݇ ൌ 1, ܥ ൌ
1
3

logଶ ݁  ;    ݃ሺݔሻ ~ ܥ · ሺݔ െ  ଴ሻ௞ݔ

Значит: 
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~ሻ࢞ሺࢍ ൬
૚
૜

૛܏ܗܔ ൰ࢋ · ሺ࢞ െ ૜ሻ  при ࢞ ՜ ૜ 

 

в)  Выделив главные части обеих функций, мы видим, что при ݔ ՜ 3 обе 

функции имеют первый порядок малости относительно б.м.ф. ሺݔ െ 3ሻ . 

Следовательно они являются б.м.ф. одного порядка при ݔ ՜ 3.  В этом 

можно убедиться и непосредственно, вычислив предел их отношения при 

ݔ ՜ 3. 

lim
௫՜ଷ

݂ሺݔሻ
݃ሺݔሻ

ൌ ൞

при ݔ ՜ 3
 ݂ሺݔሻ~ െ ݔሺߨ െ 3ሻ

݃ሺݔሻ~ ൬
1
3

logଶ ݁൰ · ሺݔ െ 3ሻ
ൢ ൌ lim

௫՜ଷ

െߨሺݔ െ 3ሻ

ቀ1
3 logଶ ݁ቁ · ሺݔ െ 3ሻ

ൌ
െ3ߨ

logଶ ݁

ൌ െ3ߨ ln 2 ് 0 

Следовательно:  

ሻ࢞ሺࢌ ൌ ࢞ ሻ൯  при࢞ሺࢍ൫ࡻ ՜ ૜.  

Пример 25. 

ሻ࢞ሺࢌ ൌ
૜࢞ ൅ ࢞ ܖܑܛ ࢞

࢞ ൅ ૜࢞√ ; ሻ࢞ሺࢍ   ൌ
૛࢞ ൅ ࢞ ൅ ૚

࢞ ൅ ૛
࢞      ՜ ∞ 

а) Докажем, что обе функции при  ࢞ ՜ ∞ являются б.б.ф. 

  lim
௫՜∞

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫՜∞

ଷݔ ൅ ݔ sin ݔ
ݔ ൅ యݔ√ ൌ  lim

௫՜∞

1 ൅ 1
ଶݔ sin ݔ

1
ଶݔ ൅ 1

య଼ݔ√

ൌ∞ 

֜ ሻ࢞ሺࢌ െ б. б.ф.  при ݔ ՜ ∞ 

 lim
௫՜∞

݃ሺݔሻ ൌ lim
௫՜∞

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1
ݔ ൅ 2

ൌ lim
௫՜∞

1 ൅ 1
ݔ ൅ 1

ଶݔ

1
ݔ ൅ 2

ଶݔ

ൌ ∞  
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֜ ሻ࢞ሺࢍ െ б. б.ф. при ݔ ՜ ∞ 

б)  ݂ሺݔሻ и  ݃ሺݔሻ  являются б.б.ф. при ݔ ՜ ∞.  Следовательно главную часть 

этих функций будем искать в виде  ࡯ · ࢑ሺ ࢑࢞ ൐ 0ሻ.  

lim
௫՜∞

݂ሺݔሻ
௞ݔ ൌ  lim

௫՜∞

ଷݔ ൅ ݔ sin ݔ
ሺݔ ൅ యݔ√ ሻݔ௞

ൌ lim
௫՜∞

ଷݔ ൅ ݔ sin ݔ

௞ାଵݔ ൅ ௞ାଵݔ
ଷ

ൌ ሼпри ݇ ൅ 1 ൌ 3 ֜ ݇ ൌ 2ሽ

ൌൌ lim
௫՜∞

ଷݔ ൅ ݔ sin ݔ

ଷݔ ൅ ݔ
଻
ଷ

ൌ  lim
௫՜∞

1 ൅ 1
ଶݔ sin ݔ

1 ൅ 1
ଶయݔ√

ൌ 1 

֜ ݇ ൌ 2, ܥ ൌ 1;   ݂ሺݔሻ ~ ܥ ·   ௞ݔ

Таким образом:    

ݔ ૛  при࢞~ሻ࢞ሺࢌ ՜ ∞ 

lim
௫՜∞

݃ሺݔሻ
௞ݔ ൌ  lim

௫՜∞

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1
ሺݔ ൅ 2ሻݔ௞ ൌ lim

௫՜∞

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1
௞ାଵݔ ൅ ௞ݔ2 ൌ ሼпри ݇ ൅ 1 ൌ 2 ֜ ݇ ൌ 1ሽ ൌ

ൌ lim
௫՜∞

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1
ଶݔ ൅ ݔ2

ൌ  lim
௫՜∞

1 ൅ 1
ݔ ൅ 1

ଶݔ

1 ൅ 2
ݔ

ൌ 1 

֜ ݇ ൌ 1, ܥ ൌ 1;   ݃ሺݔሻ ~ ܥ ·  ௞ݔ

Следовательно:    

ݔ при  ࢞~ሻ࢞ሺࢍ ՜ ∞ 

в)  Выделив главные части обеих функций, мы видим, что при ݔ ՜ ∞  

функция ݂ሺݔሻ  имеет второй порядок, а функция ݃ሺݔሻ  - первый порядок 

роста относительно б.б.ф. ݔ   . Следовательно ݂ሺݔሻ  имеет более высокий 

порядок роста (а именно второй) по сравнению с ݃ሺݔሻ  при ݔ ՜ ∞.  

Убедимся в этом непосредственно: 
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lim
௫՜∞

݂ሺݔሻ
݃ሺݔሻ

ൌ lim
௫՜∞

ଶݔ

ݔ
ൌ lim

௫՜∞
ݔ ൌ ∞ ֜ ሻ࢞ሺࢍ  ൌ ࢞ ሻ൯ при࢞ሺࢌ൫࢕ ՜ ∞ 

lim
௫՜∞

݂ሺݔሻ

൫݃ሺݔሻ൯௞ ൌ ൜݂ሺݔሻ~ݔଶ  при ݔ ՜ ∞
݃ሺݔሻ~ݔ  при ݔ ՜ ∞

ൠ ൌ lim
௫՜∞

ଶݔ

௞ݔ ൌ ሼпри ݇ ൌ 2ሽ ൌ 1 ് 0 

Следовательно:   

ሻ࢞ሺࢍ ൌ ݔ ሻ൯     при࢞ሺࢌ൫࢕ ՜ ∞  

или ࢌሺ࢞ሻ~൫ࢍሺ࢞ሻ൯૛   при ݔ ՜ ∞ 

Пример 26. 

ሻ࢞ሺࢌ ൌ ࢞ · ܖܑܛ
૚
࢞

; ሻ࢞ሺࢍ    ൌ ܖܑܛ ࢞ ࢞      ՜ ૙ 

а) Покажем, что при  ݔ ՜ 0  обе функции являются б.м.ф. Вычислим 

пределы: 

lim
௫՜଴

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫՜଴

ݔ · sin
1
ݔ

ൌ ሺпо Теореме ૛ሻ ൌ 0 ֜ ሻ࢞ሺࢌ െ б.м.ф.при ࢞ ՜ ૙ 

lim
௫՜଴

݃ሺݔሻ ൌ  lim
௫՜଴

sin ݔ ൌ 0 ֜ ሻ࢞ሺࢍ െ б.м.ф.при ࢞ ՜ ૙ 

б)  Мы доказали , что݂ሺݔሻ и  ݃ሺݔሻ  являются б.м.ф. при ݔ ՜ 0. Значит 

главную часть этих функций будем искать в виде ࡯ · ࢑ሺ ࢑࢞ ൐ 0ሻ. 

Рассмотрим: 

lim
௫՜଴

݂ሺݔሻ
௞ݔ ൌ lim

௫՜଴

ݔ · sin 1
ݔ

௞ݔ ൌ ൜׍, при ݇׊ ൒ 1
0, при ݇׊ ൏ 1 

А это означает, что   ࢌሺ࢞ሻ  – не имеет главной части вида  ࡯ · ሺ۱ ࢑࢞ ്

૙ሻ при ࢞ ՜ ૙. 

lim
௫՜଴

݃ሺݔሻ
௞ݔ ൌ lim

௫՜଴

sin ݔ
௞ݔ ൌ ሼпри ݇ ൌ 1ሽ ൌ 1 
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֜ ݇ ൌ 1, ܥ ൌ 1;   ݃ሺݔሻ ~ ܥ ·   ௞ݔ

Следовательно:    

ݔ  при  ࢞~ሻ࢞ሺࢍ ՜ 0 

в)  Сравним две функции: 

lim
௫՜଴

݂ሺݔሻ
݃ሺݔሻ

ൌ lim
௫՜଴

ݔ · sin 1
ݔ

sin ݔ
ൌ ቄпри ݔ ՜ 0 

sin ݔ ݔ ~ ቅ ൌ lim
௫՜଴

sin
1
ݔ

െ не существует 

࢞ ሻ не сравнимы при࢞ሺࢍ  ሻ и࢞ሺࢌ ֜ ՜ ૙. 
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Контрольное задание для самостоятельной работы 

N1 

1. lim
௫՜గ

ଶ

tgሺ3ݔሻ
tgݔ

                            ൬
1
3

൰  11. lim
௫՜ଵ

ଶݔ√ െ ݔ ൅ 1 െ 1
tgπݔ

               ൬
1

ߨ2
൰ 

2. lim
௫՜ିగ

sin ݔ4
ଶݔ ൅ ݔߨ

                    ൬െ
4
ߨ

൰  12. lim
௫՜ଵ

lnሺ3 െ ሻݔ2
arctgሺ3ݔ െ 3ሻ                   ൬െ

2
3

൰ 

3. lim
௫՜ଶ

lg ሺ5 െ ሻݔ2
√10 െ ݔ3 െ 2

          ൬
8

3 ln 10
൰ 13. lim

௫՜ଶగ

sin ݔ7 െ sin ݔ3
݁௫మ െ ݁ସగమ           ൬

1
 ସగమ൰݁ߨ

4. lim
௫՜ଵ

cos ݔߨ
2

5 െ 5௫                     ቀ
ߨ

10 ln 5
ቁ  14. lim

௫՜గ

ଶݔ െ ݔߨ
sin ݔ

                   ሺെߨሻ 

5. lim
௫՜ଵ

arcsinଶሺ3ݔ െ 3ሻ
1 ൅ cos ݔߨ

             ൬
18
 ଶ൰ߨ 15. lim

௫՜గ
ସ

1 െ sin ݔ2
ሺߨ െ ሻଶݔ4                       ൬

1
8

൰ 

6. lim
௫՜ଵ

3ହ௫ିଷ െ 3ଶ௫మ

tgπݔ
              ൬

9 ln 3
ߨ

൰  16. lim
௫՜ଵ

ଶݔ െ 1
ln ݔ

                      ሺ2ሻ 

7. lim
௫՜ଵ

cos ቆቀݔ ൅ 1
2ቁ ቇߨ tgπݔ

arcsinሺሺ1 െ xሻଶሻ    ሺߨଶሻ 
17. lim

௫՜గ

1 ൅ cos ݔ3
sinଶ7ݔ

                    ൬
9

98
൰ 

8. lim
௫՜ଵ

ଶݔ√ െ ݔ3 ൅ 3 െ 1
sin ݔߨ

         ൬
1

ߨ2
൰  18. lim

௫՜ଵ

sin ݔߨ7
sin ݔߨ8

                  ൬െ
7
8

൰ 

9. lim
௫՜గ

1 ൅ cos ݔ3
tgଶ2ݔ

                    ൬
9
8

൰  19. lim
௫՜గ

ଶݔ െ ଶߨ

sin ݔ
                ሺെ2ߨሻ 

10. lim
௫՜ଵ

1 ൅ cos ݔߨ
tgଶ2ݔ

                    ൬
1
2

൰  20. lim
௫՜ଷగ

2௫ െ 8గ

sin ݔ7 െ sin ݔ3
ሺെ2ଷగିଶ · ln 2ሻ

*) В скобках дан правильный ответ 
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N2 

1. lim
௫՜଼

൬
ݔ2 െ 7
ݔ ൅ 1

൰
ଵ

√௫య ିଶ                 ൬e
ସ
ଷ൰ 

 

11. lim
௫՜ଶగ

ሺcos ሻݔ
ଵ

ୱ୧୬మଶ௫                 ൬eିଵ
଼൰ 

 

2. lim
௫՜଴

൫2 െ eୟ୰ୡୱ୧୬మ√௫൯
ଷ
௫            ሺeିଷሻ  12. lim

௫՜ା଴
൫2 െ 5ୟ୰ୡୱ୧୬௫మ൯

ୡ୭ୱୣୡ௫
௫       ൬

1
5

൰ 

3. lim
௫՜଴

ሺ2 െ cos ሻݔ3
ଵ

୪୬ሺଵା௫మሻ      ൬e
ଽ
ଶ൰ 

 

13. lim
௫՜ଷ

൬
6 െ ݔ

3
൰

୲୥஠௫
଺

                    ൬e
ଶ
஠൰ 

 

4. lim
௫՜଴

ቆtg ቀ
π
4

െ ቁቇݔ
ୡ୲୥௫

            ሺeିଶሻ 

 

14. lim
௫՜଴

൫2 െ 3ୱ୧୬ ௫మ൯
ଵ

௫మ                   ൬
1
3

൰ 
 

5. lim
௫՜ଷ

൬
9 െ ݔ2

3
൰

୲୥஠௫
଺

                   ൬e
ସ
஠൰ 

 

15. lim
௫՜଴

ሺ1 ൅ sinଶ3ݔሻ
ଵ

୪୬ ୡ୭ୱ ௫      ሺeିଵ଼ሻ 
 

6. lim
௫՜ଵ

൬
ݔ2 െ 1

ݔ
൰

ଵ
√௫య ିଵ                 ሺeଷሻ 

 

16. lim
௫՜଴

ሺ1 െ ሻݔsinݔ
ଵ

୪୬ሺଵାగ௫మሻ    ൬eିଵ
஠൰ 

 

7. lim
௫՜ଵ

൬
ݔ9 െ 7
ݔ ൅ 1

൰
ଵ

√௫య ିଵ                 ሺeଵଶሻ 
 

17. lim
௫՜଴

ቀ
cosݔ

cos2ݔ
ቁ

ଵ
ଷ௫మ

                    ൬e
ଵ
ଶ൰ 

 

8. lim
௫՜଴

൫1 െ ln൫1 ൅ యݔ√ ൯൯
ୟ୰ୡୱ୧୬௫

√௫రయ ሺeିଵሻ
 

18. lim
௫՜ଷ

ଶ

൬2 െ
ݔ2
3

൰
୲୥஠௫

଺
                   ൬e

ଶ
஠൰ 

 

9. lim
௫՜଴

൫2 െ eୱ୧୬ ௫൯ୡ୲୥஠௫              ൬eିଵ
஠൰ 

 

19. lim
௫՜ଵ

ሺ1 ൅ tgπݔሻ
ଵ

௫ିଵ                   ሺe஠ሻ
 

10. lim
௫՜଴

൬5 െ
4

cos ݔ2
൰

ଵ
ୱ୧୬మ௫

        ሺeି଼ሻ 
 
 

20. lim
௫՜ଵ

൬
ݔ3 െ 1
ݔ ൅ 1

൰
ଵ

√௫య ିଵ                  ሺeଷሻ 
 

*) В скобках дан правильный ответ 
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